ALGEBRA ES SZAMELMELET 3
jegyzet az el(’iadéshozﬂ
2021 6szi felev, OT

Waldhauser Tamaés

1. Permutaciék

Permutaciék szorzasa, ciklusfelbontas

1.1. Definicié. Permutdcionak nevezziik egy nemiires (véges) halmaz 6nmagara valo bijektiv leképezését. Az A halmaz
permutacioinak halmazat Sa jeloli.

1.2. Definicié. Mivel a permutaciok leképezések, értelmezhets rajtuk a leképezésszorzas mivelete. A m,p € S4 permu-
taciok szorzata az alabbi leképezés:

mop: A= A, ar (am)p.
Ez a leképezés szintén permutacioja az A halmaznak (ugye?), tehat - p € S4.

1.3. Példa. Tekintsiik az A = {1,2,3,4,5} halmaz kovetkezs két permutaciojat:

(12 3 45 (12 3 45
™\3 415 2) P={21 35 4/

(12345 (12345
T™P=\3 5 2 4 1) PT=\4 31 2 5)°

Ekkor

[aary
>
D
=
an
[
3}

OS]

<
b
=
=
=}
o
N
-t
@
ot
wn
N
=)
)

(05
@
[}

A

>
Q
m
n

S

i)
@
=
=t
e
-+
QN
Q.
=4
o)
w0
@
ot
oS
=

Bizonyitds. Csak a negyedik allitast bizonyitjuk, de kozben felhasznaljuk a korabbiakat (melyik lépésben melyiket?):

log.idrl=r-7"1 =id;

Lidp=pt p=id. ]

(m-p)-(ptm )y=m-(p-p )7

(p ) (mp)=p - (mtm)p=p

1.5. Példa. Az Példaban szereplé permutécidkra

. (12 3 45 (12 3 45\
T =351 24) P T\21 35 4)°F

_ _ _ 1 2 3 45 _ 1 1 2 3 45
1_ —1, _—1_ ) 1_ —1, —1_
(mp) " =pom <53142>’ (pom) " =m"p (34215)'
1.6. Kovetkezmény. Tetszbleges A halmaz Gsszes permutécioi csoportot alkotnak a leképezésszorzas miveletével. Az
A=1{1,2,...,n} esetben ezt a csoportot n-edfoki szimmetrikus csoportnak nevezziik, és S,-nel jeloljiik.

1.7. Definicié. Legyen w € S, és a € {1,2,...,n}. Ha ar = a, akkor azt mondjuk, hogy a firpontja m-nek. Ha ar # a,
akkor azt mondjuk, hogy a mozgatott eleme m-nek.

1.8. Példa. Az Példaban szerepl6 permutéaciokra M, = {1,2,3,4,5} és M, = {1,2,4,5}.

1.9. Definicié. Két permutéacio idegen, ha mozgatott elemeik halmaza diszjunkt.

TA természetes szamok halmazat N, a nemnegativ egész szamok halmazat Ny jeloli, azaz N = {1,2,3,...} és Ng = {0,1,2,...}.
1
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1.10. Tétel. Ha 7, p € S, idegen permutaciok, akkor folcserélhetbek, azaz m-p = p - m.

Bizonyitds. Legyen M, a m permuticié mozgatott elemeinek halmaza. El6késziiletként belatjuk, hogy minden a €
{1,2,...,n} esetén
a €M, = ar e M,. (1.1)

Valoban, ha az allitassal ellentétben a € M, és b := am ¢ M, akkor a # b (miért?) és am = b = brr (miért?), ez pedig
ellentmond 7 injektivitasanak (ugye?).
Ezek utan nekikezdhetiink a tétel bizonyitasanak: tfh. m és p idegen, azaz M, N M, = (. Azt kell belatnunk, hogy
minden a € {1,2,...,n} esetén a(m - p) = a(p - 7). Négy esetet kiilonboztetliink meg:
1) a ¢ M, és a ¢ M,: Ekkor ar = a és ap = a, tehat a bal oldalon a(rw - p) = (am)p = ap = a, a jobb oldalon pedig
a(p-m) = (ap)m = ar = a all (ugye?).
2) a € M, és a ¢ M,: Ekkor szerint am € M, kivetkezésképp am ¢ M, (miért?). Tehat p-nak fixpontja a és
aw is (ugye?). Ennek felhasznalasaval a bal oldal a(r - p) = (am)p = am, a jobb oldal pedig a(p- ) = (ap)7 = ar.
3) a ¢ My és a € M,: Ez hasonlo, mint az el6z6 eset, csak 7 és p szerepet cserél.
4) a € M, és a € M,: Ez lehetetlen (miért?).

Minden esetben (ami egyaltalan felléphet) ugyanazt kaptuk a(m - p) és a(p- 7) kiszamitasakor, ezzel tehat igazoltuk, hogy

Tep=p-T. (Il
1.11. Definicié. Permutaciok pozitiv egész kitevss hatvanyat természetes modon értelmezhetjiik: © € S, és k € N esetén
legyen 7% := - .... 7 (k darab 7 szorzata). A nulladik hatvany az identikus permutaci6: 7° := id, a negativ kitevés

hatvanyt pedig az inverz segitségével definidljuk: 7=% := (7%)~L
1.12. Allitas. A hatvanyozas szokéasos azonossagainak egy része érvényben marad permutaciokra is. Tetszdleges 7w, p € S,
permutaciok és k, £ € Z kitevk esetén

(1) k. 7t = ghte,

(2) ()t = wh;

(3) (m-p)k =7k p* ham és p felcserélhetSek, azaz m-p=p-m.

1.13. Példa. Az Példaban szerepld permutaciokra

5 2 o .. o (1 23 45 o (12345
=T 1d_7r_(15324’ T =\2 15 4 3)

A 0 := 7. p permutacié néhany hatvanya:

ot = id, g2020 — 54505 _ (54)505 _ 13505 _ i, 02022 — GH505+2 _ (54)505 52 _ 4505 ;2 2

1.14. Definicié. Legyenek ay,...,a; € {1,2,...,n} kiilénb6z6 elemek (k > 2), és legyen 7 € S,, az alabbi permutécio:
1T = G2, G2 = A3, ..., Qpy—_1T = G, QLT = a1 és br=bhab¢{a,...,ar}.
Ezt a m permutéciot igy jeloljik: m = (a1 as - - ax—1 ax) és ciklikus permutdcionak vagy roviden ciklusnak nevezzik.

1.15. Tétel. Minden S,,-beli permutéci6 elgall paronként idegen ciklusok szorzataként, és ez az elGallitas a tényezdk
sorrendjétdl eltekintve egyértelm.

Bizonyitds. Csak az egzisztenciat igazoljuk, azt is csak vazlatosan. Legyen A = {1,2,...,n} ésm € Sy = S,. Induljunk ki
egy tetszéleges a; € A elembdl, és alkalmazzuk ra a m permutéaciot tobbszor egymas utan. Igy egy a1, az,as, ... sorozatot
kapunk, ahol a;41 = a;7 minden é-re. Mivel A véges, el6bb-utobb lesz ismétlédés ebben a sorozatban: 3 < j: a; = a;.
Tegyiik fel, hogy ez a legels6 ismétlddés; ekkor az ay, as,...,a;—1 elemek még paronként kiilonbozdek. Azt allitjuk, hogy
1 = 1, vagyis a legels6 elem, ami méasodszorra is fellép a sorozatban, az csak a; lehet. Ha nem igy lenne, azaz i > 1
lenne, akkor még az a;_; elem is szerepelne a sorozatban, és felirhatnank, hogy a;_1m = a; = a; = a;_17, ami ellentmond
m injektivitasanak, hiszen a;—1 # aj_1 (miért?). Tehat csak ¢ = 1 lehet, és ezzel kialakult egy (a1 as --- a;—1) ciklus
(ugye?).

Ha{a1,..., a1} S A, akkor vegyiink egy tetsz6leges by € A\{a1,...,a;_1} elemet és arra is alkalmazzuk ismételten a
m permutéciot. Igy egy b1, ba, bs, . .. sorozatot kapunk, ahol by 1 = b7 minden k-ra. A fenti gondolatmenethez hasonloan
belathato, hogy ebben a sorozatban is by lesz az els6 ismétlsds elem, pl. by = by, és igy kialakul egy (bybe - bo—1)
ciklus. Azt allitjuk, hogy ez a ciklus idegen az (a1 as --- a;—1) ciklustol. Ellenkezd esetben legyen by a b, bs, ... sorozat
elsé olyan tagja, ami szerepel az (a1 as --- a;—1) ciklusban is; legyen mondjuk by = a;. A by elem megvalasztasa miatt
sziikségképpen k& > 1 (ugye?), és megint ellentmondasba keriiliink 7 injektivitasaval: by_1m = by = a; = a;—17 (mi a
helyzet akkor, ha ¢ = 17).

Ezt az eljarast folytatva tjabb, a korabbiaktol idegen ciklusokat tudunk konstruélni (megengedve az 1 hosszusagu
,ciklusokat”, azaz fixpontokat is), amig el nem fogynak A elemei. Mivel A véges, ez el6bb-utobb be fog kiovetkezni, és
ekkor megkapjuk 7 felbontasat paronként idegen ciklusok szorzatara. (Tulajdonképpen azt lattuk be, hogy 7 grafjanak
minden Osszefiiggé komponense iranyitott kor. De a ciklusok, amelyek szorzatara m felbomlik, nem pont ezek a korok.
Hanem mik?) O
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1.16. Példa. Az Példaban szerepld permutéciok ciklusfelbontasa:

1 2345\ (12345 1 23 45\ (123475
_(13)(245)_<32145)'(14352)‘(14352)'(32145)’
4 5\ (1 2 3 45 1 23 45\ (123475
_(12)(3)(45)_(12)(45)_< 4 5)'(1 2 35 4)_(1 2 35 4)'(2 13 4 5)7

o p = (1325)(4) = (1325) = G

=W NW =N

WN TN N =
(RSO NS R0
= Ot
N———

pm = (1423)(5) = (1423) = (411

Paros és paratlan permutacidk

1.17. Definicié. Legyen m € S, és 1 < a < b <n. Ha ar > br, akkor azt mondjuk, hogy ar és br inverzidt alkot (vagy
inverzioban all) w-ben. A w-beli inverziok szamat inv () jeloli.

1.18. Példa. Az Példaban szerepls permutdciokban az alabbi parok alkotnak inverziot:

m-beli inverziok: (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (2,5) = inv(m) = 5;
p-beli inverziok: (1,2), (4,5) = inv(p) = 2;
7 - p-beli inverziok: (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (2,3), (2,5), (4,5) = inv(r-p) =T,
p - m-beli inverziok: (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4) = inv(p-m) = 5.

1.19. Megjegyzés. A 7w permutécioé alabbi mdédon lerajzolt nyildiagramjaban az a — amw és b — b nyilak akkor és
csak akkor metszik egymast, ha ar és br inverzioban all (lasd az abrat).

ONONONONG), ONE) @ ©
ONONONONG), ONE) @ ©
m p

Tehat a metszéspontok szama éppen inv(7), feltéve, hogy soha nem metszi egymast harom nyil ugyanabban a pontban (ha
igen, akkor ezt t6bbszoros metszéspontnak kell szamitani, aszerint, hogy hany nyilpar metszi egymést az adott pontban,
vagy pedig igazitani kell egy kicsit a nyilakon, hogy megsziinjenek az ilyen tobbszords metszéspontok).
1.20. Definicié. Azt mondjuk, hogy a 7 permutéciéo pdros permutdcid, ha inv(w) paros szam, és m pdratlan per-
mautdcid, ha inv(r) paratlan szam. A 7 permutacio eldjele sgn(m) = (—1)™(7). Tehat paros permutécio elGjele +1,
paratlan permutaci6 elGjele —1.
1.21. Példa. Az Példaban szerepld permutaciok paritasa és eljele:

7 paratlan, sgn(m) = —1; p paros, sgn(p) = +1; 7 - p paratlan, sgn(m - p) = —1; p -7 paratlan, sgn(p-7) = —1.
1.22. Tétel. Tetszoleges , p € S, permutéciok esetén sgn(w - p) = sgn(m) - sgn(p).

Bizonyitds. A 7 - p permutécié nyildiagramjat ugy kapjuk, hogy 7 diagramja ala helyezziik p diagramjat, és ,0sszeftizziik”
a nyilakat (lasd az abrat).

Tth. nincsenek t6bbszoros metszéspontok, azaz minden metszéspontban csak két nyil metszi egymast (ha nem ez a helyzet,
akkor kicsit igazitani kell a nyilakon). Az Megjegyzés szerint a metszéspontok szama inv(w) 4 inv(p). Masrészt, ha
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am és brr inverzidban van a 7 - p permutéacioban, akkor az a — @7 — (am)p és b — b — (bwr)p nyilak paratlan sokszor
(egyszer) metszik egymast, ha pedig am és br nem alkot inverziot m- p-ban, akkor ez a két nyil paros sokszor (nullaszor vagy
kétszer) metszi egymast (miért?). Tehat a metszéspontokat nyilparonként megszamolva azt kapjuk, hogy a metszéspontok
szama inv(m - p)-tol paros szamban tér el (ugye?). Osszevetve ezt a korabbi megfigyelésiinkkel, az kovetkezik, hogy az
inv(m) + inv(p) és inv(w - p) szamok azonos paritasiaak, és igy

Sgl’l(ﬂ' . P) _ (_1)inv(7r~p) _ (_1)inv(7r)+inv(p) — (_1)inv(7r) . (_1)inv(p) — sgn(ﬂ') -sgn(p). 0
1.23. Kovetkezmény. Az S,-beli paros permutaciok csoportot alkotnak. Ezt a csoportot n-edfoki alterndlo csoport-
nak nevezzik, és A,-nel jeloljik.
Bizonyitds. Az Tételbdl azonnal kovetkezik, hogy paros permutéciok szorzata is paros (miért?), az pedig vilagos,
hogy az identikus permutécié paros, és paros permutécié inverze is paros (ugye?) O
1.24. Definicié. A 2 hossztsagu ciklusokat, vagyis az (i j) alakt permutéciokat transzpozicioknak nevezziik.

1.25. Teétel. Az S,, csoportot generdljik a transzpoziciok, azaz minden S,,-beli permutéacio el6éll transzpoziciok szorza-
taként.

Bizonyitds. Mivel minden permutacio felirhato ciklusok szorzataként ([1.15] Tétel), elég megmutatni, hogy minden ciklus
elgallithato transzpoziciok szorzataként. Az (ajag - -+ ag—1 ax) ciklust példaul igy frhatjuk fel (de sok mas lehetSség is
van): (ayas -+ ag—1ax) = (a1az)(aras) - - (arag) (ugye?). O

1.26. Példa. Az Példaban szerepls permutaciokat (példaul) igy bonthatjuk fel transzpoziciok szorzatara:
r = (13)(24)(25); p=(12)35); 7-p = (13)12)(15); p- 7= (14)(12)(13).
A 7 p permutaciora kaphatunk egy masik (hosszabb ) felbontést gy, hogy 7 és p fenti felbontasat egyméas mellé illesztjiik:

m-p = (13)(24)(25)(12)(45). Hasonloan p - m = (12)(45)(13)(24)(25) (és persze van még sok maés felbontasa ezeknek a
permutécioknak).

1.27. Kovetkezmény. Ciklus paritdsa mindig ellentétes a hosszanak paritasaval: a paros hosszisagu ciklusok paratlan
permutaciok, a paratlan hosszusagu ciklusok paros permutéaciok.

1.28. Tétel. Barhogyan is bontunk fel egy m € S, permutaciot transzpozicidk szorzatara, a felbontésban szerepld
tényezGk szaménak paritasa megegyezik m paritdsaval. Tehéat egy paros permutaciot csak paros sok transzpoziciora lehet
felbontani, egy paratlan permutéciot pedig csak paratlan sokra.

Bizonyitds. Tekintsiik egy 7 € S, permutécio egy felbontasat transzpoziciok szorzatara:

T="TL Tg ... Tk
ahol mindegyik 7; transzpozici6. Minden transzpozicié paratlan permutacio (ugye?), ezért sgn(7;) = —1 minden i-re. Az
Tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy

sgn(m) =sgn(r 7o - ... 7) = sgn(r) -sgn(m) - ... -sgn() = (=1) - (=1)-...- (=1) = (=1).
Ebbgl méar kovetkezik, hogy a k egész szam paritasa ugyanaz, mint a m permutacioé (miért?). O

1.29. Tétel. Ha n > 2, akkor az S,-beli permutéaciok fele paros és fele paratlan.

Bizonyitds. A tétel bizonyitasahoz elegendd megadni egy bijekciot A, és S, \ A, kozott (ugye?). Legyen 7 € S, \ 4, egy
tetszbleges rogzitett paratlan permutécio (pl. 7 = (12)), és definialjunk egy /3 leképezést a kévetkezSképpen:

B:Ayn = Sp\Ap, T 7T

Héarom dolgot kell ellendrizniink:

(i) B valoban az S, \ A, halmazba képez, azaz ha w € A,, akkor 7 -7 € S,, \ A,,. Ez vilagos (ugye?).

(ii) B sziirjektiv, azaz minden p € S, \ A, permutacidhoz létezik olyan @ € A,,, amelyre 7 -7 =p. Am=p- 7!
permutécié megfelel§ lesz (miért?), és ez valoban paros permutacio, mert p paratlan (ugye?).

(iii) S injektiv, azaz minden 1,9 € S, esetén my -7 = w7 => 7 = ma. Bzt kénnyd igazolni, csak be kell szorozni
jobbrol a 71 - 7 = 73 - T egyenléség mindkét oldalat 77 1-zel (ugye?).

O

1.30. Kdvetkezmény. Ha n > 2, akkor |4,| =[S, \ 4,| = Z.
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2. Relacidk

2.1. Definicié. Adott A halmazon értelmezett reldcion A-beli elemekbdl alkotott elemparok halmazat értjik, azaz egy
tetszoleges p C A x A halmaszt.

Jel6lés. Az egyszertiség kedvéért (a,b) € p helyett gyakran azt irjuk, hogy apb.
2.2. Példa. Néhany példa relaciokra:
e a  baratja” relaci6 az emberek halmazan,
e a  kisebb vagy egyenld” relacio a valds szamok halmazan (jelolés: a < b),
e az egyenld” relacio a komplex szamok halmazan (jelolés: a = b),

e az ,osztoja” relacio a nemnegativ egész szamok halmazan (jelolés: a | b),

a ,részhalmaza” relacio egy halmaz részhalmazainak halmazéan (jelolés: a C b),

a ,parhuzamos” relacio a sik egyeneseinek halmazan (jel6lés: a || b),

e az ,egybevagd” relacio a haromszogek (vagy barmilyen sikidomok) halmazéan (jelolés: a =2 b).

Ekvivalenciak és osztalyozasok

2.3. Definicié. Ekvivalenciareldcionak nevezzik a p C A x A relaciot, ha rendelkezik az alabbi harom tulajdonsaggal:
(1) Va € A : apa (reflexivitas);
(2) Ya,be A:apb = bpa (szimmetria);
(3) Va,b,c € A: (apb és bpc) = apc (tranzitivitas).

2.4. Példa. AR:2] Példdban szerepld relaciok koziil az egyenléség, a parhuzamossag és az egybevagosag ekvivalenciarelacio.

2.5. Definicié. Az A halmazon értelmezett legsziikebb ekvivalenciarelacié az wa = {(a,a) : a € A} egyenléség reldcid,
a legb&vebb ekvivalenciarelacié pedig az A x A teljes reldcio.

2.6. Definicio. Legyen f: A — B egy tetsz6leges leképezés, és értelmezziik az A halmazon a ker f relaciot ugy, hogy két
elem akkor van relaciéban egymassal, ha f melletti képeik megegyeznek:

ker f := {(al,ag): a1 f = agf} C Ax A.
Ezt a relacidt az f leképezés magjanak nevezziik.

2.7. Allitas. Tetszéleges f: A — B leképezés esetén f magja ekvivalenciarelacio az A halmazon.

Bizonyitds. A mag tulajdonsigai rendre visszavezethetéek az egyenlGség tulajdonsagaira:

(1) ker f reflexiv, mert Va € A : af = af;

(2) ker f szimmetrikus, mert Vai,a2 € A:a1f = asf = aof = a1 f;

(3) ker f tranzitiv, mert Vay,a0,a3 € A: (a1 f = aaf és asf = as3f) = a1f =asf. O
2.8. Példa. Tekintsiik az egész szamok halmazéan a kovetkez6 modon definialt p relaciot: apb <= 3 | a—b. Ellendrizziik,
hogy ez ekvivalenciarelaci6. Tetsz6leges a,b € Z esetén

(1) apa < 3|a— a (ugye?);

(2) apb <= 3|a—b=3|b—a < bpa (miért?);

(3) (apbésbpc) <= (Bla—bés3|b—c) = 3|a—c < apc (miért?).

A fenti szamolast ,megspdrolhatnank”, ha taldlnank egy olyan f leképezést, amelyre ker f = p; ekkor ugyanis a Alli-
tasbol ,ingyen” megkapjuk, hogy p ekvivalenciarelacio. Ilyen leképezés valoban létezik. Mi ez a leképezés?

2.9. Példa. Legyen A = {a,b,c,d,e, f} és
p = {(a7 a)’ (b7 b)’ (c’ C)’ (d’ d)7 (e’ e)’ (f’ f>7 (a’ b>7 (b7 a)7 (d7 e>7 (67 d)’ (d7 f)7 (f? d>7 (67 f)’ (f7 e)}'

Ez egy ekvivalenciarelacio, de ezt elég nehézkes volna ellenérizni (f6leg a tranzitivitast). Ha felrajzoljuk a relacié grafjat,
akkor azt 1atjuk, hogy harom 6sszefiiggs komponens van, és a komponensek mind iranyitott teljes grafok (egy komponensen
beliil ,mindenki mindenkivel, oda-vissza” Gssze van kotve). Igy mar a tranzitivitas is vilagos. Be fogjuk bizonyitani, hogy
minden ekvivalenciarelacio esetén igy néznek ki az Osszefliggé komponensek (gondoljuk majd meg, hogy a m Tétel
(i) allitasanak ez a szemléletes jelentése). A graf alapjan konnyen meg tudunk adni olyan leképezést, aminek éppen
ez a relaci6 a magja. Vegyiink harom tetszéleges elemet (pl. &, 0, M), és rendeljiik az ugyanabba a komponensbe es6
elemekhez ugyanazt az elemet:

A= { %0 8}, a—d b c—>0O d—Md ec— B f— B
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2.10. Definicié. Legyen p C A x A egy ekvivalenciarelaci6 és a tetsz6leges eleme A-nak. Ekkor az
a:={be A:apb}

halmazt az a elem p szerinti ekvivalenciaosztdlydnak, az ekvivalenciaosztalyok halmazat pedig az A halmaz p szerinti
faktorhalmazdnak nevezzikk. Az a elem p szerinti osztalyat szokas a/p-val, a’-val vagy [a],-val jel6lni, de mi inkadbb az
egyszertibb @ jelolést hasznéaljuk. Ez ugyan nem utal p-ra, de altalaban kideriil a szévegkdrnyezetbdl, hogy mi a széban
forgo ekvivalenciarelacio. A faktorhalmazt A/p jeloli, tehat

Alp={a:a€ A}.

2.11. Példa. A Példaban szerepls p relacionél az ekvivalenciaosztalyok éppen a graf Gsszefiiggé komponensei (ez
minden ekvivalenciarelacional igy van):

a= {a’b}a b= {a’b}’ c= {C}v d= {dve»f}» €= {d,e,f}, ?: {dve,f}'
A faktorhalmaz tehat igy fest:
Alp={abedef} = {{ab}{a bk {ch{d e fhAde fhAde f} | = {{a.b}{c} {d.e. 1} }.

(Elgszor a Definiciét betd szerint alkalmazva irtuk fel a faktorhalmazt, azutdn gy, hogy az ismétl6ds elemekbdl
csak egyet tartottunk meg. Célszerd mindig kihagyni az ismétlgdéseket, mert igy jobban attekinthets a faktorhalmaz.)

2.12. Példa. A Példaban szerepld relacional harom ekvivalenciaosztaly van:
{..,-3,0,3,6,...} ={3k: k € Z},
{..,=2,1,4,7,...} ={3k+1: k€ Z},
{-..,-1,2,5,8,...} ={3k+2: k€ Z}.
A faktorhalmaznak tehat harom eleme van: Z/p = {6, 1, 5}.

0
1
2

2.13. Allitas. Legyen p ekvivalenciarelacié az A halmazon. Ekkor minden a,b € A esetén @ =b <= apb.

Bizonyitds. Tegyiik fel el6szor, hogy @ = b. A reflexivitasbol kovetkezik, hogy b € b (ugye?), tehat b € @ (miért?). Ez
utobbi pedig éppen azt jelenti, hogy apb (ugye?).

A masik irdny igazolasahoz tfh. apb, és legyen = € b egy tetszbleges elem. Ekkor bpz (ugye?), és ebbél az apb feltevés
és a tranzitivitas segitségével megkapjuk, hogy apz (miért?), ez pedig azt jelenti, hogy = € @. Ezzel belattuk, hogy b C @
(ugye?). A maésik irdnyu tartalmazas hasonloan (de nem szo6 szerint ugyanigy!) lathato be (HF). O

2.14. Tétel. Az ekvivalenciaosztalyok paronként diszjunktak: ha p C A x A ekvivalenciarelacio, akkor minden a,b € A
esettna #b = anb=10.

Bizonyitds. Kontrapozicioval bizonyitunk: azt mutatjuk meg, hogy anb# () = a=10b. Tegyiik fel tehat, hogy anb#0,
és legyen ¢ € aNb. Ekkor apc és bpc (miért?), ebbdl pedig a Allitas alapjan kovetkezik, hogy @ = ¢ és b = ¢. Tehéat
valoban @ = b (ugye?). O

2.15. Definicié. Egy nemiires halmaz osztdlyozdsdn olyan paronként diszjunkt nemiires részhalmazainak halmazat
értjiik, amelyek egyiitt lefedik az alaphalmazt. Formalisan: C = {O; : i € I} C P(A) osztalyozas a nemiires A halmazon,
ha

(a) YO; € C: O; # 0

(b) VOZ‘,O]‘ EC:OZ‘#O]‘ — OiﬂOj :@;

(© UOi=A

i€l

2.16. Teétel. Legyen A egy nemiires halmaz.

(i) Ha p C A x A ekvivalenciarelacio, akkor A/p osztalyozas az A halmazon.

(ii) Ha pedig C C P(A) osztalyozas, akkor az
apb <= 30; €C:a,be O,

formuléval definialt p relacio ekvivalenciarelacié az A halmazon.

A

(b) tulajdonsag kovetkezik a Tételbsl. Az (a) és (c) tulajdonsagok kulcsa pedig az, hogy a reflexivitas miatt a € @
teljesiil minden a € A esetén (ugye?). Ebbdl kovetkezik, hogy (a) az ekvivalenciaosztalyok nem iiresek (hiszen a@-nak a
biztosan eleme), és az is, hogy (c) az ekvivalenciaosztalyok egyiitt lefedik az A halmazt (hiszen az a elemet lefedi az @
osztaly).

A masodik allitas bizonyitasahoz tth. C osztalyozas az A halmazon. Mivel az osztalyok lefedik az alaphalmazt ((c)
tulajdonsag), minden elem benne van legalabb egy osztalyban. Mivel az osztalyok paronként diszjunktak ((b) tulajdon-
sag), minden elem lefeljebb egy osztalyban lehet benne. Tehat az alaphalmaz minden eleme pontosan egy osztalyban van
benne. Legyen f: A — C az a leképezés amelyik minden a € A elemhez hozzarendeli azt az egyetlen O; € C osztalyt,
amelyre a € O;. Az f leképezés magja éppen a tétel kimondéasaban szerepld p relacio (miért?), és igy a Allitas szerint
p ekvivalenciarelécio. O
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2.17. Megjegyzés. Nem nehéz meggondolni, hogy a fenti tételben megadott ,,ekvivalenciareldcié — osztdalyozds” és
,,0sztdlyozds — ekvivalenciareldcio” megfeleltetések egymaés inverzei, vagyis egy tetszoleges alaphalmaz ekvivalenciarelacioi
és osztalyozasai k6lesonosen egyértelmten megfelelnek egyméasnak.

2.18. Megjegyzés. A Tétel bizonyitasanak masodik felében tetszéleges C osztalyozashoz megadtunk olyan f leké-
pezést, amelyre az f magjahoz tartozd osztéalyozas éppen C. Osztalyozasok helyett ekvivalenciarelacidokkal is megfogal-
mazhatjuk ugyanezt: tetszéleges p ekvivalenciarelacidhoz van olyan leképezés, aminek a magja éppen p. Ilyen példaul az
alabbi v leképezés, ami minden elemhez az 6t tartalmazo6 ekvivalenciaosztalyt rendeli:

viA— Alp, a—a.

Ezt természetes leképezésnek nevezziik, mert nincs annal természetesebb dolog, mint minden elemhez a sajat osztalyat
rendelni. Gondoljuk meg, hogy a Allitas épp azt jelenti, hogy tetszéleges A halmaz és p C A x A ekvivalenciarelacio
esetén a fenti v leképezésre ker v = p. Tehat a Allitasban szereplé példa ,univerzalis” minden ekvivalenciarelacié egy
alkalmas leképezés magja.

Részbenrendezések

2.19. Definicié. Részbenrendezési reldcionak nevezzik a p C A x A relaciot, ha rendelkezik az alabbi harom
tulajdonsaggal:

(1) Va € A : apa (reflexivitas);

(2) Va,be A: (apb és bpa) = a = b (antiszimmetria);

(3) Va,b,c € A: (apb és bpc) = apc (tranzitivités).
Ha még a kovetkezs tulajdonsag is teljesiil, akkor p-t teljes rendezésnek (vagy linearis rendezésnek, vagy roviden csak
rendezésnek) nevezziik:

(4) Ya,b € A : apb vagy bpa (dichotémia).

2.20. Példa. A Példaban szerepls relaciok koziil a ,kisebb vagy egyenld” relacio teljes rendezés, az egyenléség, az
oszthatosag és a tartalmazasi relacié részbenrendezés.

Jelolés. A részbenrendezéseket szokas a < szimbolummal jellni, még akkor is, ha az alaphalmaz elemei esetleg nem is
szamok. Ha a < b de a # b, akkor azt irjuk, hogy a < b.

2.21. Definicié. Részbenrendezett halmazon egy (A; <) part értiink, ahol A egy nemiires halmaz, és < részbenren-
dezés A-n.

2.22. Definicié. Legyen (A; <) egy részbenrendezett halmaz, és legyen a,b € A. Azt mondjuk, hogy b fedi a-t, ha a < b,
de nem létezik olyan ¢ € A, amelyre a < ¢ < b. Ezt a tényt a < b jeloli, és a < relaciot az adott részbenrendezéshez
tartozo fedési reldacionak hivjuk.

2.23. Példa. Ime néhany nevezetes (részben)rendezett halmaz és a hozzajuk tartozo fedési relacio:

(a) Az egész szamok halmazan a szokisos ,nagysag szerinti” rendezés teljes rendezés. A (Z; <) rendezett halmazban
két szam akkor és csak akkor fedi egymaést, ha a nagyobbik csak 1-gyel nagyobb a kisebbiknél: a < b <= b = a+1.

(b) A valds szamok halmazan is teljes rendezés a szokasos ,nagysag szerinti” rendezés, de itt a < b soha nem teljesiil
(miért?), vagyis a fedési relacio iires: <= (.

(c) A nemnegativ egész szamok halmazan az oszthatosag részbenrendezés (de nem teljes rendezés). Az (No;|) rész-
benrendezett halmazban két szam akkor és csak akkor fedi egymaést, ha a nagyobbik ,primszerese” a kisebbiknek:
a<b <= dpprimszdm: b=p-a.

(d) Tetsz6leges U halmaz esetén U hatvanyhalmazan (vagyis U Osszes részhalmazainak halmazén) a tartalmazasi
relaci6 részbenrendezés. A (P(U); C) részbenrendezett halmazban két elem akkor és csak akkor fedi egymast, ha
a nagyobbik csak egyetlen elemmel bovebb a kisebbiknél: A < B <= Ju e U\ A: B= AU {u}.

2.24. Definicié. Egy (A; <) részbenrendezett halmaz Hasse-diagramgjan egy olyan abrat értiink, amelynél A elemeit
(sikbeli) pontokkal abrazoljuk oly médon, hogy a < b esetén a b-nek megfelels pont ,foljebb” van, mint az a-nak megfelels
pont, és e két pontot akkor és csak akkor kotjiik dssze, ha b fedi a-t. A[2.28 Tétel szerint véges részbenrendezett halmazokat
Lrdemes” Hasse-diagrammal &brézolni. Néha végtelen részbenrendezett halmazokroél is j6 képet ad a Hasse-diagram
(példaul a (Z; <) és (Np;|) részbenrendezett halmazok esetén), de példaul az (R; <) rendezett halmaz Hasse-diagramjat
bajos volna lerajzolni, mert itt a fedési relacio iires.

2.25. Példa. Tekintsiik az ({1,2,3,6}; <) részbenrendezett halmazt. Ebben az esetben a részbenrendezési relacio és a
fedési relacio igy fest:

< ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,6),(2,2),(2,3),(2,6), (3,3),(3,6),(6,6) }, < =1{(1,2),(2,3),(3,6)}.
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Ennek megfelel6en a Hasse-diagramon csak az 1 — 2, 2 — 3 és 3 — 6 éleket kell berajzolni (nyilhegyeket nem rajzolunk,
helyette a csicsokat tgy rendezziik el, hogy a nagyobb szam mindig {6ljebb legyen):

O,
®
©O)
@

2.26. Példa. Tekintsiik az ({1,2,3,6};]) részbenrendezett halmazt. Ebben az esetben a részbenrendezési relacio és a
fedési relacio igy fest:

| ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,6),(2,2),(2,6),(3,3),(3,6),(6,6) }, =< ={(1,2),(1,3),(2,6),(3,6)}.

Ennek megfelelGen a Hasse-diagramon csak az 1 —2, 1 — 3, 2 — 6 és 3 — 6 éleket kell berajzolni:

2.27. Példa. Tekintsiik az alabbi Hasse-diagrammal megadott részbenrendezett halmazt:

Itt az alaphalmaz A = {a, b, ¢, d}, és a diagramrol leolvashatjuk a megfelel§ részbenrendezési relaciot és fedési relaciot:
< = {(a,a).(a,¢), (a,d), (b,0), (b, c), (b,d), (c;c), (¢, d), (d, d) }, =< = {(a,c),(b,c),(c.d)}.
2.28. Tetel. Véges részbenrendezett halmazt egyértelmiien meghatarozza a fedési relacioja.

Bizonyitds. Legyen (A; <) egy véges részbenrendezett halmaz, és legyen < a megfeleld fedési relacio. Azt allitjuk, hogy
minden a,b € A esetén

a<b <= dneNgydc,c1,...,cn €EA: a=cy<cy1 <---<¢c, =0

(Ez szemléletesen azt jelenti, hogy a < b akkor és csak akkor teljesiil, ha a és b Osszekothets egy véges hosszisagi,
fedésekbdl allo lanccal.) A |, <=7 irany igazolasédhoz tth. a =cg <c¢; <+ <¢, =b. Ekkora=¢p <c¢1 < - <¢, =b
(miért?), és igy a tranzitivitas miatt a < b (ugye?). A ,, = 7 irany igazolasdhoz tth. a < b. Ha a = b, akkor készen
vagyunk (n =0 és ¢g = a = b), feltehetjiik tehat, hogy a < b. Legyen a = ¢y < ¢1 < -+ < ¢, = b a lehet§ leghosszabb
szigortian monoton novekedd sorozat, ami a-bol indul és b-be érkezik. (Ha tobb maximalis hossztisagi sorozat van, akkor
barmelyiket vehetjiik koziiliik.) Ha itt valamelyik tag nem fedné az 6t megel6zs tagot (pl. ¢; £ ¢i+1), akkor be lehetne
illeszteni kozéjiik egy jabb elemet (¢; < d < ¢;41), és igy kapnank egy hosszabb szigoriian monoton névekedd sorozatot
a-t6l b-ig. Ez pedig ellentmond annak, hogy a sorozatunk a lehets leghosszabb volt. (Il

2.29. Definicié. Legyen (A; <) egy részbenrendezett halmaz. Az a € A elemet minimdlis elemnek nevezziik, ha nincs
nala kisebb elem, és legkisebb elemnek nevezziik, ha § mindenki masnal kisebb. Hasonléan a € A mazimadlis, ha nincs
nala nagyobb elem, és a € A legnagyobb, ha 6 mindenki masnél nagyobb. Formalisan:

e ¢ minimélis <= BccAd:c<a;
< VeeA:a<g
e o maximalis <= FccAd:c>a;
< VeceA:a>c.

e a legkisebb

e a legnagyobb
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2.30. Példa. A Példaban szerepls ({1,2,3,6}; <) részbenrendezett halmazban 1 minimalis és legkisebb elem, 6
maximalis és legnagyobb elem. Ugyanez érvényes a Példaban szerepls ({1,2,3,6};|) részbenrendezett halmazra.
A Példaban szerepls ({a,b,c,d}; <) részbenrendezett halmazban a és b minimalis elemek, legkisebb elem nincs, d
maximaélis és legnagyobb elem. A (Z; <) részbenrendezett halmazban nincs se minimalis, se legkisebb, se maximalis,
se legnagyobb elem. Az (Ng; <) részbenrendezett halmazban 0 minimalis és legkisebb elem, és nincs se maximalis, se
legnagyobb elem. Az (Np;|) részbenrendezett halmazban 1 minimaélis és legkisebb elem, 0 maximalis és legnagyobb elem.

2.31. Tétel. Részbenrendezett halmazban legfoljebb egy legkisebb elem létezhet. Ha van legkisebb elem, akkor az
minimélis elem is, s6t ilyenkor & az egyetlen minimalis elem. Formalisan: ha (A; <) egy részbenrendezett halmaz és
a,b € A, akkor
(i) a és b is legkisebb elem =— a = b;
(ii) a legkisebb = a minimalis;
(iii) a legkisebb és b minimalis = a = b.
Hasonl6 érvényes a legnagyobb elemre is.

Bizonyitds.

(i) Ha a és b is legkisebb elem, akkor a < b (miért?) és b < a (miért?), és igy az antiszimmetria miatt a = b.

(ii) Indirekten bizonyitunk: tfh. a legkisebb elem, de nem miniméalis. Mivel a nem minimalis, 1étezik olyan ¢ € A,
amelyre ¢ < a. Mivel a a legkisebb, a < ¢. Trivialisnak ttinik, hogy ¢ < a és a < ¢ ellentmondanak egymasnak,
de ne feledjiik, hogy nem szamokrol és a szokasos ,kisebb vagy egyenls” relaciorél van szo, hanem egy tetszéleges
részbenrendezett halmazrol! Tehat a reflexivitdson, antiszimmetrian és tranzitivitason kiviil semmit nem tudunk;
csak ezt a harom tulajdonsagot hasznalhatjuk fel. A ¢ < a jelolés azt jelenti, hogy ¢ < a, de ¢ # a (ugye?). Tehat
tudjuk, hogy ¢ < a és a < ¢, és igy az antiszimmetria miatt ¢ = a. Node tudjuk azt is, hogy ¢ # a, és ez mar
tényleg ellentmondas.

(iii) Tfh. a legkisebb elem és b miniméalis elem. Mivel a legkisebb, a < b. Ha itt egyenlGség teljesiil, akkor készen
vagyunk. Ha nem, akkor a < b, ami nem lehetséges, mert b minimalis (ugye?). O

3. Szamelméleti kongruenciak

Linearis diofantoszi egyenletek

3.1. Definicié. A d egész szamot az a és b egész szamok legnagyobb kdzds osztdjanak nevezziik, ha kielégiti a kovetkezs
két feltételt:

(1) d]aésd]b;
(2) VEeZ:(k|laésk|b) = k]|d.
Hasonl6an definialhaté egész szamok legkisebb kézos tobbszorose is.

Jeldlés. Az a és b szamok legnagyobb kozos osztojat Inko(a, b) vagy (a,b), legkisebb kézos tobbszorosiiket pedig 1kkt(a, b)
vagy la, b] jeloli.

3.2. Megjegyzés. A legnagyobb k6z0s 0szté nem egyértelmi: ha d legnagyobb koz0s osztdja a-nak és b-nek, akkor —d is az
(de e két szamon kiviil nincs mas legnagyobb kozos oszt6). Altalaban a két érték koziil a nemnegativat szoktuk tekinteni.
Masképp fogalmazva, az Inko csak asszocialtsig erejéig van meghatarozva; ezért szoktuk igy is frni: d ~ Inko(a, b).

3.3. Megjegyzés. Jelolje egy a pozitiv egész szam pozitiv osztdinak halmazat D,. Ekkor az a és b pozitiv egészek,
pozitiv k6z6s osztoinak halmaza D, N Dy. Ezen a halmazon kétféle részbenrendezést is értelmezhetiink: a nagyséig szerinti
rendezést és az oszthatosag szerinti rendezést. A legnagyobb k6z6s oszt6 altalanos és kbzépiskolaban hasznalatos definicioja
szerint lnko(a, b) nem mas, mint a (D, N Dy; <) rendezett halmaz legnagyobb eleme. Az altalunk hasznalt Definicio
szerint Inko(a,b) nem mas, mint a (D, N Dy;|) részbenrendezett halmaz legnagyobb eleme. (Példaul a = 18, b = 30
esetén Dig N D3p = Dinro1s,30) = D = {1,2,3,6}. A (D, N Dy; <) rendezett halmaz Hasse-diagramjat a |2.25, Példa, a
(Do N Dy;|) részbenrendezett halmaz Hasse-diagramjat pedig a [2.26] Példa mutatja ebben a konkrét esetben.) Ha a és
b is pozitiv (s6t, még akkor is, ha egyikiik nulla), akkor a két definici6 ekvivalens egyméassal: ha d a legnagyobb eleme
a (Dq N Dy;|) részbenrendezett halmaznak, akkor minden k& € D, N Dy esetén k | d, és igy k < d is teljesiil, tehat d
legnagyobb eleme a (D, N Dy; <) rendezett halmaznak is (ugye?). Ha azonban a = b = 0, akkor a (D, N Dy; <) rendezett
halmaznak nincs legnagyobb eleme (miért?), mig a (D, N Dy;|) részbenrendezett halmaz legnagyobb eleme 0 (ugye?).
Tehat a = b = 0 esetén az ,jiskolas” definicié6 nem hasznélhato, az ,egyetemi” definicié viszont igen. Egy masik elénye az
1] Definiciénak, hogy altalanosithato az egész szamok gytirtjérsl mas gytriikre, ahol nincs is ,nagysag szerinti” rendezés
(mas kérdés, hogy legnagyobb kozos osztok nem minden gytriben léteznek).

3.4. Tétel. Barmely két egész szamnak van legnagyobb kozos osztoja, és az kifejezhets a két szam ,linearis kombinacio-
jaként”: minden a,b € Z esetén léteznek olyan x,y egész szamok, melyekre ax + by = Inko(a, b).
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Bizonyitds. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a és b is pozitiv (ha valamelyikiik nulla, akkor az allitas
trividlis, a negativ szam(ok) esete pedig kénnyen visszavezethet§ a pozitiv esetre). Ekkor végrehajthato az a,b szamokra
az euklideszi algoritmus (technikai okokbol a és b az rg és r1 ,fed6neveket” kapjak):

ro=a = q1r1 + 72 (0< 7y <r1);
ri=0b = qoro + 13 (0<r3 <ry);
ro = @373 + T4 (0 <7y <r3);

i1 = @7 + Tl (0 <71 <19);

Tn—2 = @n-1Tn—-1 1+ "n (0 < Tn < 7“”71);
Tn—1 = QnTn + 0.

Tudjuk (Algszam. 1), hogy az eljaras véges szamu lépésben véget ér: el6bb utébb nulla lesz a maradék (r,+1 = 0), és
a legnagyobb kozos oszto az utols6 nemnulla maradék: r, ~ lnko(a,b). Megmutatjuk ¢ szerinti teljes indukciéval, hogy
mindegyik r; elGall a és b ,Jlinearis kombinacidjaként”
Jx;,ys € Z: ri = ax; + by;. (3.2)
(Két dologban eltériink az indukeié szokasos sémajatol. Egyrészt nem minden ¢ nemnegativ egészre bizonyitunk, hanem
csak i =0,1,...,n-re. Mésrészt az indukcids 1épésben két 1épéssel nyilunk vissza: amikor i + 1-re bizonyitjuk az allitast,
nemcsak i-re, hanem ¢ — 1-re is feltessziik, hogy (3.2) teljesiil. Emiatt a kezdd6lépésnél is az els6 két értékre (i = 0 ési = 1)
kell ellendrizniink az allitast.)
Kezdglépés: ¢ =0 és i = 1 esetén trivialisan teljesiil (3.2):
ro=a=a-1+b-0 (tehat xo =1 és yp = 0 jo lesz);
rm=b=a-0+b-1 (tehat 1 =0 és y; =1 jo lesz).
Indukcios lépés: Legyen 1 <i < n, és tth. r;,_1 és r; elgall a kivaint modon; ez az indukcids feltevés:
Ti—1 = ar;—1 + byi—l és r; = ax; + by, (IH)
Be kell latnunk, hogy (3.2) teljesiil ¢ + 1-re is. Ehhez fejezziik ki az ;11 maradékot az euklideszi algoritmus megfelels
lépésébdl: r;y1 = r;—1 — q;r;. Helyettesitsiik r;_1 és r; helyébe az indukciés hipotézisben szerepld felirdsukat:
Tiy1 =Ti—1 — qiri = (a1 +byi—1) — qi(ax; + by;)
= a(ri—1 — qwi) + 0(Yi—1 — Giyi)-
Azt kaptuk, hogy r; 41 is kifejezhets a és b segitségével az el6irt moédon, pl. z;41 = T;—1 — ¢x; €S Yiy1 = Yi—1 — GYi

egylitthatokkal. Ezzel kész az indukcids bizonyitas. ([

3.5. Példa. Hajtsuk végre az euklideszi algoritmust az a = 150 és b = 54 szamokra, és fejezziik ki minden osztasbol (az
utolso kivételével) a maradékot a és b segitségével:

150 = 2-54 4+ 42 = 42 = 150—2-54 = a—2b

54 = 1-42 4+ 12— 12 = 54—42 = b—(a—2b) = —a+3b
42 = 312 +[6] = [6] = 492-3-12 = (a—2b)-3(—a+3b) = |4a—11b
12 = 2.6 + 0

Tehat Inko(a,b) = 6, és ez igy fejezhets ki a és b ,linearis kombinaciojaként”: 6 = 4a — 11b.

3.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a, b egész szamok relativ primek, ha Inko(a,b) ~ 1. Jelolés: a L b.

3.7. Kovetkezmény. Tetszdleges a, b egész szamok esetén, ha Inko(a,b) # 0, akkor

a 1 b
Inko(a,b) ~ Inko(a,b)’

Bizonyitds. Tth. d := lnko(a,b) # 0 (milyen a,b esetén teljesiil ez?). Az a és b szamokat a = agd és b = byd alakba
irhatjuk alkalmas ag, by egész szamokkal (miért?). A Tétel szerint vannak olyan x,y egészek, amelyekre azx + by = d.
Egyszertsithetiink d-vel (miért?), és igy azt kapjuk, hogy apz + bpy = 1. A bal oldal oszthato ag és by legnagyobb kozos
osztojaval (miért?), tehat Inko(ag, by) | 1, azaz ag és by valoban relativ primek. O

3.8. Kovetkezmény (Euklidész lemmaja). Tetszleges a, b, ¢ egész szamok esetén, ha Inko(a,b) # 0, akkor

a

albe = Inko(a, b)

| c.
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Bizonyitds. Tth. d := lnko(a,b) # 0, és irjuk fel az a és b szamokat a Kovetkezmény bizonyitasaban latott médon
a = apd és b = byd alakban. Ezzel a jel6léssel a bizonyitandé allitas igy fest:
aopd | bod - ¢ PR ap | c.
Mivel d # 0, a bal oldali oszthatésagot d-vel egyszertsithetjiik; igy a kévetkezd ekivalenciat kell igazolnunk:
ag | boc PR ag | c.

A | <7 irany trivialis (ugye?). A ,, = 7 iranyhoz tth. ag | boc. A Tételt hasznalva felirjuk a legnagyobb kozos
osztot ax + by = d alakban. Mindkét oldalt d-vel egyszertsitve, majd c-vel szorozva, azt kapjuk, hogy agcx + bocy = c.
Itt a bal oldalon mindkét tag oszthato ap-lal (miért?), ezért ¢ is oszthatd vele, és épp ezt kellett bizonyitanunk. O

3.9. Példa. Milyen = egész szamokra lesz 1502 oszthato 54-gyel? FEuklidész lemmaéja szerint

54
411 = ’ <= .
54150z Inko(54, 150 | * 9e
Tehat az 54 | 150z ,oszthatosagi egyenlet” megoldashalmaza {...,—18,-9,0,9,18,...}.

3.10. Kovetkezmény. TetszSleges a,b,c € Z esetén, ha a L b, akkor a | be <= a | c.

3.11. Teétel. Tekintsiik tetsz6leges adott a, b, ¢ (a,b # 0) egész szamok esetén az ax + by = ¢ kétismeretlenes linedris
diofantoszi egyenletet (a megoldasokat az egész szamok gytrdjében keressiik).

(i) Az egyenletnek akkor és csak akkor van megoldasa, ha lnko(a,b) | c.

(ii) Ha (z0,yo) egy megoldas, akkor barmely ¢ € Z esetén az alabbi (x4, y;) par is megoldas, tovabba minden megoldas
elgall ilyen alakban a ¢ szam alkalmas megvélasztésaval:
b

Ty =20+~ 1 Yt = Yo

a
Inko(a, b) ~ Inko(a, b) b

Bizonyitds.

(i) A feltétel sziikségességét konnyt belatni: ha (z,y) egy megoldas, azaz ax + by = ¢, akkor a bal oldal oszthato
Inko(a, b)-vel (miért?), és igy Inko(a,b) | c. Az elegendGség igazolasahoz tth. Inko(a,b) | ¢, azaz ¢ = Inko(a, b) - ¢1
alkalmas ¢y egész szammal. A Tétel szerint létezik u,v € Z, hogy au + bv = Inko(a, b). Beszorozva mindkét
oldalt ¢q-gyel, azt kapjuk, hogy a(ucy) 4+ b(ver) = ¢, vagyis az (ucy,ver) szampar megoldasa az egyenletnek.

(ii) Jeldlje M az egyenlet megoldashalmazat: M = {(z,y) € Z?: ax + by = c}. Legyen (zo,y0) € M egy tetsz6leges
rogzitett megoldas, azaz axg + byg = c¢. Azt kell bizonyitanunk, hogy M = {(x¢,y¢): t € Z}. A ,,D” tartalmazast
(vagyis azt, hogy (x4, y:) minden t-re megoldas), egyszert behelyettesitéssel lehet ellendrizni:

b a

by, = ( 7%) b( —7-t)= byo = iért?).

are by =a\Tot @) ) T T o) azo+byo=c  (miért?)
A |, C” tartalmazas azt jelenti, hogy tetszsleges (z,y) € M megoldas esetén van olyan ¢ € Z, amelyre (z,y) =
(2¢,y:). Ennek igazolasadhoz tth. (z,y) € M, és ne feledjiik, hogy korabban feltettiik azt is, hogy (zo,yo) € M.
Tehat azt tudjuk, hogy ax + by = ¢ = axo + byo. Atrendezve, azt kapjuk, hogy a(x — zo) = b(yo — ). Itt a
bal oldal szemlatoméast oszthat6 a-val, és igy a | b(yo — y). Euklidész lemmaja szerint ebbdl az kovetkezik, hogy
m | yo — v, ez pedig az oszthatosag definicioja szerint azt jelenti, hogy yo — y = m -t alkalmas ¢t egész
szammal. Ezzel meg is kaptuk, hogy y = yo — m -t, azaz y = y;. Hogy megkapjuk z-et is, helyettesitsiink
vissza az a(x — xg) = b(yo — y) egyenlSségbe: a(x — x¢) = b(yo —y) = b - Tko(ap) * t- Ebbol mar z-et kdnnyen

kifejezhetjiik: © = xg + m -t, azaz T = . O

3.12. Példa. Oldjuk meg a 62+ 9y = 15 diofantoszi egyenletet. Az euklideszi algoritmusbol azt kapjuk, hogy Inko(6,9) =
3=6-(—1)+9-1. Szorozzuk be mindkét oldalt 5-tel: 15 = 6 (—5) + 9 - 5. Ebbdl lathato, hogy o = —5,yp = 5 egy
partikularis megoldésa az egyenletiinknek. Az altalanos megoldas képlete (az a = 6,b = 9 ,szereposztassal”):

9 6
ze=-5+gt=-5+3 y=5-31=5-2 (t€Z)

3.13. Megjegyzés. A kapott megoldasok nem masok, mint azon racspontok koordinatai, amelyek illeszkednek a 6249y =
15 egyenletii egyenesre (lasd az abran a bal oldali grafikont). Az egyenes meredeksége —%, ezért egy racspontbol a
kovetkezGbe dgy jutunk, hogy 3-at lépiink jobbra, és 2-t lépiink lefelé. Figyeljiik meg, hogy az altalanos megoldas
képletének éppen ez a szemléletes jelentése.

Az euklideszi algoritmus nélkiil is konnyen kitaldlhattuk volna, hogy x = 1,y = 1 megoldasa az egyenletnek. Ha ebbdl a

partikularis megoldéasbol indultunk volna ki (azaz z¢o = 1,yo = 1), akkor igy festene az altalanos megoldas képlete:

Ez latszolag nem egyezik meg a Példaban kapott eredménnyel, de valojaban a két képlet ugynazt a végtelen szadmpar-
halmazt irja le, csak a ¢ paraméterek el vannak csusztatva egymashoz képest. (Példaul a (7, —3) megoldas ott ¢ = 4-gyel
jon ki, itt pedig t = 2-vel.)
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(4.1)

4)

(_5’_5)

3.14. Megjegyzés. Vilagos, hogy az egyenlet jobb oldalan 15 helyett barmilyen 3-mal oszthato szamot irva, az egyenletnek
lesz megoldésa (és egy megoldast megkaphatunk az euklideszi algoritmusbol levezetett lnko(6,9) =3 =6-(—1)+9-1
Osszefiiggésbdl). Ha viszont 15 helyébe 3-mal nem oszthaté szamot irunk, akkor nem lesz megoldas, mert 6z 4+ 9y mindig
oszthato 3-mal (ha z és y egész szamok).

3.15. Példa. Oldjuk meg a 62 — 9y = 15 diofantoszi egyenletet. Szorozzuk be ismét az euklideszi algoritmusbol kapott
3=6-(—1)+9-1 egyenldség mindkét oldalat 5-tel, és alakitsuk az elGjeleket tgy, hogy 62 — 9y alaku kifejezést kapjunk:
15 =6-(—5)—9-(—5). Ebbdl lathato, hogy xg = —5, yo = —b egy partikularis megoldéasa az egyenletiinknek. Az altalanos
megoldas képlete (az a = 6,b = —9 ,szereposztassal”):

-9 6
xt:—5+?t=—5—3t, yt:5—gt:5—2t (teZ).
Az altalanos megoldas igy is felirhato, ha a legkisebb pozitiv megoldast valasztjuk kiindulépontnak:
re=4-3t, yy=1-—2t (teZ).

3.16. Megjegyzés. Figyeljiik meg, hogy a fenti képletben ¢t elGjele x4-nél is és y;-nél is negativ. Ez nem meglepd, hiszen
a 6x — 9y = 15 egyenletl egyenes meredeksége pozitiv, tehat csokkend x értékekhez csékkend y értékek tartoznak. Helyes
lenne az altalanos megoldas ebben a forméaban is:

=443t y=1+2t (teZ).

Ez csak abban kiilonbézik a[3.15] Példaban mésodikként felirt megoldastol, hogy ¢ helyébe —i-t frunk, azaz a racspontokat
nem balra lefelé, hanem jobbra felfelé indexezziik.

Kongruenciarelacio

3.17. Definicié. Legyen m € Ny és a,b € Z. Ha a — b oszthat6 m-mel, akkor azt mondjuk, hogy a kongruens b-vel
modulo m. Az m szamot a kongruencia modulusdnak nevezzik.

3.18. Megjegyzés. A modulo 0 és a modulo 1 kongruencia nem til érdekes: a = b (mod 1) minden a,b € Z esetén
teljesiil, a = b (mod 0) pedig csak akkor, ha a = b (ugye?). Ezért tobbnyire csak olyan kongruenciakkal foglalkozunk,
ahol a modulus legalabb 2.

Jel6lés. A kongruenciat = jeldli, a modulust utédna zardjelben tiintetjiik fel a ,mod” réviditést hasznalva (de ezt idénként
elhagyjuk). Tehat a =b (mod m) <= m|a—b.

3.19. Tétel. Tetszbleges m > 2,a,b € Z esetén a = b (mod m) akkor és csak akkor teljesiil, ha a és b ugyanazt a
maradékot adja m-mel osztva.

Bizonyitds. Osszuk el a-t és b-t maradékosan m-mel: a = mqy + 71 és b = mqs + r2, ahol 0 < 71,75 < m — 1. Ekkor
a=b (mod m) <= mla—b < m|m(@g—q)+(r1 —r2) < m|ry—ry (miért?).

Az vy —ry szam a {—(m —1),—(m —2),...,m — 2, m — 1} halmazba esik (miért?), méarpedig ebben a halmazban csak
egyetlen m-mel oszthato szam van, nevezetesen a nulla (ugye?). Azt kaptuk tehat, hogy a =b (mod m) <= ri—ry =0,
és éppen ezt kellett igazolnunk. ([
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3.20. Példa.
e 2021 = 2035 (mod 7), mert 2035 — 2021 = 14 oszthato 7-tel.
e 12345 # 6789 (mod 9), mert 9-cel osztva 12345 maradéka 6, mig 6789 maradéka 3.
e 23 = 4677863 = —34267467 £ —497973413 (mod 10).

3.21. Tetel. Tetszbleges m, my,mo > 2,a,b,¢,a1,b1,a2,by € Z esetén érvényesek az aldbbiak:
1) a=a (mod m) (reflexivitas);

a=b (mod m) = b=a (mod m) (szimmetria);

(a=b (mod m) ésb=c (mod m)) = a=c (mod m) (tranzitivitas);

a1 = by (mod m)

as = by (mod m)

(

(2)

(3)

(4) } = a; tas =by £by, ay-ag=0b; by (mod m);
(5) ha ¢ # 0, akkor ca = ¢b (mod m) <= a="b (mod —);
(6)

(7)

(

Tnko(1m,0)
ha m L ¢, akkor ca = c¢b (mod m) <= a=0b (mod m);

a=b (mod mq)
a="b (mod ms)
8) haa=b (mod m), akkor Inko(a, m) ~ Inko(b, m).

} < a=0b (mod [my,ma]);

Bizonyitds. A bizonyitasok soran minden kongruenciat a definicié alapjan atirunk oszthatosdgra, majd hasznaljuk az
oszthatosag ismert tulajdonsagait.

(1) a=a (mod m) < m|a—a < m|0, ez pedig minden m-re teljesiil (ugye?).

(2) a=b (mod m) = m|a—b = m|—(a—b)=b—a = b=a (modm).
(3) (a=0b(mod m)ésb=c (mod m))= (m|a—bésm|b—c)=m|(a—b)+(b—c) =a—c=a = c (mod m).
(4)

Tth. a1 = b; (mod m) és ay = by (mod m), azaz m | a1 — by és m | ag — ba. Nézziik elészor az Osszegre
vonatkozo allitast:

a1+ as = by + by (mod m) < m‘(a1—|—a2)—(b1+b2) < m\(al—bl)—i—(ag—bg),

és ez utobbi nyilvan teljesiil, mert feltevésiink szerint az Osszeg mindkét tagja oszthaté m-mel. A kivonasra
vonatkoz6 allitas hasonléan egyszeri.
A szorzasnal méar be kell ,csempészni” egy triikkkosen —aqbs 4+ a1by alakban irt nullat:

ay-ag =by-by (mod m) < m|ajas — bibs
< m|ajaz —arbs + a1by — biba = aj(as — ba) + (a1 — by)bs.
Az utolso kifejezés oszthatd m-mel, mert mindkét tagban szerepel egy m-mel oszthaté tényezs (ugye?).
(5) Ez gyakorlatilag Euklidész lemmaja ,alruhdban” :
ca =cb (mod m) <= m|ca—cb=cla—0b)

m a—>

Inko(m, c)

— aEb(modm).

(Hol hasznaltuk ki azt, hogy ¢ # 07 A fenti levezetés melyik lépésénél lenne baj, ha ¢ = 0 lenne?)
(6) Ez specialis esete az el6zének.

(7) Aza =0 (mod my) és a = b (mod ms) kongruencidk azt jelentik, hogy mi,ms | a — b, vagyis a — b egy
kozos tobbszorose mq-nek és mo-nek. A legkisebb k6zos tobbszoros definicidja szerint ez azzal ekvivalens, hogy
a — b tobbszorose [mq,mal-nek, azaz [mq,ms] | @ — b. A kongruencia definicidja alapjan ez azt jelenti, hogy
a = b (mod [my,mz]). (Hasonléan lehet ,Gsszeolvasztani” ketténél tobb kongruenciat is, ha azok csak a
modulusaikban kiilénboznek.)

(8) Hajtsuk végre gondolatban az euklideszi algoritmust az (a,m) szampéarra. Az els6 lépésben a-t osztjuk m-mel
maradékosan; legyen a maradék r. A mésodik (és minden tovabbi) lépésben az a szam mar nem szerepel, csak m
és r. Ha a (b, m) szampérra hajtjuk végre az euklideszi algoritmust, akkor (a Tétel szerint) az els§ lépésben
megint r lesz a maradék, hiszen a = b (modm). Tehat a méasodik lépéstsl kezdve a két algoritmus megegyezik,
igy a végeredményiik is ugyanaz lesz: Inko(a, m) ~ Inko(b, m).

Egy maésik bizonyitas, az euklideszi algoritmus felhasznalasa nélkiil: Haa = b (mod m), akkor b = a+m¢t alkalmas
t egész szammal (miért?). Ebbol latszik, hogy ha k egy tetszsleges kozos osztdja a-nak és m-nek, akkor k osztoja b-
nek is (ugye?) és igy kozos osztoja b-nek és m-nek. Hasonloan belathato, hogy Vk € Z: k | bm = k| a,m, tehat
a és m koz0s 0szt61 ugyanazok, mint b és m kozos osztoi. Ebbdl pedig mar kovetkezik, hogy Inko(a, m) ~ Inko(b, m)
(miért?). O
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3.22. Megjegyzés. A fenti tételbeli (1)—(3) tulajdonsagok szerint a modulo m kongruencia ekvivalenciarelacié az egész
szamok halmazan. Itt az ekvivalenciaosztalyokat maradékosztdalyoknak nevezziik. Ezt a harom tulajdonsagot leve-
zethettiik volna a Allitasbol is, hiszen a Tétel szerint a modulo m kongruenciarelacié6 nem méas, mint annak a
leképezésnek a magja, ami minden egész szdmhoz az m-mel adott osztasi maradékat rendeli.

3.23. Példa. A 10 = —1 (mod 11) kongruenciat énmagéval k-szor megszorozva (a[3.21] Tételben szerepld (4) tulajdonsag
szorzasra vonatkozo6 részét alkalmazva) azt kapjuk, hogy 10¥ = (—1)* (mod 11) minden k € Ny esetén. Ebbdl, ismét a
(4)-es tulajdonsagot hasznalva (most mar nemcsak a szorzasra, hanem az Gsszeadéasra vonatkozo részt is) levezethetjiik a
11-gyel valo oszthatosig szabalyéat:

@, agaiag = ag +10-a; +10* - ag + -+ + 10" - a,
ag+ (=1)-a1 + (=1)* rag + -+ (=1)" - ay,
=ap—ay+az—---ta, (mod 11).

Linearis kongruenciak és multiplikativ inverzek

3.24. Definicié. Linedris kongruencidnak nevezzik az ax =b (mod m) alakua ,egyenletet” , ahol a, b, m adott egész
szamok, és az x ismeretlent is az egész szamok korében keressiik.

3.25. Példa. Oldjuk meg a 62 = 15 (mod 9) linearis kongruenciat. A kongruencia definicioja Definicio) szerint
6x =15 (mod 9) < 9| 6x — 15. Ez az oszthatosag pedig azt jelenti, hogy 6z — 15 = 9y alkalmas y egész szdmmal. A
kongruenciat tehat sikeriilt atfogalmaznunk a 6x — 9y = 15 diofantoszi egyenletté. Ezt mar korabban megoldottuk (lasd
a Példat): azt kaptuk, hogy az altalanos megoldéas x; = —5—3t (t € Z). (Most csak az z-re vonatkozo részt irtuk fel
az altalanos megoldasbol, mert y-ra nincs sziikségiink.) Tehat x akkor és csak akkor megoldasa a kongruencianknak, ha
elgall —5 — 3t alakban alkalmas t egész szammal. Ez pedig pontosan akkor teljesiil, ha 3|z — (=5), azaz £ = —5 (mod 3)
(ugye?). Mivel =5 =1 (mod 3), a megoldast igy is felirhatjuk: 2 =1 (mod 3).

3.26. Teétel. Tekintsiik tetszbleges adott a,b,m (m > 2) egész szamok esetén az ar = b (mod m) linearis kongruenciat.
(i) A kongruencidnak akkor és csak akkor van megoldéasa, ha Inko(a, m) | b.

(ii) Ha van megoldas, akkor egyetlen megoldas van modulo m

(iii) Az eredeti m modulusra vonatkozoan Inko(a, m) kiilénb6z megoldas van. Ha xy egy megoldas, akkor az altalanos
megoldas:

x=x0+t- (modm) (t=0,1,...,lnko(a,m) —1).

Inko(a, m)

linearis diofantoszi egyenletté:
ar=b (mod m) <= m|ar—b < Iy €Z:ar—b=my < Ty Z:ax—my=>o.

Tehat x akkor és csak akkor megoldasa a linearis kongruencianknak, ha van olyan y egész szam, amelyre (z,y) megoldasa
az ax — my = b diofantoszi egyenletnek. Igy nincs mas dolgunk, mint alkalmazni erre az egyenletre a Tételt. A
képleteket egyszeriibb lesz felirni, ha bevezetjik a d = Inko(a,m) jelolést.

(i) Az ax — my = b diofantoszi egyenletnek akkor és csak akkor van megoldasa, ha d | b.

(ii) Ha (zo,y0) egy megoldasa az egyenletnek, akkor az altalanos megoldéas (csak az z-re vonatkozd formulat irjuk
fel, mert y-ra nincs sziikségiink): x; = xo + % -t (¢ € Z). A linearis kongruenciank megoldashalmaza tehét
M = {:vo +otite Z}, ez pedig szemlatomést egy modulo %7 maradékosztaly.

(iii) Lattuk, hogy a megoldasok mind ugyanazt a maradékot adjak modulo %; most nézziik meg, hogy a ¢ paraméter
kiilénb6z6 értékeire hanyféle maradékot kaphatunk modulo m. Tekintsiink két tetszéleges t1,ts € Z értéket, és
vizsgaljuk meg, hogy mikor lesz z;, és z;, kongruens egymassal modulo m:

m m
Ty, = x, (mod m) < xo+ i “t =20+ i -ty (modm)
m m
<—— — i1 = — -ty (modm
g =gl )

m
< t; =t2 (mod

Inko(m, %))

= 1 =1ty (HlOd %)
d
< t; =12 (mod d).

Tehat két megoldas akkor és csak akkor kongruens egymassal modulo m, ha a felirdsukban szerepls ¢ paraméterek
kongruensek modulo d. Ezért a megoldasok annyiféle maradékot ,tudnak” adni m-mel osztva, ahanyféle maradékot
egy tetszGleges t egész szam adhat d-vel osztva. Utobbira nyilvan d lehet&ség van, és minden lehetséges maradékot
megkapunk, ha a ¢t paramétert 0-t6l (d — 1)-ig futtatjuk. Tehat az ax = b (mod m) linearis kongruencia altalanos
megoldasa: x = z; (modm) (¢t =0,1,...,d — 1), és éppen ezt kellett igazolnunk. O
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3.27. Példa. A Példaban szereplé kongruenciat megoldhatjuk tisztan ,kongruencias” szamolassal, diofantoszi egyen-
letre valo atiras nélkiil is (ellendrizziik, hogy minden lépésben ekvivalens atalakitast végziink!):

6z =15 (mod 9)
6x =6 (mod 9) (mert 15 =6 (mod 9))
z =1 (mod 3) (lasd a Tételbeli (5) tulajdonsagot)

Tehat a kongruencia megoldésai a 3t + 1 (¢t € Z) alaka szamok. Ezek 9-cel osztva haromféle maradékot adhatnak: 1-et,
4-et vagy 7-et, ezért az eredeti modulus szerint harom megoldéasa van a kongruencianknak: = 1,4,7 (mod 9).

3.28. Definicio. Az a és b egész szamok egyméas multiplikativ inverzei modulo m, ha ab=1 (mod m).
Jeldlés. Ha nem fenyeget a félreértés veszélye, akkor az a egész szam mod m multiplikativ inverzét a~!-gyel jeldljiik.

3.29. Teétel. Az a egész szamnak akkor és csak akkor van multiplikativ inverze modulo m, ha a L m. Ilyenkor a
multiplikativ inverz mod m egyértelmiien meghatarozott.

Bizonyitds. Ez gyakorlatilag specialis esete az Tételnek: amikor a modulo m multiplikativ inverzét keressiik, akkor
az ax = 1 (mod m) linearis kongruenciat kell megoldanunk. Az Tétel szerint ennek akkor és csak akkor van
megoldasa, ha Inko(a,m) | 1, vagyis, ha a L m. Ha ez teljesiil, akkor a megoldasok Inko(a, m)-féle maradékot adnak
m-mel osztva. Mivel Inko(a,m) = 1, ez azt jelenti, hogy modulo m egyetlen megoldas van. O

3.30. Példa. A multiplikativ inverz egy linearis kongruencia megoldasaként kaphaté meg. Masrészt, a multiplikativ inverz
segithet linearis kongruencidk megoldasaban is. Példaul a 3z =1 (mod 7) linearis kongruenciat megoldva azt kapjuk,
hogy 3 multiplikativ inverze 5 modulo 7 (ugye?). Ha ezt mar tudjuk, akkor kénnyen megoldhatjuk pl. a 3z =4 (mod 7)
linearis kongruenciat agy, hogy mindkét oldalt beszorozzuk 5-tel (miért lesz ez ekvivalens atalakitas?): 152 = 20 (mod 7).
Ez a kongruencia mar ,,meg van oldva”, hiszen 15 =1 (mod 7) miatt a bal oldalon csak 1.z all: z =6 (mod 7).

Linearis kongruenciarendszerek

3.31. Definicié. Adott a;,b;,n; (i =1,...,k) egész szamok esetén az alabbi .egyenletrendszert” linedris kongruenci-
arendszernek nevezzik (az x ismeretlent is természetesen az egész szamok korében keressiik):

arx =b; (mod nq)

arx = by (mod ny)

3.32. Megjegyzés. A Tétel segitségével a kongruenciarendszerbeli kongruencidkat kiilon-kiilon megoldhatjuk (ha
van megoldasuk), és igy a kongruenciarendszert a kovetkezs alakra hozhatjuk:

x=c; (mod my)

(%)

x =¢, (mod my)

3.33. Példa. Oldjuk meg az alabbi linearis kongruenciarendszert:

x=7 (mod 6)
x =22 (mod 9)

Fogalmazzuk 4t mindkét kongruenciat oszthatosagra, majd ,milyen alakta szam x” tipusu allitasra:

x=7 (mod 6) < 6|z—-7 < FyecZ:xz=06y+7T;
=22 (mod 9) <= 9|2 —22 < Fz€Z:xz=9z+22

Az z-re kapott két kifejezést egyenlévé téve a 6y + 7 = 9z 4 22 diofantoszi egyenletet kaptuk, Ez lényegében ugyanaz,
mint a Példaban megoldott egyenlet, a megoldéasa tehat y =4+ 3t, z = 1+ 2t (¢t € Z). Ebbdl kifejezhetjik z-et:
r=06y+7=06-(443t)+7 = 18t + 31 (ugyanezt megkaphattuk volna z-bdl is). Tehat a kongruenciarendszer megoldésai
az x = 18t + 31 (¢t € Z) alaku szamok, vagyis = akkor és csak akkor megoldas, ha x = 31 (mod 18) (ugye?). Mivel
31 =13 (mod 18), a megoldast igy is felirhatjuk = 13 (mod 18).

3.34. Teétel. A line4ris kongruenciarendszernek k = 2 esetén pontosan akkor van megoldéasa, ha Inko(my, ma) | ¢1 —ca.
Ha van megoldas, akkor a megoldasok egyetlen maradékosztalyt alkotnak modulo [mq,ms], vagyis az altalanos megoldas
ilyen alaka: z =s (mod [mq,ma)).
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Bizonyitds. Mindkét kongruenciat atfogalmazzuk a kongruenciarelacio és az oszthatosagi relacio definicidja alapjan:
x=c (mod my) < my|z—c1 < Jy €Z: x =y1m + c;
x=cy (mod mg) <= mo |z —cy < Jys € Z: & = yama + Ca.
Tehat a kongruenciarendszeriinknek akkor és csak akkor van megoldéasa, ha 1éteznek olyan y1, yo egész szdmok, amelyekre
yimi + ¢1 = yamg + ¢ (ekkor = yym; + ¢; megoldasa a kongruenciarendszernek). Atrendezve, azt kapjuk, hogy
y1my — Yyamo = co — c1. Ennek a kétismeretlenes diofantoszi egyenletnek a @ Tétel szerint akkor és csak akkor van
megoldasa, ha lnko(mq, ma) | c2 — ¢1, tehat ez a kongruenciarendszer megoldhatosaganak feltétele. A tétel masodik

allitasa megkaphato a diofantoszi egyenlet éltaldnos megoldésanak felirasaval, de rogton kovetkezik a A Tételben
szerepld (7) tulajdonsaghdl is. O

3.35. Tétel. Ha a linearis kongruenciarendszernek van megoldasa, akkor megoldasai egyetlen modulo [my, ..., my]
maradékosztalyt alkotnak.

Bizonyitds. Tth. s egy megoldasa a kongruenciarendszernek. Ekkor minden i € {1,...,k} esetén az z = ¢; (modm;)
kongruencia ekvivalens az @ = s (modm;) kongruenciaval, hiszen s = ¢; (mod m;) (ugye?). Tehat a kongruencia-

rendszer ekvivalens a kovetkezgvel:
x=s (mod mq)

x=s (mod my)
A Tételben szerepls (7) tulajdonsag alapjan ez a kongruenciarendszer ekvivalens az x = s (mod[my,...,mg])
kongruenciaval, amelynek megoldashalmaza nyilvan egyetlen mod[my, ..., my] maradékosztaly. ([

3.36. Teétel. A linearis kongruenciarendszernek akkor és csak akkor van megoldésa, ha barmely két kongruencidbol
allo részrendszerének van megoldasa, azaz Vi,j : Inko(m,;,m;) | ¢; — ¢;. Specidlisan, paronként relativ prim modulusok
esetén mindig van megoldas.

Bizonyitds. A feltétel sziikségessége nyilvanvald (ugye?), az elegenddség viszont egyaltalan nem az, de nem bizonyitjuk
be. (]

3.37. Tetel (kinai maradéktétel). Ha a kongruenciarendszerben a modulusok paronként relativ primek (azaz ¢ # j
esetén Inko(m;,m;) = 1), akkor mindig van megoldas, és a megoldas megkaphato a kiovetkez6 modon. Tekintsiik azt a
kongruenciarendszert, amelyet gy kapunk —b()l, hogy az i-edik sorban a jobb oldalra 1-et irunk, a tébbi sorban pedig

0-t:
z = 0 (mod my)

r =1 (mod my) (%;)

z =0 (mod my)
Ennek a kongruenciarendszernek van megoldasa; jelolje e; egy tetsz6leges megoldéasat (i = 1,..., k). Ekkor az eredeti ()
kongruenciarendszer altalanos megoldésa:

T =creq + -+ cger (mod my - my).
Bizonyitds. Az m; modulusok paronként relativ primek, ezért a legkisebb kozos tobbszorosiik [my, ..., mg] =my-...-my.
Legyen M; az i-edik modulust kivéve a t&bbiek legkisebb k6z0s tobbszorose: M; :=muq «...my;—1 - Mip1 - ... - M. A
kongruenciarendszer ekvivalens az alabbival (miért?):
x=0 (mod M;)
z=1 (mod my)
Mivel M; L m;, a Tétel szerint ennek a kongruenciarendszernek van megoldasa (miért?). Ha e; egy megoldas, akkor
alapjan e; =1 (mod m;), és minden j # i esetén e; = 0 (mod m;) (ugye?). Az e; szamoknak ezt a tulajdonsagat
felhasznalva ellenérizziik, hogy az s := c1e; + - - - + cpep szdm megoldasa a kongruenciarendszernek:
s=ce +---+c-16-1+cie; + Ciyi1€i41 + -+ Creg
=c-04+-+¢-1-0+¢-14+¢41-04+--+ck-0=¢; (mod m;).

Tehat s kielégiti az i-edik kongruenciat minden i-re, azaz megoldasa a kongruenciarendszernek. A [3.35]. Tétel szerint a
kongruenciarendszer altalanos megoldasa x = s (mod [my,...,mg]), és épp ezt kellett igazolnunk. (]

3.38. Példa. Oldjuk meg a kinai maradéktétel segitségével az alabbi paraméteres kongruenciarendszert.

x = ¢; (mod 3)
x = co (mod 4)
x = ¢z (mod 5)
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Irjuk fel a harom segéd-kongruenciarendszert:

x = 1 (mod 3) x = 0 (mod 3) x = 0 (mod 3)

x = 0 (mod 4) z = 1 (mod 4) x = 0 (mod 4)

x = 0 (mod 5) x = 0 (mod 5) z = 1 (mod 5)
Mindegyikben a két 0 jobb oldala kongruenciat ,0sszeolvasztjuk” egyetlen kongruenciava:

x = 0 (mod 20) x = 0 (mod 15) z = 0 (mod 12)

x = 1 (mod 3) x = 1 (mod 4) x = (mod 5)

A segéd-kongruenciarendszerek megoldésai:

x = 40 (mod 60) ‘ x = 45 (mod 60) ‘ z = 36 (mod 60)

Legyen tehat e; = 40, ey = 45, e3 = 36, és igy az eredeti kongruenciarendszer megoldéasa:

x=40-¢; +45-c2+ 36 - c3 (mod 60).

Maradékosztalyok

3.39. Definicié. Egy a egész szam modulo m maradékosztalyan az a = {b €Z:a=0b (mod m)} halmazt értjiik
(vagyis az a elemnek a modulo m kongruenciarelacio szerinti ekvivalenciaosztalyat).

3.40. Megjegyzés. Az a jelolés nem utal a modulusra, de a szévegkornyezetbsl mindig vildgosnak kell lennie, hogy mi a
modulus. A definiciobdl (vagy a Allitasbol) lathato, hogy tetszdleges a,b € Z esetén @ =b <= a =05 (mod m).

Jeldlés. A modulo m maradékosztalyok halmazat Z, jeloli. Tehat Z,, = {@:a € Z} = {0,1,...,m —1}.
3.41. Példa. A modulo 3 maradékosztalyok:
0=1{...,—3,0,3,6,...} = {3k : k € Z},
T={.,-21,47..}={3k+1:keZ),
2={..,-1,2,58,..} ={3k+2: ke Z}.

3.42. Definicié. Modulo m teljes maradékrendszernek nevezziik egész szamok egy olyan rendszerét, amely minden
mod m maradékosztalybol pontosan egy elemet tartalmaz. Tehat cq,...,c,, akkor és csak akkor teljes maradékrendszer
modulo m, ha {a, e ,@} =T

3.43. Példa. A  standard” modulo 3 teljes maradékrendszer 0, 1,2. Ezen kiviil van még (végtelen) sok teljes maradék-
rendszer, példaul 2021,2022,2023 és 239, —584, 729 is teljes maradékrendszerek modulo 3 (ugye?).

3.44. Allitas. Ha a ci,...,c, egész szamok teljes maradékrendszert alkotnak modulo m, és a,b € Z,a L m, akkor
acy +b,...,ac, + b is teljes maradékrendszer modulo m.
Bizonyitds. Tth. ¢y, ..., ¢y, teljes maradékrendszer modulo m, és nézziik meg, hogy az acy +0b, ..., acy, + b szamok kozott

vannak-e olyanok, amelyek kongruensek egymassal modulo m (a szdmolas soran a kongruenciarelacio Tételben
felsorolt tulajdonsagait hasznaljuk):

ac; +b=ac; +b (mod m) <= ac; = ac; (mod m) <= ¢; = ¢; (modm).

(Vegyiik észre, hogy az utolsé lépésben kihasznaltuk azt, hogy a L m.) Tudjuk, hogy ¢i,..., ¢, paronként inkongru-
ensek modulo m, igy ¢; = ¢; (mod m) csak i = j esetén lehetséges. Ez pedig a fenti szamoléas alapjan azt jelenti,
hogy az aci + b, ..., ac, + b szamok is paronként inkongruensek modulo m, vagyis minden maradékosztalybol legfeljebb
egy elem szerepelhet kozottik. Mivel a maradékosztalyok szama is éppen m, a skatulya-elvbdl adédik, hogy minden
maradékosztalybol fel is 1ép egy szam. Ezzel belattuk, hogy aci +0,...,ac,, + b teljes maradékrendszer modulo m. 0O

3.45. Definicié. A modulo m maradékosztalyok halmazén értelmezziik az Osszeadést és a szorzast a kovetkezSképpen:
tetszéleges a,b € Z esetén legyen a b=a+b, a®b=a-b.

3.46. Tétel. A fenti mtveletek joldefinialtak, azaz maradékosztalyok Osszege (szorzata) nem fiigg attol, hogy az egyes
maradékosztalyokbol melyik szamot valasztjuk reprezentansnak. Ezekkel a miiveletekkel Z,, kommutativ egységelemes
gy(rit alkot (modulo m maradékosztaly-gyird).

Bizonyitds. Az @ és b maradékosztalyok Osszege a fenti definicié szerint @ @ b = a + b. Vegyiink az @ maradékosztalybol
egy maésik elemet, legyen ez a;. Az, hogy a és a; ugyanabba a modulo m maradékosztalyba tartoznak, azt jelenti, hogy
a=a; (mod m). Hasonléan, vegyiink egy b; € b szamot; ekkor b = b; (modm). Ismét a Definiciot hasznalva, azt
kapjuk, hogy @1 ® by = a; + b;. Node itt ugyanazt a két maradékosztalyt adtuk ssze mint az elébb (hiszen @ = @y és
b = by ), tehat nagy baj lenne, ha az eredmény mas lenne! (Ekkor azt mondanank, hogy @ nem joldefinialt a Z,, halmazon.)
Szerencsére nincs baj: a kongruencia Tételbeli (4)-es tulajdonsaga szerint @ = a; (modm) és b = by (mod m)
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maga utin vonja, hogy a + b = a; + by (modm). Ez azt jelenti, hogy a + b = a; + by, vagyis két maradékosztaly dsszege
nem fiigg attol, hogy mely elemeikkel reprezentaljuk ket a szamolas soran (a @ mitivelet joldefinialt a Z,, halmazon).
Hasonl6an lehet belatni, hogy © is joldefinialt miivelet a modulo m maradékosztalyok halmazan, igy tehat van értelme a
(Zpn; ®, ®) algebrai struktararol beszélni.

Azt allitjuk, hogy ez a struktira egy kommutativ egységelemes gytiri. Ehhez sok mindent kell ellenérizni, csak az
egyik legosszetettebbet, a disztributivitast részletezziik (a tobbi HF!). A (bal oldali) disztributivitashoz azt kell belatni,
hogy minden @, b, ¢ € Z,, esetén a® (b®¢) = (a®©b) ® (@®¢). Induljunk ki a bal oldalbél, és alkalmazzuk a Definiciot
elsbb az sszeadéasra, majd a szorzasra: a® (b@¢) =a®b+c = a-(b+c). Itt a ,yonas” alatt mar egész szamokon
végezziik a miveleteket (nem pedig maradékosztalyokon), azt pedig tudjuk, hogy az egész szamok korében teljesiil a
disztributivitas: a- (b4 c¢) = (a-b) + (a - ¢). Most ,yvisszafel¢” alkalmazzuk a Definiciot elébb az sszeadasra, majd
a szorzasra: (a-b)+(a-c) =a-b®a-¢c= (@Ob) @ (a®¢c). Ezzel belattuk, hogy a ® miivelet (balrol) disztributiv

hasonloan vissza lehet vezetni a (Z; +, -) gytrd megfelels tulajdonsagaira. (I

3.47. Megjegyzés. A @ és O jeloléseket csak ideiglenesen, a fenti bizonyitas erejéig hasznaltuk, hogy meg tudjuk
kiilénboztetni Z,,, miiveleteit Z miiveleteitsl. Ezentul elhagyjuk a ,karikakat”, de a szévegkornyezetbdl mindig vilagosnak
kell lennie, hogy +, illetve - éppen az egész szamok, vagy pedig a modulo m maradékosztalyok Gsszeadasat, illetve szorzasat
jeloli-e.

3.48. Példa. Ime Z, Gsszeado- és szorzotablaja:

+(0 1 2 3 N 12 3
00 1 2 3 00 0 0 0
111 2 3 0 1/0 1 2 3
212 3 0 1 210 2 0 2
3|3 N 1|2 SN 3 2 1

3.49. Példa. A Zy; maradékosztaly-gytirtiben 12 +17=29=38, 12—-17=-5=16 és 9-5=
3.50. Definici6. Azt mondjuk, hogy az @,b € Z,, maradékosztalyok egymas multiplikativ inverzei, h
Jelélés. Az @ € Z,, maradékosztaly multiplikativ inverzét @~ ! jeldli.

3.51. Példa. A Z,; maradékosztaly-gytriiben 4 inverzének meghatéarozasahoz meg kell oldanunk a 4z =1 (mod 21)
kongruenciat. A megoldas x = 16 (mod 21), tehat Zai-ben 7' =T6.

3.52. Tétel. Az a € Z,, maradékosztalynak akkor és csak akkor van multiplikativ inverze, ha ¢ L m. Ilyenkor a
multiplikativ inverz egyértelmiien meghatéarozott.

Bizonyitds. Ez csak atfogalmazasa a[3.29] Tételnek. O

3.53. Megjegyzés. A Tételbeli utolsé allitds szerint van értelme egy mod m maradékosztaly és az m modulus
legnagyobb kozos osztojarol beszélni (hiszen nem fiigg a reprezenténs valasztasatol). Amint a fenti tételbdl is lathato,
fontos szerepet jatszanak azok a maradékosztalyok, amelyek relativ primek a modulushoz, ezért erre kiilon elnevezést és
jelolést vezetiink be.

3.54. Definicié. Az a € Z,, maradékosztalyt redukdlt maradékosztdlynak hivjuk, ha Inko(a, m) ~ 1.

Jeldlés. A modm redukalt maradékosztalyok halmazat Z7, jeloli. Tehat ZF, = {a € Z,, : a L m}.

3.56. Kovetkezmény. A Z,, maradékosztaly-gyitirii akkor és csak akkor test, ha m primszam.

Bizonyitds. A ,csak akkor” rész igazolasahoz tfh. m Osszetett szam, vagyis van nemtrivialis faktorizaciéja: m = a- b, ahol
1 < a,b < m. Ekkor se a se b nem oszthaté m-mel, azaz @, b # 0, viszont @-b = ab = m = 0 (ugye?). Ez azt jelenti, hogy
@ és b zérusosztok Z,,-ben, tehat Z,, nem test (s6t még csak nem is integritastartomany).

Az ,akkor” rész bizonyitasahoz tfth. m primszam. Tudjuk, hogy Z,, kommutativ egységelemes gytrt Tétel),
tovabba |Z,,| = m > 2. Tehat a test definici6jabol ;majdnem minden” teljesiil Z,,-re, csak azt kell még belatnunk, hogy
minden nemnulla elemének van multiplikativ inverze. Tekintstink tehat egy tetszbleges @ € Z,, \ {6} elemet. Ekkor
m 1 a (miért?), és ebbdl kovetkezik, hogy a L m (miért?). A Tétel szerint a-nak van multiplikativ inverze, és ezzel
belattuk, hogy Z,, test. O
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3.57. Tétel (Wilson tétele). Ha p primszam, akkor (p — 1)! = —1 (mod p).

Bizonyitds. Fogalmazzuk at az allitAst maradékosztalyokra: ha p prim, akkor az 1-...-p — 1 = —1 egyenlSség teljesiil
Zp-ben. Mivel p prim, a Z, \ {0} = {T, N 1} halmaz minden elemének van multiplikativ inverze, és az inverz is

megtalalhazo ebben a halmazban (miért?). Ez lehetové teszi, hogy parokba rendezziik a tényezSket: @ és b egy part alkot,
ha egymas inverzei, azaz @ - b = 1. Megtdrténhet azonban, hogy egy maradékosztalynak sajat maga lesz a parja; nézziik
meg, hogy mikor fordul ez el6 (minden lépéshez tessék odaképzelni egy ,miért?” kérdést):

@ sajat maganak a parja <= @-a=1 <= a’>=1 (mod p)
— pla*—1=(a—1(a+1) < pla—1vagyp|la+1
< a=1 (mod p) vagy a=—1 (mod p) <= a=1vagya=p— 1.
Tehat csak 1 és p— 1 lesz sajat magénak a péarja. Rendezziik at gy a szorzatot (felhasznalva a maradékosztalyok
szorzasanak asszociativitasit és kommutativitasat; lasd a Tételt), hogy minden tényezs a péarja mellé keriiljon:
Tecooop—1=1-(_ )-...-(__)-p—1.

Itt minden zardjelen beliil a két tényezs szorzata 1, tehat a végeredmény p — 1 = —1, és ezt kellett bizonyitanunk. O

Az Euler-féle ¢ fiiggvény

3.58. Definicié. Jeloljiikk ¢(n)-nel az n-nél nem nagyobb természetes szamok koziil azoknak a szamat, amelyek n-hez
relativ primek:

pn)=Ha:1<a<nésaln}.
Az igy kapott fliggvényt Euler-féle ¢ fiiggvénynek nevezziik. Ha megallapodunk abban, hogy Z; egyelemd halmaz,
akkor tomorebben is megfogalmazhatjuk a definiciot:

o:N—=N n—|Z].
3.59. Példa. Szamitsuk ki kézvetleniil a definicié alapjan ¢ néhany értékét:
(a) »(6) IZ* {1,5}] = 2;
(b) ©(7) = \—|{T§§Z§6}]76
(c) ©(8) = IZS = {1,357} =4
(d) p(1024) = |Z% 94| = ]{T 3,5,...,1023}| = 1024/2 = 512;
(e) ¢(81) =|Z%| = |{1,2,4,5,...,79,80}| = 81 — 81/3 = 54.

3.60. Allitas. TetszGleges p prim és o pozitiv egész kitevs esetén
_ _ 1
p®) =p* —p* Tt =p*Hp—1) =p- (1 - ];)-

Bizonyitds. Az {1,...,p*} halmaz minden p-edik eleme oszthato p-vel (ezek szama p , a tobbiek viszont relativ primek
p®-hoz (ugye?). Igy tehat p(p®) = p® — p*~ L. O

afl)

3.61. Tétel. Legyen az n természetes szam primhatvanytényezss felbontasa n = Hf;l p;t. Ekkor
k

k
m=n-T[0= ) =TT6f =) Hpa’_l 1),
i=1

=1

Bizonyitds. Legyen U = {1,...,n} és A; = {a €U :p;|a} minden ¢ = 1,...,k esetén. Ekkor az U halmaz azon
elemei, amelyek relativ primek n-hez, éppen az Ay U --- U Ay halmaz komplementerét alkotjak (ugye?), tehat ¢(n) =
‘Al U---u Ak|. Ezt a szita-formula segitségével szamithatjuk ki:

() =AU U4 = U= > [Aul+ > [Aandpl- D [Aiy 0 Aiy N Ay [+ (=DF AN -0 Ay
1<i <k 1<iy <ia<k 1<iy <iz<iz<k
Ugyanezt felirhatjuk egyetlen szummaban is:

=AU UAl= ) (1A, n-nAg .

0<s<k
1<i; < <is<k

(Itt s = 0 esetén nulla db halmazt metsziink; ennek eredménye U. Ez hasonldé megéllapodas, mint az, hogy az iires
Osszeg értéke 0, az iires szorzaté pedig 1. Gondoljuk meg, hogy miért értelmes az iires uniét -nak, az iires metszetet
pedig U-nak definialni.) Ki kell tehat szamitanunk tetszéleges 1 < i3 < -+ < i < k indexek esetén az A;, N---N A;,
metszet elemszamat. Ez a halmaz azokbol az a € U szamokbdl all, amelyek oszthatoak p;,, ..., p;, mindegyikével, ami
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azzal ekvivalens, hogy p;, ... p;, | a (miért?). Ilyen a szambol pedig # van az U halmazban (ugye?). Ezt
P

i,
behelyettesitve a szita-formuléba, azt kapjuk, hogy

_ n
pn)=[A4 0 UAl= > (-1))——.
0<s<k Piy = .- Pig
1<in < <is<k

Egy kicsit részletesebben kifrva:

pn) =40 UA]=n— Y 4+ S S S "

1<iy <k Di,y 1<i1 <in<k Diy * Piy 1<i1 <in<iz<k Diy = Piy " Pis Piy - Piy

cp(n):no<1fpil)~...o<lfpik),

és ezzel meg is kaptuk a tételbeli els§ alakot ¢(n)-re. (Ez a szorzatta alakitas talan nem vilagos els6 latasra. Kénnyebb

Ezt {igyesen szorzatta alakitjuk:

,visszafelé” megérteni: bontsuk fel a zarojeleket az (1 — p%) (1= pik) szorzatban, és gy6zédjiink meg rola, hogy
éppen a fenti 6sszeget kapjuk. (Hany tagja van az osszegnek?) Célszert lehet elGszor a k = 2,3 esetekben felirni ezt a
zérojelfelbontést.) 0
3.62. Példa. Az el6z6 tétel bizonyitasanak vazlata k = 2, azaz n = p{* - p5? esetén:
U={1,...,n} U|=n
Ai={a€U:p|a} [Ar|= 2
As={a€U:py|a} |A2|:p£2
AiNnAy={acU:pps|a} |[A1 M Az = 2

_ n n n 1 1
go(n):|A1UA2’:|U|—|A1\—|A2|+\A10A2\:n—p—l—p—Q—i—plm :n-(l——)~(1——)

3.63. Teétel. Ha m | n, akkor az alabbi £ leképezés bijektiv:
& Lnn — Loy X Ly, T (2, 7).

Bizonyitds. Egyszerre harom kiilonb6z6 modulus szerint kell maradékosztalyokat tekinteniink, ezért harom kiillénb6zd
jelolést hasznalunk: az x egész szamot tartalmazé modulo mn maradékosztalyt = jeloli, az x-et tartalmazé modulo m
maradékosztalyt T, az z-et tartalmaz6 modulo n maradékosztalyt pedig T fogja jelolni. Elészor vizsgaljuk meg, hogy a &£
leképezés joldefinialt-e egyaltalan. Ha T = T3, akkor 21 = 25 (mod mn), ezért ©1 = z2 (mod m) és x1 = x2 (mod n)
is teljesiil (miért?). Ez pedig azt jelenti, hogy 77 = T3 és T1 = =3, tehat (z1,71) = (T2, x2), vagyis £ joldefinialt.

Tth. m L n és keressiik meg egy tetszGleges (a, b) € L X Ly, elempar Osszes Gsét a € leképezés mellett. Tehat az Gsszes

olyan x egész szamot (pontosabban ezek modulo mn maradékosztélyait) keressiik, amelyre (Z,7) = (Zi, b) teljesiil. Ez

azzal ekvivalens, hogy T =@ és T = b, amit pedig atirhatunk kongruenciarendszerré: z = a (mod m) és z =b (mod n)
(miért?). A kinai maradéktétel szerint ennek a kongruenciarendszernek van megoldésa, és a megoldasok egyetlen modulo

mn maradékosztalyt alkotnak. Ez pedig azt mutatja, hogy az (E, b) € Zym X Z, elemparnak pontosan egy Gsképe van a
Zimyn halmazban. Ezzel belattuk, hogy & valéban bijekcio. O

3.64. Kovetkezmeény. Tetszéleges m,n természetes szamok esetén m L n = ¢(mn) = o(m) - ¢(n).

Bizonyitds. Tekintsiik a Tételben szerepls &: Zimn — Loy, X L, T — (T, T) bijekciot. Szoritsuk meg ezt a leképezést
a redukalt modulo mn maradékosztalyokra. Egy a egész szam akkor és csak akkor relativ prim mn-hez, ha a relativ prim
m-hez is és n-hez is (miért?) Tehat minden @ € Z,,, esetén a € Z*, <= £(a) € ZF, x ZF (ugye?). Ezek szerint,
ha a £ leképezést megszoritjuk a Z;, . halmazra, akkor értékkészlete pont Zy, x Z; lesz. Igy tehat ¢ megszoritasa egy
7., — 7L, x 77 bijekciot szolgaltat (miért?), és eszerint a két halmaz elemszama egyenld:

<P(m”) = |Z:nn| = |an X Zm = ‘Z:n| ’ |Z:1| = @(m) : (p(n) u
3.65. Tétel. Legyen az n természetes szam primtényezds felbontésa n = pi™* - ... - pp*. Ekkor
p(n) =) o) = (7 =P ) - (R =T,

Bizonyitds. Ezt a tételt mar korabban bizonyitottuk (lasd a Tételt), most egy masik, révidebb bizonyitast adunk.
Egyszertien csak a Kovetkezmeényt kell tobbszor alkalmazni, felhasznalva, hogy a p;* szdmok paronként relativ
primek.

o(n) =@y - po* ... pp*) = ePi") - e(pa® - p5° ... - pp*)
= @(p") - o(p3?) - o(p3® - pi* ... PR*)
= (@) - p(3?) - 9(5?) - p(P3* ... - PR")
= (1) - e5?) - p(03°) - e(PF*) - - - p(PR*). O
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3.66. Példa. Szamitsuk ki a tanult képlet vagy Tétel) alapjan ¢ néhany értékét:
(a) ©(1000) = (23 - 53) = p(23) - (5%) = (23 — 22) - (53 — 52) = 4 - 100 = 400;
(b) ©(360) = (2% 32 5) = p(2%) - p(3%) - p(5) = (2° = 22) - (32 = 3) - (5~ 1) =46 - 4 = 96;
(c) ©(2021) = p(43 - 47) = p(43) - p(47) = (43 — 1) - (47 — 1) = 42 - 46 = 1932.

3.67. Allitas. Minden n természetes szam esetén, a primitiv n-edik egységgyokok szama ¢(n).
Bizonyitds. Az n-edik egységgyokok eg, . .., e,—_1, ahol e, = cos %T’T +4sin %Tﬂ %Tﬂ Nézziik meg, hogy mely ¢ pozitiv

egészekre teljestiil, hogy Ei =1 (e, akkor és csak akkor primitiv n-edik egységgyok, ha a legkisebb ilyen ,,jo” kitevs n):

= cis

efi=1<+= (cisZT) =1 <« cisZr =1 (miért?)

n

= n| k¢ (miért?)

<~ m | / (mlért7)
Tehéat m tObbszorosei lesznek a jo kitevok ex-hoz, ezek koziil a legkisebb (pozitiv) nyilvan maga m Ez azt
jelenti, hogy &), akkor és csak akkor primitiv n-edik egységgyok, ha Inko(n, k) ~ 1. Vagyis a primitiv n-edik egységgyokok
halmaza {e: 0 <k <n—1és k L n}, ennek a halmaznak pedig éppen ¢(n) eleme van (ugye?). O

Hatvanyozas modulo m

3.68. Definici6. Ha a és m relativ primek, akkor tetszéleges k € N esetén értelmezziik az =" negativ kitevsji hatvanyt
modulo m: legyen a =% = (ak)f1 (mod m). Hasonloképpen @ € Z;, esetén legyen (@)% = (Ek)fl.

3.69. Megjegyzés. Meg lehet mutatni, hogy a hatvinyozas szokasos azonosségai érvényben maradnak az egész kitevis
modulo m hatvanyozas fenti értelmezése mellett.

3.70. Definicié. Modulo m redukdlt maradékrendszernek nevezzik egész szamok egy olyan rendszerét, amely min-
den modm redukalt maradékosztalybol pontosan egy elemet tartalmaz. Tehat cq,...,c, akkor és csak akkor redukalt
maradékrendszer modulo m, ha {c1, ..., } = ZF,. (Itt persze sziikségképpen k = |Z7,| = p(m).)

3.71. Lemma. Ha a | m, akkor az a: Z}, — Z,, T — @ - T leképezés bijekcio.

. s T —a T (ugye?), és ebbdl kdvetkezik,

hogy a bijektiv. O

Bizonyitds. Kénnyen ellendrizhetd, hogy az o leképezés inverze a~1: Z* — 7

3.72. Megjegyzés. A Lemma maradékrendszerekkel a kovetkezéképpen fogalmazhato meg: ha a ¢y, ..., cyim) egész
szamok redukalt maradékrendszert alkotnak modulo m, é¢s a € Z,a L m, akkor acy, ..., acy(my) is redukalt maradékrend-
szer modulo m.

3.73. Tétel (Euler—Fermat-tétel). Ha az a egész szam relativ prim az m modulushoz, akkor a¥(™ =1 (modm).

Bizonyitds. Legyen ci,...,Cu(m) egy tetszbleges redukalt maradékrendszer modulo m, azaz {a, e ,W} = Z;,. Ha
a 1L m, akkor a . Lemma szerint {Tq, e ,W} = Zy,. Ebb6l kovetkezik, hogy €1 - ... Coan) = aC1 - ... - ACu(m),
hiszen mindkét oldalon Z;, Osszes elemének szorzata all. Ezt az egyenlSséget kongruenciaval is megfogalmazhatjuk:
Cl*ev Cy(m) = ACL ... ACy(m) (mod m). Jelolje C a bal oldalon all6 szamot, és a jobb oldalon emeljiik ki az a-kat:
C =a?™ .C (mod m) (ugye?). Mivel C' L m (miért?), egyszertsithetiink C-vel (ugye?), és igy megkapjuk a bizonyitani
kivant 1 = a?™) (mod m) kongruenciat. O

3.74. Kovetkezmény (kis Fermat-tétel). Ha p primszam és a nem oszthato p-vel, akkor a?~1 = 1 (mod p). Mas
(ekvivalens) megfogalmazasban: Ha p primszam, akkor minden a egész szdmra a? = a (mod p).

Bizonyitds. Alkalmazzuk az Euler—Fermat-tételt az m = p esetben, ahol p primszam. Ekkor az a 1 m feltétel azt jelenti,
hogy p 1 a (miért?) és o(m) = ¢(p) = p — 1 (ugye?). Tehat ebben az esetben igy fest az Euler—Fermat-tétel: minden a
egész szamra pfa = aP~! =1 (mod p). Ha beszorzunk a-val, akkor az a? = a (mod p) kongruenciat kapjuk, ami
még akkor is igaz, ha p | a (miért?). O

3.75. Példa. Mit ad 11-gyel osztva maradékul 12375°? Mivel 123 = 2 (mod 11), a hatvany alapjat kicserélhetjiik
2-re: 12376 = 2755 (mod 11). Osszuk el a kitevst maradékosan o(11)-gyel (azaz 10-zel): 765 = 10-76 + 5. A
hatvanyt atalakitva és az Euler-Fermat-tételt hasznalva a kovetkezoképpen szamolhatunk (melyik lépésben hasznéljuk az
Euler—Fermat-tételt, és miért hasznalhatjuk egyaltalan?):

123795 = 2705 = 2107645 = (210)76. 95 = 176. 25 = 2° = 10 (mod 11).

3.76. Kovetkezmény. Ha a € Z relativ prim az m modulushoz, akkor

ki =ky (mod p(m)) = @ =a* (mod m).



ALGEBRA ES A SZAMELMELET 3 22

Bizonyitds. Tth. a L m és ky = ko (mod ¢(m)). Ekkor k1 = p(m) - t + ko alkalmas ¢ egész szammal (ugye?), tehat
aft = M)t = (a“"(m))t ca*? =1 a* = a* (modm) (miért?). O

3.77. Példa. Mit ad 44-gyel osztva maradékul 444720'8? Hogy hasznalhassuk az Euler-Fermat-tételt, meg kell gy6zsd-
niink réla, hogy a hatvany alapja és a modulus relativ prim. Ha el&szor az alapot redukaljuk modulo 44, akkor kénnyebb
dolgunk lesz: 44472018 = 32018 (mod 44), és az vilagos, hogy 3 L 20. Most szamitsuk ki az Euler-féle ¢ fiiggvény értékét
a modulusnal: ¢(44) = p(4) - ©(11) = 2-10 = 20. A Kovetkezmény szerint a kitevdé modulo 20 ,szamit”. Mivel
2018 = 18 (mod 20), a kitevést kicserélhetnénk 18-ra, de talan jobban jarunk, ha inkdbb —2-t frunk helyette:

4447°018 = 32018 =372 = 971 =5 (mod 44).

(Az utolso lépéshez meg kell oldanunk a 9z =1 (mod 44) kongruenciat, ennek megoldasa =5 (mod 44).)

4. Szamelméleti fliggvények

Oszt6k szama, oszték Gsszege

Jel6lés. Az n pozitiv egész szdm pozitiv osztéinak halmazat D,, jeloli (1 és maga n is beletartozik).

4.1. Definicié. Szdmelméleti fiiggvényen olyan leképezést értiink, amely a természetes szdmok halmazan van értel-
mezve, értékei pedig valos (vagy komplex) szamok.
4.2. Definicié. Néhany nevezetes szamelméleti fliggvény:

e 7(n)=|D,| (n pozitiv osztoinak szadma);

e g(n)=>Yd (n pozitiv osztoinak Osszege);
d|n

e p(n)={aeN:1<a<mnésaln} (redukalt maradékosztalyok szama, Euler-féle o fiiggvény).
4.3. Példa. Mivel D15 ={1,2,3,4,6,12}, ezért 7(12) =6 és 0(12) =1+2+3+44+ 6+ 12 = 28.

4.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f szamelméleti fliggvény gyengén multiplikativ, ha f(1) = 1 és minden a,b € N
esetén a L b = f(ab) = f(a)- f(b).

4.5. Példa. A Kovetkezményben belattuk, hogy az Euler-féle ¢ fliggvény gyengén multiplikativ (csak annyit kell
még hozzéatenni, hogy ¢(1) = 1).

4.6. Teétel. Ha az f szamelméleti fliggvény gyengén multiplikativ, akkor tetszéleges paronként kiilonbozd pi, ..., p
primszamok és tetszéleges oy, . .., ax pozitiv kitevGk esetén

i) = F ) - ()

Bizonyitds. A bizonyitas lényegében ugyanaz, mint a m Tétel bizonyitasa (ott is csak azt hasznaltuk ki a ¢ fiige-

vényrdl, hogy gyengén multiplikativ). Alkalmazzuk a gyenge multiplikativitas definiciojat az a = p{*, b = p5? - ... pp*
,Szereposztassal’ (ezek relativ primek, ugye?):

FF - ppt) = flab) = fla) - f(0) = f(p2") - F(52 - .- pR").
A masodik tényez6t hasonloan ,szétszedhetjiik” , ismét alkalmazva a gyenge multiplikativitas definiciojat: f(p3-...-pp*) =

F(P32) - f(ps - ... - pir). Igy folytatva, Gsszesen k — 1 alkalommal hasznalva a gyenge multiplikativitast, megkapjuk a
kivant felbontést. O

4.7. Lemma. Ha a és b relativ prim pozitiv egész szamok, akkor ab minden pozitiv osztoja el6all, mégpedig egyértelmiien,
a egy pozitiv osztojanak és b egy pozitiv osztojanak szorzataként. Masképpen fogalmazva, az alabbi n leképezés bijekcio:

n: Dy X Dy — Dgp,  (u,v) — uv.
Bizonyitds. Az injektivitas és sziirjektivitas mellett (vagy inkabb el6tt) igazolni kell azt is, hogy 7 valoban a D, halmazba
képez. Tehat dsszesen harom dolgot kell bizonyitanunk (melyik az injektivitas és melyik a sziirjektivitas?):
(i) Yu € DaVv € Dy: uv € D gp;
(ii) Vd € Doy Fu € D, Fv € Dy d = uv;
(iil) Yuy,ug € Dy Vuy,v9 € Dp: v = ugvy = up = ug €8 v] = va.
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Lassunk hozza:
(i) Hau | a és v | b, akkor uv | ab; ez trividlis (ugye?).

(ii) Tth. d | ab, és legyen u = Inko(d, a), v = m. Ekkor u | a (miért?), v | b (miért?) és nyilvan d = uv (ugye?).
(iil) Tth. uy,uz | @, v1,v2 | b és ujv; = ugva. Abbol, hogy a és b relativ prim, kovetkezik, hogy uy L ve (miért?). Az
u1v1 = ugvs egyenldségbdl kovetkezik, hogy uy | ugve (ugye?). Alkalmazva az Kovetkezményt, nyerjiik, hogy
up | ug. Hasonloan belathatod, hogy ug | ug, tehat u; = us (miért?). Ezutan mar az ujv; = usvy egyenlGségbdl

egyszeri egyszertsitéssel kapjuk, hogy v; = vs.
(I

4.8. Tétel. A 7 és o szamelméleti fiiggvények gyengén multiplikativak.

Bizonyitds. Az vilagos, hogy 7(1) = (1) = 1. Ha a L b, akkor a Lemma szerint létezik bijekcid a Dy és D, x Dy
halmazok kozott, és igy elemszamuk egyenlé:

7(ab) = |Dap| = | Dy X Dy| = |Dql - |Dy| = 7(a) - 7(b).

Ezzel T gyenge multiplikativitasat be is lattuk. A o fliggvény vizsgalatahoz célszeri lesz felsorolni a és b osztoit: legyen
D, ={u1,...,ur}, illetve Dy = {vy,...,vs} (tehat 7(a) =k és 7(b) = ¢). A Lemma ezzel a jeloléssel azt adja, hogy
Dy = {uvj:i=1,...,k, j=1,...,¢}, és az itt felsorolt k - £ elem paronként kiilonb6z6 (ez ismét azt mutatja, hogy
7(ab) = k- £ = 7(a) - 7(b)). Ezt felhasznalva, ha felirjuk a o(a) - o(b) szorzatot és felbontjuk a zarojeleket, akkor éppen

o(ab) fog kijonni:
o0 =( X w) (T w)= ¥ =

i=1,...k 3=1,..,

Ugyanez ,szumma” jelek nélkiil:

ola) o) = (ur+ - +ug) (v1+-+vp) =uvy +ugvy + - - - + ugvy = o(ab).
(Akarmelyik felirast is tekintjiik, a lényeg az, hogy az utolsé Gsszegben ab minden osztoja pontosan egyszer lép fel, és
ehhez volt sziikségiink a . Lemmara.) Ezzel belattuk, hogy o is gyengén multiplikativ. ([l
4.9. Tétel. Legyen az n természetes szam primtényezds felbontésa n = Hle p;*. Ekkor

k k koot g

. p;
7(n) = [ J(ei +1); o(n)=T[0+pi+pi+-+p7) =1 Zp‘ -1
i=1 =1 =

Bizonyitds. Ha n = p® (primhatvany), akkor D, = {1,p,...,p%}, és igy az osztok szama: 7(n) = |D,| = a+ 1, az osztok

Osszege pedig: o(n) =1+p+---+p* = pa;_ll_l (miért?). Mivel a 7 és o fliggvények gyengén multiplikativak 1 Tétel),
a[L.6] Tételt hasznalva mar kész is a bizonyitas. O

4.10. Példa. Szamitsuk ki 1500 osztéinak szamat és osztéinak osszegét. A primhatvanytényezds felbontas: 1500 = 22.3-53,
ezért 7(1500) = 7(22)-7(3) - 7(5%) = 3-2-4 = 24 és 0(1500) = 0(22)-0(3) - 0(53) = (1 +2+4)- (1+3)-(1+5+25+125) =
7-4-156 = 4368.

4.11. Definicié. Az M, = 2" — 1 alaka szdmokat Mersenne-szdmoknak, az ilyen alakt primeket Mersenne-
primeknek nevezziik.

4.12. Lemma. Ha M,, primszam, akkor n is primszam.

Bizonyitds. Kontrapoziciéval bizonyitunk, vagyis azt mutatjuk meg, hogy ha n Osszetett szadm, akkor M,, is Gsszetett.
(Az n =1 eset HF.) Tehat tfh. n Osszetett, azaz n = ab és 1 < a,b < n. Ekkor az M,, szdmot szorzatta tudjuk alakitani:
2n —1=2%_-1=(2%)"—1% = (2¢ —1) - (...); itt a masodik tényezd felirasa HF. Mivel 1 < a < n, ezért 1 < 2¢ —1 < M,
(ugye?), tehat a fenti szorzatfelbontas nem trivialis, és igy M,, valoban Osszetett szam. O

4.13. Definicié. Az n természetes szamot tokéletes szamnak nevezzik, ha megegyezik pozitiv valodi osztoinak Ossze-
gével, azaz o(n) = 2n.

4.14. Példa. A legkisebb tokéletes szam a 6: pozitiv valodi osztéi 1,2, 3, és valoban 1+ 2 + 3 = 6. Mivel o(6)-ba maga
a 6 is beleszamit, ezért o(6) =1+2+34+6=2-6.

4.15. Tétel (Euler tétele). Az n péros szdm akkor és csak akkor tokéletes, ha elgall n = 2P~ . (2P — 1) alakban, ahol
2P — 1 primszam (ekkor p is sziikségképpen prim a Lemma alapjan).

Bizonyitds. Az akkor” rész igazolasahoz tfth. m = 2P~1. (2P — 1), ahol 2P — 1 primszam. Mivel 2P~ 1 2P — 1 (ugye?),
alkalmazhatjuk a o fiiggvény gyenge multiplikativitasat: o(n) = o(2P~1) - o(2P — 1). Tudjuk, hogy o(2P71) = 2P — 1
(miért?) és (2P — 1) = 2P (miért?). Tehat o(n) = (2P — 1) - 2P, ami valdban egyenld 2n-nel (ugye?), tehat n tokéletes
szam.

A ,csak akkor” irdany bizonyitasahoz tth. n paros tokéletes szam. Mivel n paros, primtényezds felbontasaban szerepel
a 2-es, mondjuk k-adik hatvanyon (k > 1), tehat n felirhaté n = 2% - ¢ alakban, ahol ¢ paratlan szam. Akircsak az el6z6
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részben, 28 | ¢, és igy o(n) = (281 — 1) . o(t). Feltettiik, hogy n tokéletes, vagyis o(n) = 2n = 281 . t. Osszevetve az
utobbi két eredményt, azt kapjuk, hogy (28! — 1) - o (t) = 28! - t. Fejezziik ki innen o(t) értékét:
kL (2R —141) -t

Sy gy Tmmog it

o(t)

A 5 tort egész szam (hiszen nem més, mint o(t) —t), ezt jeldltiik s-sel. Ekkor ¢ = (287! —1) -5, azaz s osztja t-nek.
S6t, k > 1 miatt 251 — 1 > 1, tehat s valodi osztoja t-nek (s < t). Nézziik meg most jol a o(t) = t + s egyenlSséget.
A bal oldalon t Gsszes osztojanak Osszege all, a jobb oldalon pedig két osztojanak osszege. Ez csak ugy lehetséges, hogy
minddssze két osztoja van t-nek, vagyis ¢ primszam (ugye?). Kovetkezésképp s = 1, és igy t = 2F+1 — 1. Mar csak annyit
kell tenniink, hogy ,elnevezziikk” k + 1-et p-nek. Ezzel a jeloléssel ¢t = 2P — 1 (és mar tudjuk, hogy ez primszam) maga n
pedig igy fest: n = 2F .+ = 2P~1. (2P — 1). Ez pedig éppen az az eléallitas, ami a célunk volt. O

4.16. Példa. A masodik legkisebb tokéletes szdm a 28, ami a p = 3 értékkel adodik Euler tételébsl: 28 = 22 - (23 — 1), és
itt M3 = 23 — 1 valéban prim.

4.17. Megjegyzés. Abbol, hogy n prim, még nem kovetkezik, hogy M, is az, példaul M;; Osszetett szam. Nem
ismert, hogy létezik-e végtelen sok Mersenne-prim, tehat azt sem tudjuk, hogy létezik-e végtelen sok paros tokéletes
szam. Péaratlan tokéletes szamot egyet sem ismeriink, de nincs bizonyitva az sem, hogy ilyen nem létezik. A jelenleg
(2021. november 3.) ismert legnagyobb primszam is Mersenne-prim: M g2 589933, ami tizes szamrendszerben 24 862 048
szamjegybdl all.

4.18. Definici6. Az F,, = 22" + 1 alaku szamokat Fermat-szdmoknak, az ilyen alaka primeket Fermat-primeknek
nevezziik.

4.19. Megjegyzés. A Lemmahoz hasonléan meggondolhato, hogy ha 2% + 1 primszam, akkor k sziikségképpen
kettGhatvany. Ezért a ,kettGhatvany plusz egy” alaka primeket csak az F,, = 22" + 1 Fermat-szamok kozott érdemes
keresni. Fermat azt sejtette, hogy F),, mindig prim. Az els§ 6t Fermat-szam valoban prim:

Fo=3, i =5, F, =17, Fy =257, F, = 65537,

de Euler észrevette, hogy F5 = 641 - 6700417. Minden tovabbi Fermat-szam, amit sikeriilt megvizsgalni (részben szami-
togéppel), Osszetettnek bizonyult. Az altalanosan elfogadott sejtés az, hogy csak véges sok Fermat-prim van (valosziniileg
csak a fenti 6t).

Osszegzési és megforditasi fiiggvény

4.20. Tétel. Minden n pozitiv egész szamra Y, o(d) = n.

d|n
Bizonyitds. (tortekkel) Tekintsiik a T' = {%, %, ceey %} halmazt; ennek szemldtomast n eleme van. Ha egy T-beli tortet
egyszer(sitiink amennyire csak lehet, akkor egy olyan § alaka tortet kapunk, ahol d | n (miért?), & L d (miért?) és

1 < k < d (miért?). Forditva, ha d | n, k L dés 1 < k < d, akkor & = ¥/% gyerepel a T halmazban (miért?). Azt
latjuk tehat, hogy a T-beli torteket egyszertsitve, éppen a % (d]|mn k Ldésl <k <d) torteket kapjuk meg, tehat
ezekbdl is n darab van. Rogzitett d nevezs esetén a k szamlalora p(d) lehetSség van (ugye?). Eszerint ha a T-beli tortek
egyszeriisitett alakjait a nevezdik szerint csoportositva szamoljuk dssze, akkor éppen a y dln o(d) osszeget kapjuk, és ezzel
kész is a bizonyités. O

Bizonyitds. (egységgyokokkel) Megmutatjuk, hogy a > ¢(d) dsszeg az n-edik egységgyokoket szamolja meg, ezekbdl pedig
d|n

tudjuk, hogy n van. Legyen E,, = {ey,...,e,—1} az n-edik egységgyokok halmaza, és tetszsleges d € N esetén jelolje Py a

d-edik primitiv egységgyokok halmazat. A Allitas bizonyitasa soran lattuk, hogy az ), = cis %Tﬂ komplex szdmhoz

tartozé legkisebb pozitiv jo kitevs d := vagyis ey primitiv d-edik egységgyok (azaz e, € Py). Nyilvan d | n

—__n
Inko(n,k)?

(miért?), tehat azt kaptuk, hogy minden n-edik egységgyok primitiv d-edik egységgyok n valamely d osztojara. Forditva,
ha z primitiv d-edik egységgyok n valamely d osztojara, akkor 2" = (24)*/¢ = 1%/4 = 1 (ugye?), tehat z € E,. Latjuk
tehat, hogy E,, felbonthat6é a Py (d | n) halmazok egyesitésére, és ezek a halmazok paronként diszjunktak (miért?):

E, = U P,
d|n
Diszjunkt halmazok egyesitésénél az elemszamok Gsszeadddnak, tehat

n=|Ey,| = \Upd’ =S |Py.
d|n d|n

A . Allitasbol tudjuk, hogy |Ps| = ¢(d), tehat a fenti egyenldség igazolja, hogy n = Zd‘n o(d). d
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4.21. Definicié. Az f szamelméleti fiiggvény dsszegzési fliggvényén az F(n) = de f(d) szamelmeéleti figgvényt
értjik. Az f figgvényt az F figgvény megforditasi fliggvényének nevezzik.
4.22. Példa. Legyen F az f(n) = n? képlettel megadott szamelméleti fiiggvény Osszegzési fiiggvénye. Szamitsuk ki F/(18)
értékeét.

F(18) = f(1) + f(2) + f(3) + £(6) + £(9) + £(18) = 12 + 22 + 3% + 6 + 9% + 182 = 455
Jeldlés. Azt a tényt, hogy F' az f Osszegzési fliggvénye gyakran egyszertien csak f — F jeloli.

4.23. Megjegyzés. A Tétel szerint az Euler-féle ¢ fliggvény Osszegzési fliggvénye az identikus fiiggvény: ¢ — id.
Masképpen fogalmazva: az identikus fiiggvény megforditasi fiiggvénye az Euler-féle ¢ fiiggvény. Ha nem ismernénk a
Tételt, akkor nem lenne kénnyt feladat meghatarozni az identikus fliggvény megforditasi fiiggvényét. A kovetkezdsk-
ben bevezetiink egy kétvaltozos miiveletet a szamelmeéleti fiiggvények halmazan, aminek segitségével modszert (képletet)
tudunk adni egy tetsz6leges szamelméleti fiiggvény megforditasi fiiggvényének kiszamitésara.
4.24. Definicié. Sziikségiink lesz az alabbi harom nagyon egyszerii szamelméleti fliggvényre:

e id(n) = n (identikus fiiggvény);

e 1(n)=1 (konstans 1 fiiggvény);

1, han=1;

* 0(n)=dun = {o, han > 1.

4.25. Példa. A tanult szamelméleti fliggvények kozott a kovetkezs ,0sszegzési kapcesolatok” allnak fenn:

0—=>1—7 és p—id — o.

4.26. Definicié. Az f és g szamelméleti fliggvények konwolicidjdn az aldbbi képlettel definidlt f * ¢ szamelméleti
fliggvényt értjiik:

(frg)m) =D fd)-g(5) = D fla)glb).
d|n

ab=n
4.27. Megjegyzés. Az Osszegzési fliggvény képzése specidlis esete a konvolicionak: ha f — F, akkor
n
Fn) =Y f(d)- 1= f(d)-1(%)
d|n d|n

minden n természetes szamra, azaz F' = f x 1.
4.28. Tétel. A konvolucié mivelete kommutativ, asszociativ, és minden f szamelméleti fliggvényre fxd =« f = f.

Bizonyitds. Az asszociativitéas igazolasahoz ki kell szamolni az (f * g) xh és f* (g *h) konvoluciok n helyen felvett értékét;
azt kapjuk, hogy

((f*g)xh)(n) = (f*(gxh)n) = > fla)g(b)h(o).
abc=n

A kommutativitas vilagos (ugye?) az utolso allitas pedig egyszertien adodik a ¢ fliggvény definiciojabol:
n
(f8)(n) = D f(d)-3(5) = £(n) - 5(1) = f(n),
d|n
hiszen a d = n eset kivételével az 6sszeg minden tagja nulla (miért?). ([

4.29. Definicié. Az n természetes szamot négyzetmentesnek nevezziik, ha nem oszthato egyetlen 1-nél nagyobb négy-
zetszdmmal sem.

4.30. Megjegyzés. Konnytd meggondolni, hogy egy szam akkor és csak akkor négyzetmentes, ha primfelbontédsaban
minden prim csak egyszer (azaz elsé hatvanyon) fordul eld.
4.31. Definicié. Mobius-filiggvénynek nevezziik az alabbi képlettel definialt p szamelméleti fliggvényt:
(n) = 0, ha n nem négyzetmentes;
pn) = (—=1)*, ha n elsall k kiilonb6zs prim szorzataként.
4.32. Teétel. A Mobius-fliiggvény Osszegzési fliggvénye a 0 fliggvény, azaz p*x 1 = 0.

Bizonyitds. Az kell bizonyitanunk, hogy >, #(d) = 6(n) minden n természetes szémra. Az n =1 eset trivialis (ugye?),
ezért csak az n > 1 esettel foglalkozunk (ekkor a bizonyitando egyenléség jobb oldalan §(n) = 0 4ll). A szokésos mdédon
irjuk fel n-et primhatvanyok szorzataként: n = pi* -...-p*. Elegendd az Osszegzésben n négyzetmentes osztoit tekinteni
(mert a tobbi osztokon u értéke nulla), ezek pedig nem masok, mint a py, ..., px szamokbdl alkotott szorzatok (beleértve
az lres szorzatot is):

> uld) = p(1) + plpy) + - + plpk) + plprp2) + -+ + p(Pr-1pk) + p(p1paps) + - + p(Pr—2Pr—1Pk) + -+ plpy - pr) =
d|
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Az sszeg tagjai megfelelnek a {p1, ..., pr} halmaz részhalmazainak, és —1 kitevojeben mindig az adott halmaz elemszama
van (ugye?). Mivel az i-elem részhalmazok szama (’f), az Osszegben a (—1) tag ( ) alkalommal 1ép fel, ezért tomorebben
igy is felirhatjuk az Osszeget:

- () () et () oo ()-cores ()

Azt kell igazolnunk, hogy ez az &sszeg 0 (hiszen §(n) = 0). Erre tobb lehetéség is van: tekinthetjiik a (—1 + 1)* Ssszeg
kifejtését a binomialis tétel segitségével, vagy hasznalhatjuk azt az ismert(?) kombinatorikai tényt, hogy egy tetszéleges
véges (nem tires) halmaznak ugyanannyi paros elemszamu részhalmaza van, mint ahdny péaratlan elemszamau. O

4.33. Tétel (Mobius-féle megforditasi képlet). Tetszbleges F' szamelméleti fliggvény esetén F-nek egyetlen megforditési
fiiggvénye van, mégpedig F' . Masképpen fogalmazva f — F akkor és csak akkor all fenn, ha f = F'xpu. Részletesebben:
tetsz6leges f, F' szamelméleti fliggvények esetén

¥neN: F(n Zf = WneN:fn)=Y Fd-u(5).
dln

Bizonyitds. Figyelembe véve a [1.27] Megjegyzest, a bizonyitando allitast igy is megfogalmazhatjuk: tetszéleges f és F
szamelméleti fliggvények esetén

F=fx1l < f=Fxp.
Az ,, =7 irdnyhoz tth. F = f % 1, és ,konvolvaljuk be” mindkét oldalt p-vel: F = (f*1)*pu. A jobb oldalt elGszor
zardjelezziik at, felhasznalva a konvolicio asszociativitasat (4.28) Tétel): (f 1) x u = f * (1 % p). Most hasznaljuk a
4.32| Tételt, majd azt, hogy a konvolucionak ¢ az egységeleme (4.28, Tétel): fx (L*u) = f*d = f. Ezzel belattuk, hogy
F=fx1 = f=F=xp.

Az ,, < 7 iranyhoz tth. f = F % u, és ,konvolvaljuk be” mindkét oldalt a konstans 1 fiiggvénnyel. A szamolas az
el6z6h6z hasonld (1ndokoljunk meg minden lépést!): f+x1 = (F*xpu)x1=F=x*(ux1)=F x6 = F. Ezzel belattuk, hogy
f=Fxpy = F=Ffx1. O
4.34. Példa. Legyen f a F(n) = logn képlettel megadott szamelméleti fiiggvény megforditasi fiiggvénye. Szamitsuk ki
£(100) és f(81) értékeét:

f(100) = F(100)u(1) + F(50)u(2) + F(25)u(4) + F(20)u(5) + F(10)u(10)+
+ F(5)u(20) + F(4)(25) + F(2)u(50) + F(1)p(100) =
= F(100) — F(50) — F'(20) + F(10) =
= log 100 — log 50 — log 20 + log 10

F(81) = F(8D)u(1) + FD)u(3) + FO)u(9) + F(3)u(27) + F(1)u(s1) =
=F(81) — F(27) =
= log 81 — log 27
= log 3.
4.35. Tétel. Gyengén multiplikativ szamelméleti fiiggvények konvolucidja is gyengén multiplikativ.

Bizonyitds. Tth. f és g is gyengén multiplikativ. Az vilagos, hogy (f * ¢)(1) = f(1) - g(1) = 1 (ugye?). Tth. a L b, és
irjuk fel a definicio szerint (f * g)(ab) értékeét:

(= o)ab) = 3 (@) o (%),
dlab

A Lemma szerint ab minden d osztoja egyértelmten felirhaté d = uv alakban, ahol u | a és v | b. Igy a fenti sszeget
a kovetkezoképpen alakithatjuk at, felhasznéalva f és g gyenge multiplikativitasat:

S s o %) = rm) - o(%2) = 3 rwir) - o(L)e(2)
d|ab ula ula

v|b v|b

(honnan tudjuk, hogy u 1 v és & L %?). Az utolsé lépés mar csak egy szorzatta alakitas (jobbrol balra olvasva kénnyebb

megérteni):
> ) -o(2)e () = (Zf o ))-(Zﬂv)g(z)) = (f*9)(@)- (] * 9)(D) 0

ula ula v|b
v|b

4.36. Kovetkezmény. Gyengén multiplikativ szamelméleti fiiggvény Osszegzési fliggvénye is gyengén multiplikativ.

Bizonyitds. A f fliggvény Osszegzési fliggvénye f + 1 (lasd a Megjegyzést). A konstans 1 fliggvény nyilvan gyengén
multiplikativ, ezért az el6z6 tételbsl, kovetkezik, hogy ha f gyengén multiplikativ, akkor f * 1 is az. O
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4.37. Koévetkezmény. Gyengén multiplikativ szamelméleti fiiggvény megforditasi fiiggvénye is gyengén multiplikativ.

Bizonyitds. Elészor azt ellendrizziik, hogy p gyengén multiplikativ. A definiciobol p(1) = 1, hiszen 1 nulla darab prim
szorzata (iires szorzat). Tth. a L b és vizsgaljuk u(ab) értékét. Ha a nem négyzetmentes, akkor ab sem az, (ugye?), tehét
pla) = 0 = p(ab) = 0, ekkor tehét teljesiil, hogy p(ab) = p(a) - u(b). A u(b) = 0 eset hasonlo, tehat feltehetjiik,
hogy a és b is négyzetmentes: a = p; - ... pg (ahol pq,...,pr paronként kiilonb6z6 primszamok) és b = g1 - ... - qo
(ahol g, ..., q¢ paronként kiilonb6z6 primszamok). Az a L b feltevésbdl kovetkezik, hogy a {p1,...,px} és {q1,...,qe}
halmazok diszjunktak (ugye?), igy az ab=p1-... px-q1 ... qe felbontasban k + ¢ kiilonb6z6 primszam szerepel. Ebbdl
mar ki tudjuk szamitani p(ab) értékét: u(ab) = (—1)F = (=1)F . (1) = u(a) - p(b) (ugye?). Ezzel belattuk, hogy u
gyengén multiplikativ.

A Mobius-féle megforditasi képlet szerint f megforditasi fliggvénye f*u. Ha f gyengén multiplikativ, akkor (felhasznélva
1 most igazolt gyenge multiplikativitasat) a m Tételbsl kovetkezik, hogy f * p is gyengén multiplikativ. O

5. Polinomok

v o

Oszthatésag, asszocialtsag, legnagyobb k6z6s oszt6 test feletti polinomgyiiriiben (ismétlés)

Legyen R egy tetszlleges integritastartomany (azaz kommutativ, egységelemes és zérusosztomentes gytirtd). Ekkor az
R feletti polinomok is integritastartomanyt alkotnak (jelolés: R[x]). Speciélisan, ha T test (a tovdbbiakban T' mindig egy
tetszoleges testet jelol), akkor T'[x] integritastartomany. A legfontosabb példak: Clz], R[z], Q[z], Zy[z] (ahol p primszam).
Minden f € T[z] polinomhoz tartozik egy f: T — T, ¢ — f(c) polinomfiiggvény, amit szintén f-fel jelolink, de ez nem
egyezik meg az f polinommal! A kévetkezs példa mutatja, hogy véges testek f6lott kiillonb6z6 polinomokhoz tartozhat
ugyanaz a polinomfiiggvény, ezért nagyon fontos, hogy ne keverjiik dssze a polinomot a polinomfiiggvénnyel! (Végtelen
test f6l6tt ilyen nem fordulhat elg (miért?), de ott sem szabad Gsszemosni a két fogalmat.)

5.1. Példa. Az f =z, g = 2 € Zy[z] polinomok nyilvan kiilonbozdek (még a fokszamuk sem egyforma), de ugyanaz a
polinomfiiggvény tartozik hozzajuk:

f0)=0=g(0) & f(1)=1=g(1).
Test feletti polinomok korében az oszthatdsag hasonldéan értelmezhets, mint az egész szamok korében, és hasonlo
tulajdonsagokkal rendelkezik.

5.2. Definicié (ism.). Az f € T'[x] polinom osztdja a g € T[x] polinomnak (jelolés: f | g), ha létezik olyan h € T[z]
polinom amelyre g = fh.

5.3. Definicié (ism.). Az f és g polinomok asszocidltak (jelolés: f ~ g), ha f|geésg]| f.

5.4. Tétel (ism.). A polinomok oszthatoséga reflexiv (f | f) és tranzitiv (f | gésg | h = f | h), de altalaban nem
antiszimmetrikus (f | g és g | f == f = g). Az antiszimmetria helyett a kvetkez6t mondhatjuk: tetszdleges f, g € T[x]
polinomokra f ~¢g <= e €T\ {0} :9g=cf. Ha f| g és g # 0, akkor deg f < degg.

5.5. Tétel (ism.). Az asszocialtsag ekvivalenciarelacio T[z]-en. A nulla osztalyat kivéve minden asszocialtsagi osztaly
tartalmaz pontosan egy f6polinomot.

5.6. Megjegyzés. Asszocialt polinomokat nem érdemes (s6t nem is lehet) megkiilonboztetni, ha csak az oszthatésagot
vizsgaljuk. Ha az oszthatosagi relaciot az asszocialtsagi osztalyok halmazan értelmezziik, akkor mar nemcsak reflexiv és
tranzitiv, hanem antiszimmetrikus is lesz, azaz részbenrendezés. A kapott (T'[x]/ ~;|) részbenrendezett halmaz legkisebb
eleme 1/ ~= T\ {0}, legnagyobb eleme 0/ ~= {0}. Test feletti polinomgyfirtiben minden asszocialtsagi osztaly (a
nullaét kivéve) pontosan egy f6polinomot tartalmaz, itt tehat asszocialtsag erejéig mindig dolgozhatunk fépolinomokkal.
(Hasonloképpen, az egész szamok gytirtjében minden asszocialtsagi osztély {a, —a} alakd, tehat minden osztalyban van
egy (és csak egy) nemnegativ szam. Ha minden asszocialtsagi osztalyt a nemnegativ elemével reprezentalunk, akkor az
(Np; |) részbenrendezett halmazt kapjuk, ami lényegében ugyanaz, mint a (Z/ ~;|) részbenrendezett halmaz.)

5.7. Tétel (ism.). Barmely f € T[z] és a € T esetén
fla)=0 < z—a] f.

5.8. Tétel (ism.). Ha f,g € T|x], és g # 0, akkor léteznek olyan egyértelmtien meghatarozott ¢ és r € T[x] polinomok,
amelyekre f = qg + 1 és degr < degg.

5.9. Definicié (ism.). A d € T[z] polinom legnagyobb kdzds osztdja az f és g € T[x] polinomoknak, ha teljesiil a
kovetkezs két feltétel:

(1) df fesd]|g;

(2) VkeTlz]: (k| fésk|g) = k|d
Hasonléan definialhat6é polinomok legkisebb kézos tobbszordse is.
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5.10. Megjegyzés. A legnagyobb k6zos osztd a . Megjegyzés szellemében a kovetkezSképpen is értelmezhets. Tet-
sz6leges f € T[z] polinomra jelélje Dy az f polinom Gsszes osztoéinak halmazat: Dy = {k € T[z] : k| f}. Ekkor Dy N D,
nem més, mint f és g kozos osztoinak halmaza, Inko(f, g) pedig ennek az oszthatosag szerint részbenrendezett halmaznak
a legnagyobb eleme. Pontosabban, mivel az oszthatdsig csak asszocidltsag erejéig antiszimmetrikus, a teljesen preciz
megfogalmazas tgy szol, hogy Inko(f, g) asszocialtsagi osztalya a ((Dy N Dy)/ ~;|) részbenrendezett halmaz legnagyobb
eleme. Innen is latszik, hogy a legnagyobb kozos oszt6 csak asszocialtsag erejéig van meghatarozva; megéllapodas szerint
altalaban fépolinomot valasztunk. Nemnulla polinomok esetén Inko(f,g) tgy is definidlhatd, mint f és g legnagyobb
fokszamu kozos osztoja (asszocialtsag erejéig). (Miért nem jo ez a definici6 Inko(0,0) esetén?)

5.11. Tétel (ism.). Barmely két f,g € T[z] polinomnak létezik legnagyobb kozos osztoja és legkisebb kozos t6bbszo-
rose, és ezek asszocidltsiag erejéig egyértelmiien meghatarozottak. A legnagyobb kozos oszto kiszamithato az euklideszi
algoritmussal.

Linearis ,diofantoszi”’ egyenlet test feletti polinomgyiiriiben

5.12. Tétel. Az f,g € T[x] polinomok legnagyobb kozos osztoja mindig kifejezhetd f és g ,linearis kombinaciojaként” :
Ju,v € T[z] : fu+ gv =Inko(f,g). (5.3)
Bizonyitds. A bizonyitas nagyon hasonlo a [3:4] Tétel bizonyitasahoz. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik,

hogy f,g # 0 (ha valamelyikiik nulla, akkor az allitas trivialis). Ekkor végrehajthato az f, g polinomokra az euklideszi
algoritmus (technikai okokbol f és g az rg és r1 ,fed6neveket” kapjak):

ro:=f = qr1 + 7o (degry < degry);
=g = Qary + T3 (degrs < degrs);
ro = q3r3 + 14 (degry < degrs);

Ti—1 = ;7 + Tit1 (deng_l < deg T’i);

Tn—2 = Qn-1Tn—1+ 7y (degr, < degr,_1);
Tn—1 = qnTn +0.

Tudjuk (Algszam. 2), hogy az eljaras véges szamu lépésben véget ér: el6bb utébb nulla lesz a maradék (r,41 = 0), és
a legnagyobb kozos 0szt6 az utolsé nemnulla maradék: r,, ~ Inko(f,g). Megmutatjuk ¢ szerinti teljes indukcidval, hogy
mindegyik r; el6all f és g ,linearis kombinécidjaként”:
Jug,v; € Tlx): r; = fu; + gu;. (5.4)
(Két dologban eltériink az indukeié szokasos sémajatol. Egyrészt nem minden ¢ nemnegativ egészre bizonyitunk, hanem
csak i =0,1,...,n-re. Mésrészt az indukcids 1épésben két 1épéssel nyilunk vissza: amikor ¢ 4 1-re bizonyitjuk az allitast,
nemcsak i-re, hanem ¢ — 1-re is feltessziik, hogy (.4) teljesiil. Emiatt a kezdd6lépésnél is az els6 két értékre (i = 0 ési = 1)
kell ellendrizniink az allitast.)
Kezdglépés: ¢ =0 és i = 1 esetén trivialisan teljesiil (5.4):
ro=f=f-14¢g-0 (tehat ug = 1 és vg = 0 jo lesz);
ri=g=f-04+g-1 (tehat u; = 0 és v1 =1 jo lesz).

Indukcios lépés: Legyen 1 < i < n, és tfth. r;_1 és r; el6all a kivint modon; ez az indukcios feltevés:

ric1 = fui—1 +gvi_1 és 1y = fu; + gv;. (IH)
Be kell latnunk, hogy (5.4) teljesiil ¢ + 1-re is. Ehhez fejezziik ki az r;11 maradékot az euklideszi algoritmus megfelels
lépésébdl: r;y1 = r;—1 — q;r;. Helyettesitsiik r;_1 és r; helyébe az indukcios hipotézisben szerepld felirdsukat:

Tiv1 = Tic1 — ¢ = (fui—1 + gvie1) — ¢i(fui + gvy)
= flui-1 — qiui) + g(vie1 — qivi).

Azt kaptuk, hogy r;y1 is kifejezhets f és g segitségével az elsirt modon, pl. w;p1 = uj—1 — qu; €8 Vi1 = Vim1 — qv;
egylitthatokkal. Ezzel kész az indukcids bizonyitas. [l
5.13. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f, g € T[z] polinomok relativ primek, ha Inko(f,g) ~ 1. Jelolés: f L g.
5.14. Tétel. Tetszileges f, g, h € T[x] polinomok esetén, ha f L g, akkor f | gh < f | h.

Bizonyitds. Az nyilvanvalo, hogy f | h = f | gh (ehhez nincs is sziikség az f L ¢ feltevésre). A masik irany
bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy f | gh, és irjuk fel f és g legnagyobb kozds osztojat szerint Inko (f,g) ~ 1 = fu+ gv
alakban. Szorozzuk be az egyenl@séget h-val: h = fhu+ ghv. Vilagos, hogy f | fhu, és az f | gh feltevésiink miatt f | ghv
is teljesiil. Tehat az Osszeg mindkét tagja oszthato f-fel, és ez mutatja, hogy f | h. O
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5.15. Tétel. Tetszoleges f, g, h € T[z] polinomok esetén, ha Inko(f, g) # 0, akkor

o
Inko(f, g)
Bizonyitds. Legyen d ~ Inko (f, g) » 0, tovabba legyen f = fod és g = god (miért tudjuk f-et és g-t igy felirni alkalmas
fo, 90 € T [z] polinomokkal?). Elgszor megmutatjuk, hogy fo L go. Ismét —et hasznalva d felirhat6 d = fu + gv =
d (fou + gov) alakban. Egyszerl’isitveﬂ d-vel azt kapjuk, hogy fou+gov = 1. Ebbsl mar kovetkezik, hogy fo L gg, hiszen fj
és go barmely k kozos osztojara k | fou+gov = 1, tehat k ~ 1. A bizonyitando allitas igy fest: fod | godh <= fo | h;
a bal oldalt d-vel egyszertsitve ezt atfogalmazhatjuk agy, hogy fo | goh <= fo | h. Ez pedig mar kovetkezik az el6z6
tételbdl, hiszen fy L go. ([l

flgh < | h. (5.5)

5.16. Tétel. Legyen T egy test és f,g,h € T [x] (nemnulla) polinomok. Ekkor az fu + gv = h kétismeretlenes linearis
wdiofantoszi” egyenlet akkor és csak akkor oldhato meg az ismeretlen u, v € T [x] polinomokra nézve, ha Inko (f, g) | h. Ha
(up,vo) egy megoldas, akkor barmely ¢ € T [z] esetén az alabbi (u,v) par is megoldas, tovabba minden megoldas elsall
ilyen alakban a t € T [z] polinom alkalmas megvalasztasaval:

g f
= S vy — —2L ¢,
YT ke (Fg) VT ko (. 9)

Bizonyitds. A bizonyitas nagyon hasonl6 a Tétel bizonyitasahoz. Tegyiik fel, hogy f, g # 0; ekkor d := Inko (f, g) #
0. Elgszor azt igazoljuk, hogy az egyenlet megoldhatdsaganak sziikséges és elegends feltétele d | h. Az elegendGség
bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy d | h; ekkor h = dhg alkalmas hy € T [z] polinommal. Elgszor szerint keressiink olyan
u,v € T [z] polinomokat, amelyekre d = fu + gv, majd szorozzuk be mindkét oldalt ho-lal: h = dhg = f (uho) + g (Vho).
Ez azt jelenti, hogy u = why és v = vhg megoldasa az egyenletnek. A masik irdny igazolasdhoz tegyiik fel, hogy van
megoldas, azaz fu+ gv = h teljesiil valamely u, v € T [x] polinomokra. Tudjuk, hogy d | f, ¢ (miért?), és ebbdl kovetkezik,
hogy d | fu+ gv = h. Tehat a d | h feltétel nemcsak elegendd, hanem sziikséges is az egyenlet megoldhatosagahoz.

A tétel masik allitasanak igazolasahoz tegyiik fel, hogy van egy (ug,vo) megoldasunk; tudjuk, hogy ekkor d | h. Trjuk
fel szokas szerint az f, g polinomokat f = fod, g = god alakban. Jelolje M az egyenlet Gsszes megoldasainak halmazéat:
M ={(u,v) : fu+gv=~h} CT[z] x T[z]. Azt kell bizonyitanunk, hogy

(u,v) e M <= FteT[z]: u=u+ got, v =19 — fot.

A | =7 irany igazolasahoz tegyiik fel, hogy (u,v) € M. Korabban feltettiik azt is, hogy (ug,vo) is egy megoldas, tehat
fu+gv=h= fug+gvg. Rendezés utén azt kapjuk, hogy f (u — ug) = g (vo — v). Itt a jobb oldal szemlatomast oszthato
g-vel, ezért g | f(u— ug). Ebbsl alapjan kovetkezik, hogy go | w — up. Az oszthatosag definicioja szerint ez azt
jelenti, hogy van olyan ¢ € T [z] polinom, amelyre u — ug = got. Ezzel megkaptuk, hogy u = ug + got, a v-re vonatkozd
formulat pedig egyszerd visszahelyettesitéssel nyerjik: g (vo —v) = f (u — ug) = fgot, tehat vg —v = fot (miért?), amibsl
rogtén adodik, hogy v = vy — fot.

A ,, <=7 irany igazolasahoz tegyiik fel, hogy u = ug + got, v = vg — fot. Csak be kell helyettesiteni az egyenetbe, hogy
lassuk, hogy (u,v) valoban megoldas: fu-+gv = f (ug + got) + g (vo — fot) = fuo+gvo+ (fgo — 9fo) t = fuo+ gvo (miért
lesz fgo — gfo = 07), ez pedig valoban egyenld h-val, hiszen feltettiik, hogy (ug,vg) egy megoldasa az egyenletnek. (Il

5.17. Példa. Szamitsuk ki az f és g polinomok legnagyobb kozos osztojat, és adjuk meg az fu+ gv = Inko (f, g) egyenlet
egy megoldasat az R [z] polinomgytriben. Az Inko segitségével hatarozzuk meg f és g komplex gyokeit.

f=a*+223 — 2% —dx —2, g=a*+23—2%>—22 -2
Megoldas: Hajtsuk végre az euklideszi algoritmust az f és g polinomokra (amelyik polinomnak van ,neve”, arra mindig
a nevével hivatkozunk a jobb atlathatosag kedvéért):

osztand6 = hanyados-oszt6 + maradék
(1) f = l-g + a%—-2z
(2) g = (@+1)- (2®—2z) +
(3) z3-2z = z-(z2-2) + 0

A legnagyobb kozos oszto az utolsé nemnulla maradék: Inko (f, g) N. Ezzel a polinommal f és g is oszthato:

f=<)-(x2+2gc+1) és 9:()-(x2+x+1).

Ebb6l rogton megkapjuk f és g gyokeit (multiplicitdssal):

1 1
f gyokei: V2, —v/2,-1,-1; g gyokei: V2, —v/2, -5+ ?i, —5 - ?z

Megfigyelhetjiik, hogy f és g kozos gyokei ugyanazok, mint Inko (f, g) gyokei.

IFigyelem: nem leosztunk, hanem egyszerisitiink! A T [z] polinomgytiriiben nincs definialva az osztés mivelete (a racionalis tortek 1" ()
testében mar igen, de erre nincs sziikségiink). Minden integritastartomanyban, igy T [z]-ben is érvényes ez az egyszerisitési szabaly: ha ac = be
és ¢ # 0, akkor a = b. Ezt a nullosztomentességre tamaszkodva konnyt igazolni (HF). A tételben szerepld m kifejezést sem kell osztasként

értelmezni; ez csak egy jelolés az fo polinomra.
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A diofantoszi” egyenlet megoldasahoz fejezziik ki a maradékot az euklideszi algoritmus soran elvégzett mindegyik
osztasnal (az utolsot kivéve):

maradék = osztanddé — hanyados-o0szto

(1) -2 = f — g

(2) lnko(f,g) ~[22 2] = g — (@+1)-(a®—2)

Az a célunk, hogy mindegyik maradékot f és g segitségével irjuk fel (fu + gv alakban). Az els6 osztas maradéka maéris
ilyen alakban van: z3 — 2z = f — g. Ezt behelyettesithetjiik a masodik osztas maradékanak fenti felirdsaban x> — 2z
helyére:

lnko(f,g)w=g—(x+1)~(:v3—2m):g—(x—i—l)-(f—g):(—m—l)-f—i-(x—l-?)-g.

Ebbdl leolvashatjuk az fu + gv = Inko (f, g) egyenlet egy megoldasat: u=—z —1, v =z + 2.

Kongruenciarelacié, maradékosztalyok

5.18. Definicié. Tetszsleges f, g, m € T[x] polinomok esetén azt mondjuk, hogy f kongruens g -vel modulo m (jeldlés:
f=g (mod m)),ham| f—g.

5.19. Megjegyzés. Egész szamoknal fel szoktuk tenni, hogy m > 2. Itt semmilyen kik6tést nem tettiink a modulusra,
ezért eléfordulnak ,degeneralt” esetek is. Ha m = 0, akkor f =g (mod m) <= f =g (miért?). Ha pedig m ~ 1 (azaz
m nemzér6 konstans polinom), akkor f = ¢ (mod m) teljesiil minden f, g € T[z] esetén (miért?).

5.20. Tétel. Ha 0 # m € T|x], akkor tetszéleges f,g € T|[x] polinomok esetén f = g (mod m) akkor és csak akkor
teljesil, ha f és g ugyanazt a maradékot adja m-mel osztva.

Bizonyitds. A bizonyitas hasonl6 a[3.19] Tétel bizonyitasahoz. Osszuk el f-et és g-t maradékosan m-mel: f = mgy + 7
és g = mqo + 72, ahol degry,degrs < degm. Ekkor

f=g (mod m) <= m|f—g < m|m(@g—q)+(r1 —r2) < m|r —re (miért?).

Az ry — ro polinom foka kisebb, mint m foka (ugye?), ezért m | r; — ro akkor és csak akkor teljesiilhet, ha 1 — 79 = 0
(miért?). Azt kaptuk tehat, hogy f=g¢ (mod m) <= r; —ry =0, és éppen ezt kellett igazolnunk. O

5.21. Példa. Tetszoleges f, g € T[z] polinomok esetén f =g (mod x) akkor és csak akkor teljesiil, ha f(0) = ¢g(0), azaz
f és g konstans tagja megegyezik.

5.22. Tétel. A mod m kongruencia ekvivalenciarelacio T[z]-en (azaz reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv), tovabba tetszs-
leges f1, g1, f2, g2 € T[x] esetén érvényesek az alabbiak:

fi=g1 (mod m)

f2 = g2 (mod m)} = fitfo=g+g, fi-f2=g9 92 (mod m).

Bizonyitds. A bizonyitas nagyon hasonlé a [3:21] . Tétel megfelels részeinek bizonyitasahoz; itt is ugyantugy lehet vissza-
vezetni a kongruencia tulajdonsagait az oszthatésag tulajdonsagaira, mint az egész szamok korében (HF). (I

5.23. Tétel. Tetszbleges f,g,h € T[x] esetén az fu =h (mod m) linedris kongruencia akkor és csak akkor oldhato
meg (az ismeretlen u € T'[z] polinomra nézve), ha Inko(f, m) | h.

Bizonyitds. A bizonyitas nagyon hasonlo a Tétel (elss allitasanak) bizonyitasahoz; itt is ugyantgy lehet visszavezetni
a linearis kongruenciat kétismeretlenes linearis ,diofantoszi” egyenletre, mint az egész szamok korében (HF). O

5.24. Definicié. A modm kongruencidhoz tartoz6 ekvivalenciaosztalyokat modulo m maradékosztalyoknak nevezziik.
Az f € T[z] polinomot tartalmazé modulo m maradékosztalyt f jeloli: f = {g € T[z]: f =g (mod m)}. A mara-
dékosztalyok halmazat (vagyis a modulo m kongruencidhoz tartoz6 faktorhalmazt) T[z]/(m) jeloli, azaz T[z]/(m) =

{?: fe T[x}}

5.25. Megjegyzés. A T[z]/(m) halmaz a Z,, halmaz analogonja, csak itt kicsit cstinyabb a jelolés. A jelolésnek megvan a
pontos magyarazata: (m) jeloli az m polinom altal generalt fdidedlt a T[x] polinomgytriiben, T'[z]/(m) pedig az ehhez az
idealhoz tartozo faktorgydrdje T[x]-nek. Ezeket a fogalmakat majd absztrakt algebrabol tanuljuk. (Lehetne Z,, helyett
is Z/(m)-et irni, de ott szokas az egyszeriibb Z,, jelolést hasznalni.)

5.26. Példa. Az Példa szerint m = x esetén f = {g € T[x] : g(0) = f(0)}, ezért a modulo m maradékosztalyok
bijektiven megfelelnek T' elemeinek. Igy példaul R[z]/(z) végtelen halmaz (ellentétben Z,,-mel, ami mindig véges).

5.27. Definicié. A modulo m maradékosztalyok halmazén értelmezziik az Osszeadést és a szorzast a kovetkezdképpen:
tetszbleges f,g € T[z] esetén legyen f®g=f+g, fOF=/f" g
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5.28. Allitas. A fenti mtveletek joldefinidltak, azaz maradékosztalyok Gsszege (szorzata) nem fiigg attol, hogy az egyes
maradékosztalyokbol melyik elemet valasztjuk reprezentansnak, és ezekkel a mtiveletekkel T'[x]/(m) kommutativ egység-
elemes gytrit alkot (maradékosztdaly-gyirid). Ha degm = n > 1, akkor a T[z]/(m) maradékosztaly-gy(irtd minden
eleme egyértelmtien felirhat6 az alabbi alakban:

Q12" 1 4+ +ajz+ag (an-1,-..,a1,a0 €T).

Bizonyitds. A bizonyitas nagyon hasonlo a Tétel bizonyitasahoz; itt is a kongruencia tulajdonsagai Tétel)
garantaljak, hogy a maradékosztéalyok Gsszege és szorzata joldefinialt, és itt is ugyanagy lehet visszavezetni a miveleti tulaj-
donsagokat a T'[z] gytriibeli tulajdonsédgokra, mint ahogy a Z,, halmazon definialt miveletek tulajdonsagait visszavezettiik
az egész szamok megfeleld miiveleti tulajdonsagaira (HF). A tétel utolso allitdsa annak a ténynek az analogonja, hogy
Ly = {6, 1,...,m— 1}, és azon mulik, hogy ha egy tetszsleges f € T'[x] polinomot maradékosan osztunk az n-edfoki
m polinommmal, akkor a maradék mindig egy legfeljebb (n — 1)-edfokd polinom lesz, tovabba a maradék egyértelmien
meghatarozott. Tehat minden f € T'[x] polinomhoz létezik egy és csak egy f1 € T[x] polinom, amelyre f = f; (mod m)
és deg f1 <n—1. O

5.29. Példa. A Z[z]/(2? 4+ x + 1) maradékosztaly-gytiriinek 4 eleme van: Zs[z]/(z? + x4+ 1) = {0,1,7,z + 1}. Irjuk fel
ennek a gytriinek az 6sszeadd- és szorzétablajat:

+ 0 1 z r+1 0 1 z z+1
0 0 1 z z+1 0 0 0 0 0
1 1 0 r+1 z 1 0 1 T z+1
T T r+1 0 1 T 0 7 z+1 1
z+1 | 2+1 7 1 0 T+1 0 r+1 1 z

5.30. Példa. A Zs[z]/(2® + 2 + 3) maradékosztaly-gytirii elemei egyértelmten felirhatoak ax2 + bz + ¢ (a,b,¢ € Zs)
alakban, tehat ennek a gytrtinek 125 eleme van.

5.31. Példa. Az R[z]/(z* 4+ 1) maradékosztaly-gytir( elemei egyértelmten felirhatéak a + bz (a,b € R) alakban. Az
Osszeadés és a szorzas igy végezhets ebben a gytirtiben:

a+bx + c+dx=(a+c)+ (b+dz,
a+ bz -c+ dx = ac+ (ad + be)x + bdx? = ac + (ad + be)z + bd(—1) = (ac — bd) + (ad + be)z.

(A szorzat kiszamolasakor felhasznaltuk azt, hogy 22 = —1 (mod x?+1), azaz 72 = —1.) Latjuk tehat, hogy R[z]/(22+1)
lényegében ugyanaz, mint a komplex szadmtest (szaknyelven: R[z]/(z2 + 1) izomorf C-vel).

5.32. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f,g € T[x]/(m) maradékosztalyok egymas multiplikativ inverzei, ha f-g= 1.

5.33. Tétel. Az f € T[z]/(m) maradékosztalynak akkor és csak akkor létezik multiplikativ inverze, ha f és m relativ
primek.

Bizonyitds. A bizonyitas nagyon hasonlo a . Tétel bizonyitasahoz; itt is a linearis kongruencia megoldhatésagi
kritériumat (5.23]. Tétel) kell alkalmazni (HF). O

5.34. Példa. Az Példaban T és x + 1 egymas multiplikativ inverzei (és persze 1 inverze 6nmaga).

Irreducibilis polinomok, irreducibilis faktorizacié (jorészt ismétlés)

5.35. Definicié (ism.). A p € T[z] polinom irreducibilis, ha legalabb elssfoku, és csak tgy bonthato két polinom
szorzatara, hogy az egyik tényez$ asszocialt p-hez. (Ekkor a maésik tényez$ sziikségképpen asszocialt 1-hez; ilyenkor
trivialis faktorizaciordl beszéliink.) Formalisan:

Vf,geTx]:p=fg = (p~ f vagy p~ g).

5.36. Allitas (ism.). Legyen T egy test és p € T[z]. A p polinom akkor és csak akkor irreducibilis T felett, ha legalabb
els6foki, és nem bonthato deg p-nél kisebb fokszami polinomok szorzatara:

Bf,geTx]: p=f-g é 1<degf degg < degp.

5.37. Megjegyzés. Gytirik felett ez altalaban nem igaz! Példaul a p = 2z € Z|[x] polinom nem bonthato kisebb fokszamu
polinomok szorzatara (ugye?), de mégsem irreducibilis Z felett, mert a p = 2 - x felbontés itt nem trividlis (miért?).
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5.38. Definicié (ism.). A p € T[z] polinom prim, ha legalabb els6foki, és valahanyszor osztoja egy szorzatnak,
mindannyiszor osztoja a szorzat egyik tényezdjének. Formalisan:

VfgeTla]l:p|fg = (p|fvagyplg)
5.39. Tétel (ism.). Test feletti polinomokra az irreducibilitas és a primtulajdonsag ekvivalens.

5.40. Tétel (ism.). Test feletti polinomgytriiben minden legalabb elséfoka polinom felbomlik irreducibilis polinomok
szorzatara, és ez a felbontas lényegében (azaz a tényezSk sorrendjétdl és asszocialtsagtol eltekintve) egyértelmd.

5.41. Megjegyzés. A felbontas tényez6k sorrendjétdl és asszocialtsagtol eltekintve egyértelmii voltat a kévetkezképpen
lehet permutéciok segitségével precizen megfogalmazni: Ha py -... - p, és q1 - ... ¢n ugyanazon polinom két irreducibilis
faktorizacidja, akkor n = m, és létezik olyan 7 € S,, permutécio, hogy p; ~ ¢r(;) minden ¢ =1,...,n esetén.

5.42. Tétel. A T'[x]/(m) maradékosztaly-gytirt akkor és csak akkor test, ha m irreducibilis T felett.

Bizonyitds. A bizonyitas nagyon hasonl6 a Kovetkezmény bizonyitasahoz; csak a ,degeneralt” eseteket kiilon meg
kell nézni.

(1) Ha m ~ 1, akkor m nem irreducibilis, és T[z]/(m) valoban nem test, mert csak egyetlen eleme van (miért?).

(2) Ha m = 0, akkor m megint csak nem irreducibilis, és T[z]/(m) valoban nem test. Ennek igazolasahoz idézziik
fel, hogy a modulo 0 kongruencia nem més, mint az egyenlgség relacio (lasd az Megjegyzést). Tehat példaul
az T # 0 maradékosztalynak nincs multiplikativ inverze, mert a multiplikativ inverz egy olyan u maradékosztaly
lenne, amelyre T -u = 1, azaz xu = 1, de ilyen u € T[z] polinom nem létezik (miért?). (Megjegyzés: ha m = 0,
akkor minden f € T[z]| polinomra f = {f} , tehat T[z]/(m) lényegében ugyanaz, mint T[z]; szaknyelven: a
T[x]/(m) és Tx] gylrik izomorfak egymassal.)

(3) Ha degm > 1 és m nem irreducibilis, akkor van nemtrivialis felbontasa: m = fg, ahol 1 < deg f,degg <
degm (lasd az Allitast). Ekkor f,g # 0, de f-g = 0, tehat T[x]/(m) nem test, s6t, még csak nem is
integritastartomany (miért?).

(4) Ha m irreducibilis, akkor T'[z]/(m) kommutativ egységelemes gytrti, amelynek legalabb két eleme van (miért?),
tehdt ahhoz, hogy beldssuk, hogy T'[x]/(m) test, elég ellendrizni, hogy minden nemnulla elemének van multipli-
kativ inverze (ugye?). Legyen tehat 0 # f € T[z]/(m), és keressiik f multiplikativ inverzét. Mivel m irreducibilis
ésmi f, ezért f L m (miért?). Az Tétel szerint ekkor f-nak valéban létezik multiplikativ inverze.

O

5.43. Példa. Az Példéban szerepld Zs[z]/(z? + z + 1) gytirt test, mert 2% + z + 1 irreducibilis Z felett (ugye?).
Persze a szorzoétablabdl is latszik, hogy minden nemnulla elemnek van multiplikativ inverze.

5.44. Példa. Az Példéban szerepls Zs[z]/(z3 + 2% 4+ 3) maradékosztaly-gytird nem test, mert z® + 22 + 3 nem
irreducibilis Zs felett: 23 + 2%+ 3 = (v — 1)(2% 4 22+ 2). Ebbdl a felbontéasbol az is kovetkezik, hogy x — 1 és 22 + 2x + 2
zérusosztok: x —1- 22 4+ 2x +2 = 0.

5.45. Példa. Az Példaban szerepls R[x]/(z? + 1) maradékosztaly-gytiri test, mert 2% + 1 irreducibilis R felett
(ugye?). Persze ez abbol is kivetkezik, hogy R[z]/(z? + 1) izomorf a komplex szamtesttel.

5.46. Allitas (ism.). Tetszoleges T testre és f € T[x] polinomra. ..
e deg f =1 esetén f irreducibilis T felett, és van gyoke T-ben;

e deg f € {2,3} esetén f pontosan akkor irreducibilis T felett, ha nincs gydke T-ben;
e deg f > 4 esetén ha f irreducibilis T felett, akkor nincs gyoke T-ben.

5.47. Megjegyzés (ism.). Az utolsod pontbeli implikaciéo megforditdsa nem igaz: ha deg f > 4, akkor dnmagéban az a
tény, hogy f-nek nincs gyoke T-ben még nem garantalja, hogy f irreducibilis T felett (keressiink példat!).

5.48. Tétel (ism.). Minden legalabb elstfokt komplex egyiitthatés polinomnak van gydke a komplex szamok testében.
5.49. Kovetkezmény (ism.). A komplex szamok teste felett pontosan az elséfoki polinomok irreducibilisek.

5.50. Kovetkezmény (ism.). Minden legalabb elssfokt komplex egyiitthatés polinom elséfoktt polinomok szorzatara
bomlik. Ha f = apa™ + - + a1z + a9 € Clz] (n > 1,a, # 0), akkor f-nek multiplicitassal szdmolva pontosan n
gyoke van. Ha ezek a gyokok ag,...,a, (mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a multiplicitasa), akkor f =
an(z — a1) - (x — ay). Ezt nevezziik a polinom gydktényezds felbontdsanak.

5.51. Tétel (ism.). Egy valos egyiitthatos polinom pontosan akkor irreducibilis a valos szamok teste felett, ha elséfoki,
vagy olyan masodfokd polinom, melynek nincs valés gyoke. Tehat az R feletti irreducibilis polinomok a kévetkezok:

e ar+b (a,beR,a#0);
e ar? +bx +c (a,b,c € R,a # 0,b% — dac < 0).
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Elemi tortekre bontas

5.52. Definicié. A T test feletti raciondlis torton S alaku formalis kifejezést értiink, ahol f,g € T[z] és g # 0. Minden

g
racionalis torthoz tartozik egy raciondlis tortfiiggvény (a két fogalom nem Osszekeverendd!). A T feletti racionalis
tortek halmazat T'(x) jeloli.

5.53. Definicié. A T test felett elemi tértnek (vagy parcilis tortnek) olyan racionalis tortet neveziink, amelyben a
nevezs T felett irreducibilis (f6)polinom hatvanya, és a szamlalo foka kisebb ezen irreducibilis polinom fokanal:

ik € T(z), ahol f,peT[z], k€N, pirreducibilis T felett, deg f < degp.
p

5.54. Tetel. Tetszbleges T test felett minden racionalis tort felirhato egy polinom és elemi tortek Gsszegeként.

5.55. Kovetkezmény. A komplex szamok teste felett minden racionalis tort felirhato egy polinom és véges sok
A

——— (A4,a€C, k€N)
(z +a)

alaku racionalis tort Osszegeként.

5.56. Kovetkezmény. A valds szamok teste felett minden racionalis tort felirhato egy polinom és véges sok
A Bz +C
2 (A4a€R keN), & —22TY  (BObceR, b —dc<0, kEN)
(z +a)k

(22 + bz + o)k
alaki racionalis tort Gsszegeként.

Irreducibilis polinomok a racionalis szamtest felett

5.57. Tétel (Rolle(?) tétele). Legyen f = a,z™ + -+ + a1z + ag egy tetszbleges egész egylitthatos polinom. Ha % egy
egyszerisithetetlen tort alakjaban felirt racionalis szam (azaz p,q € Z, ¢ # 0 és p L ¢q), akkor

f(%):() = q|anésp|ap.

Specialisan: egész egyiitthatos fépolinom racionalis gyokei mindig egész szamok.
Bizonyitas. Tth. f(%) =0, ahol p,q € Z, ¢ # 0 és p L ¢. Irjuk fel az f(g) helyettesitési értéket:

n n—1
f(g)=an~p7+an71-%+---+a1-£+ao=0-
q q q q

Mindkét oldalt ¢g™—mnel beszorozva azt kapjuk, hogy
n - p" + a1 p" g+ +arpg" " +ag-q" =0,

Pl
Itt az utolso kivételével minden tag oszthato p-vel, igy p | ao - ¢ (ugye?). Mivel p és ¢™ relativ primek (miért?), az
kovetkezik, hogy p | ag (miért?). Hasonléan (a fenti Osszeg els6 tagjat vizsgalva) belathato, hogy ¢ | a,, (HF). O

5.58. Példa. Keressiik meg az f = 22° 4+ 32* — 723 — 322 + 8z — 12 polinom racionalis gyokeit. Az Tétel szerint
minden racionélis gyok megkaphat6 p/q alakban, ahol ¢ | 2 és p | 12. Itt g-ra 4 lehetGség van, p-re pedig 12 lehetGség
van (ugye?), tehat elvileg 4 - 12 = 48 tortet tudnank felirni, de feltehetjiik, hogy ¢ > 0 és p L ¢ (miért?), igy ,csak” a
kovetkezs 16 szamot kell megvizsgalnunk: +1, +2, +£3, +4, +6, £12, :I:%7 :I:%. Egyenkeént behelyettesitve Sket (pl. Horner-
modszerrel), azt kapjuk, hogy —2 kétszeres gyok, % pedig egyszeres gyok, és ezeken kiviil méas racionélis gyok nincs. Ha
Horner-modszerrel dolgoztunk, akkor régton ki is tudjuk emelni a megfelel§ gyoktényezdket:

f= (e (-2) (2~ g)(gﬁ 2w 42) = (24220 — 3) (2 —a +1).

Mivel f minden raciondlis gyokét ,levalasztottuk” (a megfeleld multiplicitasokkal), az #2 — 2 + 1 polinomnak mar nincs

raciondlis gyoke (meg lehetne vizsgalni az m Tétellel, de felesleges). Masodfokt polinomok esetén a ,,gyoknélkiiliséghol”
kévetkezik az irreducibilitas (lasd az Tételt), ezért az 2% —z + 1 polinom irreducibilis Q felett, tehat a fenti felbontas
valojaban az f polinom irreducibilis faktorizacioja Q[x]-ben.

5.59. Tétel. Ha egy legalabb els6fokt egész egyiitthatos polinom nem bonthato fel néla kisebb fokszamu egész egyiitthatos
polinomok szorzatara, akkor Q felett sem bomlik igy fel, és viszont. Forméalisan: ha f € Z[z] és deg f = n > 1, akkor az
alabbi két allitas ekvivalens:

(1) Bg,h € Z[z] : f = gh és 0 < degg,degh < n;

(2) Bg,h € Q[z]: f =gh és 0 < degg,degh < n.

Bizonyitds. Az egyik irany teljesen trivialis (melyik az, és miért trivialis?), a masik viszont nehéz (Gauss kell hozzal), azt
nem bizonyitjuk. O
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5.60. Megjegyzés. A maésodik feltétel azzal ekvivalens, hogy f irreducibilis Q felett. Az els6 viszont nem ekvivalens
azzal, hogy f irreducibilis Z felett (miért?). Tehat a fenti tételt nem fogalmazhatjuk meg egyszertien tigy, hogy egy egész
egyiitthatos polinom akkor és csak akkor irreducibilis Z felett, ha irreducibilis Q felett.

5.61. Definicié. Azt mondjuk, hogy a p primszam pontos osztdja az a egész szamnak, ha a oszthatd p-vel, de p>-tel
mAar nem.

Jelblés. A pontos oszthatosagot || jeldli: p || a <= p|a és p?ta.

5.62. Tétel (Schénemann—Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium). Legyen f = a,2™ + -+ + a1z + a9 € Z[z]. Ha
létezik olyan p primszam amelyre

p'fana p|an—17"'7 p|(11, p||a07

akkor f irreducibilis a racionéalis szamok teste felett.

Bizonyitds. Tth. az f polinom egytitthatoira teljesiilnek a fenti oszthatosagi feltételek, de ennek ellenére f nem irreduci-
bilis Q felett. Ekkor léteznek olyan gi, hy raciondlis egytitthatos polinomok, amelyekre f = g1hy és 0 < deggyi,degh; <n
(miért?). Az . Tétel szerint vannak olyan g, h egész egyiitthatds polinomok, amelyekre f = gh és 0 < deg g,degh < n.
Legyen g = bpa® + -+ bz + by és h = cox’ + - + c12 + ¢, és irjuk fel sorra az f = gh egyenléség mindkét oldalanak
egylitthatoit. A konstans tag: ag = boco (ugye?), és tudjuk, hogy ez oszthato p-vel, igy p | bo vagy p | ¢o (miért?). Ha by is
és cp is oszthato lenne p-vel, akkor p? | ag, ami ellentmond a p || ag feltevésnek (ugye?). Tehat by és co koziil egyik oszthato
p-vel, a masik nem. Csak a p | by, p 1t co esetet vizsgaljuk; a maéasik eset hasonldé (HF). Az f = gh egyenlGségben az
els6foku tagok egyiitthatoi azt adjak, hogy a3 = bgey +bico. Mivel p | ag és p | bg, ebbdl kovetkezik, hogy p | bico (ugye?).
Feltettiik, hogy p 1 co, ezért p | by (miért?). Tehat mar tudjuk, hogy p osztja a g polinomban a by és by egyiitthatokat.
Nézziik most a masodfoku tagokat az f = gh egyenlGségben: as = bgco + bicy + bacg. Itt bacy kivételével minden tagrol
tudjuk mar, hogy oszthato p-vel, ezért p | bacy (ugye?). Ismét felhasznélva, hogy p 1 o, azt kapjuk, hogy p | by (miért?).
Most méar tudjuk, hogy p | by, b1, b2, és ebbdl a harmadfoki tagokat vizsgalva levezethetjiik, hogy p | bs:
P ‘ as = bpcs + bico + bacy + bzeg mg? p | bsco mg? | b3
Folytatva ezt a gondolatmenetet, sorra megkapjuk, hogy a bg,b1,...,b; egyiitthatok mind oszthatok p-vel. Az utolso
lépés igy fest:
Pl ar =bock +bick— 4 +brrer +brco T plbrey EE p| by

Neézziik végiil az n-edfoka tagot az f = gh egyenl6ségben: a, = bre, (ugye?). Mivel p | by, ez ellentmond a p 1 a,
feltevésnek, tehat az f felbonthatosagara vonatkozo indirekt feltevésiink helytelen volt. (Keresztkérdés: Hol hasznaltuk
ki, hogy 0 < degg,degh < n?) O

5.63. Példa. Az f = 32'%° — 102°° + 100z — 50 polinomra alkalmazhato a fenti tétel (a p = 2 primszammal), ezért f
irreducibilis Q felett.

5.64. Kovetkezmény. Minden n > 1 egész szamra létezik Q felett irreducibilis n-edfokt polinom.

Bizonyitds. Minden n € N esetén az 2™ + 2 polinom irreducibilis Q felett (miért?). O

5.65. Megjegyzés. A Schonemann-Eisenstein-tétel megforditasa nem igaz. Vagyis abbol, hogy nem létezik olyan p prim-
szam, ami teljesitené a megfelels oszthatosagi feltételeket, nem kdvetkezik, hogy a polinom nem irreducibilis (keressiink
ellenpéldat!). A megforditas helyett kovetkezzék inkabb a tétel ,titkorképe” .

5.66. Tétel (muivdtinl izstilidioubami slst-nistenszid—nnsmanédad). Legyen f = a,2" + -+ + a1x + a9 € Z[z]. Ha
létezik olyan p primszam amelyre p || an,p | an-1,...,p | a1,p 1 ag, akkor f irreducibilis a racionalis szadmok teste felett.

Szimmetrikus polinomok

5.67. Tétel (ism.). Legyenek az n-edfokt f = 2" +a,_12" ' +---+ajx+ag € C[z] f6polinom komplex gydkei a, ..., oy,
(mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a multiplicitasa). Ekkor fennéllnak az alabbi dsszefiiggések:
—Qp—1 = 01+ 02+ -+ ap;
(p—2 = 0102 + 0103 + - + Qp 10

—Qp—3 = Q10203 + Q10204 + - - - + Qp_20n_100;

n—1 .
(-1) a1 = Q1O+ Qp_2Q0p_1 + Q1Q2 - Qp_20n + -+ + Q23 -+ - Qp 10,

(—=D)"ap = arasas - ap_10u,.
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5.68. Megjegyzés (ism.). A fenti képleteket Viéte-formuldknak hivjuk. A k-adik sor bal oldalan (—1)¥a,,_ 4ll, a jobb
oldalon pedig az ag, ..., a, betlikbdl képezett Osszes k-tényez6s szorzat Osszege, tehat egy (Z)—tagl’l Osszeg. Formalisan:

k
(—1) Ap—k = E Qi Qg v oo Ol
1<61 <ip < <ip <n

5.69. Definicié. Adott T test feletti n-hatdrozatlani monomnak nevezziik az azt - - - z¥» alaka formalis kifejezéseket,

ahol 0 £ a €T és ky,...,k, € Ng. Az ilyen monomok véges 6sszegeit pedig T feletti n-hatdrozatlani polinomoknak
nevezzik.

Jel6lés. A T feletti n-hatarozatlant polinomok halmazat Tz, ..., z,] jeloli.

5.70. Tétel. A természetes modon definialt szorzassal és Osszeadassal T'[x1, ..., x,] integritastartomany.

5.71. Megjegyzés. Az n-hatarozatlant polinomok gyftirtjét lehetne rekurzivan is definialni: legyen

Tlx1,. .., zn]) = (T]x1, .., Zpn_1])[zn],
azaz a T[x1,...,T,_1] integritastartomany feletti (egyhatarozatlani) polinomgytrd.
5.72. Definicié. Az f € T[x1,...,z,] polinomot szimmetrikus polinomnak nevezziik, ha invarians a hatarozatlanok

Vr €St f(@1nye ooy Tng) = f(z1, ... 20).

5.73. Definicié. A k-adik n-hatarozatlani elemi szimmetrikus polinom az xq,...,x, hatarozatlanokbdl képezett
Osszes k-tényezds szorzatok Osszege (k= 1,...,n).

Jelolés. A k-adik m-hatarozatlanu elemi szimmetrikus polinomot oy, jeloli (az alaptest és n értéke altalaban vilagos a
szovegkornyezetbdl), tehat

op = E Tiy - Tiy oo Ty € Txe, ..., 2]
1<i1 <ig <+ <ip<n

5.74. Megjegyzés. Az elemi szimmetrikus polinomokkal mér talalkoztunk: segitségiikkel fejezhet6k ki egy komplex

egyiitthatos fépolinom egyiitthatoi a polinom gydkeibsl. Tehat a Viéte-formulak oy (asq, ..., a,) = (—1)*a,_;, alakban is
felirhatok.
5.75. Tétel. A szimmetrikus polinomok részgytriit alkotnak a T[z1,. .., z,] polinomgyrtben.

5.76. Tétel (a szimmetrikus polinomok alaptétele). Barmely szimmetrikus polinom felirhat6, mégpedig egyetlen modon,
az elemi szimmetrikus polinomok polinomjaként. Formalisan:

Vi eT[xy,. ..,z f szimmetrikus = Ih € T(x1,...,2,]: f = h(o1,...,00).

Algebrai és transzcendens szamok

5.77. Definicié. Az o komplex szamot algebrai szamnak nevezziik, ha gyoke valamely nemzéro racionalis egyiitthatos
polinomnak. A nem algebrai szamokat transzcendens szamoknak nevezziik.

5.78. Definicié. Ha f € Q[x] minimalis fokszami mindazon nemzéro racionalis egyiitthatos f6polinomok kozott, melyek-
nek « gyoke, akkor f-et az «a algebrai szam mainimadlpolinomgjdanak nevezziik.

5.79. Tétel. Algebrai szam minimélpolinomja mindig egyértelmiien meghatarozott, és irreducibilis a racionalis szamtest
felett. Tovabba, ha f € Q[z] olyan irreducibilis f6polinom melynek az « algebrai szam gyoke, akkor f megegyezik a
minimalpolinomjaval.

5.80. Tétel. Létezik transzcendens szam.

5.81. Megjegyzés. A fenti tételt a megfelel§ halmazelméleti ismeretek birtokaban nem nehéz bebizonyitani: komplex
szambol ,t6bb” van, mint algebrai szAmbol. (Az algebrai szamok halmaza megszamlalhatoan végtelen, C viszont kon-
tinuum szamossagu.) Ez egy an. nemkonstruktiv egzisztenciabizonyitds: igazolja, hogy van transzcendens szam (s6t, a
komplex (vagy valos) szamok ,tilnyomd tobbsége” transzcendens), de nem mutat egyetlen példat sem transzcendens szam-
ra. Nem konnyt feladat egy konkrét szamrol belatni, hogy transzcendens. Az ilyen bizonyitasok éltalaban azt hasznaljak
fel, hogy algebrai szamokat nem lehet nagyon jol kozeliteni racionalis szamokkal (lasd az m Tételt). Ez a diofantoszi
approzimdcio témakore: adott a valés szdmhoz szeretnénk olyan % kozelits tortet talalni (p,q € Z,q > 0,p L q), amelyre

|a — g’ kicsi, és ¢ nem tul nagy.

5.82. Tétel (Dirichlet approximacids tétele). Minden « valos szam és minden N természetes szam esetén van a-nak
olyan g kozelitése, amelyre
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5.83. Kovetkezmény. Ha « irracionalis szam, akkor végtelen sok olyan % kozelitése van, amelyre ‘oz —E

5.84. Allitas. Ha « racionalis szam, akkor csak véges sok olyan % kozelitése van, amelyre ‘04 — %‘ < 3.

5.85. Tétel (Hurwitz). Ha « irracionalis szam, akkor végtelen sok olyan ’ql kozelitése van, amelyre
1
Vg2

, akkor az allitas nem javithato: nem irhatunk a nevezébe semmilyen v/5-nél nagyobb szamot.

ozp‘<
q

1+v5

Ha o = -5

5.86. Tétel (Liouville, Thue, Siegel, Roth). Ha « irraciondlis algebrai szam és e > 0, akkor csak véges sok olyan g
kozelitése van, amelyre

P 1

o — 6 q2+5 .
5.87. Tétel. Az algebrai szdmok résztestet alkotnak a komplex szamok testében.

5.88. Tétel. Ha « algebrai szam és n > 2, akkor {/« is algebrai szam (a gydknek mind az n értékére).

5.89. Definicié. Az o komplex szamot gyokmennyiségnek nevezziik, ha megkaphaté racionalis szamokbol kiindulva a
négy alapmiivelet (6sszeadas, kivonds, szorzas, osztas) és egész kitevss gyokvonas véges szamu alkalmazasaval.

5.90. Kovetkezmény. A gyokmennyiségek algebrai szdmok.
5.91. Tétel. Van olyan algebrai szam, ami nem gyokmennyiség.

A fenti artatlannak latszo tételbdl kovetkezik, hogy nem minden egyenlet oldhaté meg gyokjelek segitségével. Az
otodfokn egyenletnek mar nincs altalanos megolddképlete, sét, példaul az z° — 4z + 2 = 0 egyenletnek még ,ad hoc”
megoldoképlete sincs, mert gyokei nem gyokmennyiségek.

5.92. Tétel. Az algebrai szamok teste algebrailag zart, azaz ha a € C gyoke a legalabb elséfoka f = apz™+-- -+ a1x+ag
polinomnak, ahol ag, ..., a, algebrai szamok, akkor a maga is algebrai szam.

6. Nevezetes szamelméleti problémak

Szamok felbontasa hatvanyok Gsszegére

6.1. Definicié. Az (2,y,2) € N? szamharmast pitagoraszi szamhdrmasnak nevezziik, ha 22 + y? = 22. Az (z,y, 2)
pitagoraszi szamhéarmas primitiv, ha Inko(z,y, z) ~ 1.

6.2. Megjegyzés. Tetszlleges (x,y, z) pitagoraszi szdmharmas esetén (x/d,y/d, z/d) primitiv pitagoraszi szaimharmas,
ahol d = Inko(z,y, z). Tehat elegendd a primitiv pitagoraszi szimharmasokat meghatarozni, mert ezekb6l minden pita-
goraszi szaimharmas megkaphato (egy konstanssal valo szorzassal).

6.3. Lemma. Primitiv pitagoraszi szamhéarmasban a tagok paronként is relativ primek.

Bizonyitds. Legyen (wx,y,z) primitiv pitagoraszi szimharmas, és legyen d = Inko(z,y). Ekkor d | z,y, és igy d? | 2%,y
(ugye?), tehat d? | 2% + y* = 22. Ebbdl kovetkezik, hogy d | z (miért?), azaz d osztja mindhdrom szdmot, vagyis
d | lnko(z,y, z) ~ 1 (hiszen (z,y, z) primitiv pitagoraszi szimharmas). Tehat d ~ 1, és ezzel belattuk, hogy x és y relativ
prim. Hasonléan igazolhato, hogy « L z ésy L z (HF). O

6.4. Lemma. Ha (z,y, z) primitiv pitagoraszi szamharmas, akkor x és y paritasa kiillonbozs, z pedig paratlan.

Bizonyitds. Paros szam négyzete nullat, paratlan szam négyzete pedig egyet ad maradékul 4-gyel osztva (miért?). Ezt
felhasznalva négy esetet kiilonboztethetiink meg;:

rmod2  ymod2 2% +3%=22mod4

0 0 0

1 1
1 0 1
1 1 2

Az utolsé eset lehetetlen, mert, ahogy fent megfigyeltiik, 22 csak nullat vagy egyet adhat maradékul 4-gyel osztva. Az
elss esetben x,y, z mind parosak, és ez ellentmond annak, hogy (z,y, z) primitiv pitagoraszi szamharmas. Tehat csak a
kozépss két eset fordulhat els, és éppen ezt kellett igazolnunk. ([
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6.5. Lemma. Ha U és V relativ prim természetes szamok, és UV négyzetszam, akkor U és V is négyzetszam.

Bizonyitds. Tekintsiik U és V primhatvanytényezds felbontasat: U = [[pf", V =] qf 7. Mivel U és V relativ prim, nincs
koz6s primosztojuk, vagyis az UV szorzat kiszdmitasakor nem lehet Gsszevonni azonos alapt hatvanyokat; UV primhat-
vanytényezds felbontasat egyszertien U és V felbontasat egymas mellé illesztve kapjuk: UV = [[pf - ]] qf . Tudjuk, hogy
UV négyzetszam, ezért primhatvanytényezss felbontasaban minden kitevd paros (miért?), azaz minden «; és minden §;
kitevs paros. Ez pedig azt jelenti, hogy U is és V is négyzetszam (ugye?). (]

6.6. Tétel. Legyen (x,y,z) primitiv pitagoraszi szamharmas, és tegyiik fel, hogy = péaros. Ekkor léteznek olyan wu,v
természetes szamok, melyekre
2 =+ (A)

Forditva, a fenti formulakkal definialt (z,y, z) szamharmas mindig primitiv pitagoraszi szamharmas.

u>v, uZv (mod 2), u Lwv, ésx=2uv,y=u?—0v

Bizonyitds. ElSszor azt mutatjuk meg, hogy minden primitiv pitagoraszi szamharmas elgall a fenti modon. Tth. (z,y, 2)
primitiv pitagoraszi szamharmas. A Lemma alapjan az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy = péaros, y
és z pedig paratlan. Fejezziik ki z-et a ,Pitagorasz-tételbsl” :

\2 z4+y z-—
Pyt =2 = 2? =2 =2+y)(z—y) = (§> :Ty?y
U %

A paritasokra vonatkozo feltevésiink miatt itt minden tort értéke egész szam (ugye?). Megmutatjuk, hogy U L V. Ha
kE|UV,akkor k |U+V =zés k|U—-V =y. Mivel z L y (miért?), ez csak k ~ 1 esetén lehetséges, tehat U és V
valoban relativ primek. A . Lemma szerint ekkor U és V is négyzetszam: U = u? és V = v2. Tudjuk, hogy u? —v% =y
(ugye?), és ez egy pozitiv paratlan szam, igy u > v és u Z v (mod 2). Lattuk, hogy U L V, és ebbdl kévetkezik, hogy u
és v is relativ prim (miért?). A @—beli utolsé harom egyenlGség u és v definiciojabol konnyen levezethetd:

2
(g) =UV =u*? = z = 2w, w—0?=U—-V =y, W4+ =U+V =2

A masik irany igazolasdhoz tegyiik fel, hogy @ teljesiil. Az 22 + y? = 22 egyenléséget egyszert szamolas mutatja:
22+ 12 = dut? + (02 — 02)? = ut + 2u20? + ot = (W +0?)? = 22,
Ezzel belattuk, hogy (z,y, z) pitagoraszi szamharmas. A szdmhéarmas primitivségéhez elegendd azt belatni, hogy y L z

(ugye?). Ha k | y,2, akkor k | z +y = 2u? és k | z —y = 20%. Mivel u L v, ez csak k ~ 1,2 esetén lehetséges (miért?).
Node y (és z is) paratlan (miért?), tehat k ~ 2 lehetetlen, azaz y L 2. O

6.7. Tétel (Fermat). Az 2* + y* = 2* egyenletnek nincs pozitiv egészekbdl 4ll6 megoldasa.

6.8. Tétel (nagy Fermat-tétel, Wiles és Taylor). Ha n > 3, akkor az 2™ + y" = 2" egyenletnek nincs pozitiv egészekbdl
all6 megoldasa.

6.9. Lemma. Ha m és n el6all két négyzetszam Osszegeként, akkor mn is elsall.

Bizonyitds. Tth. m = a? + b% és n = 2 + d?. Egyszer( szdmolas mutatja, hogy ekkor mn is felirhaté két négyzetszam
Osszegeként:
mn = (a® 4+ b%) (¢ + d*) = (ac — bd)* + (ad + bc)?. O

6.10. Lemma. A 4k + 1 alaka primszamok elGallnak két négyzetszam Osszegeként, a 4k + 3 alaki primek viszont nem.

6.11. Tétel (Fermat-féle kétnégyzetszam-tétel). Pontosan azok a szamok allnak els két négyzetszam Osszegeként,
amelyek primfelbontasaban a 4k + 3 alaka primek péros kitevivel szerepelnek.

6.12. Tétel (Lagrange-féle négynégyzetszam-tétel). Minden természetes szam el6all négy négyzetszam osszegeként.

6.13. Megjegyzés. Lagrange tétele éles abban az értelemben, hogy harom négyzetszam Osszegeként nem lehet minden
természetes szamot elGallitani (keressink ellenpéldat!). A természetes szamok hatvanyosszegekként valo elGallitasaival
kapcsolatos problémakat 6sszefoglaldé néven Waring-problémakornek szokas nevezni. Edward Waring X VIII. szazadi angol
matematikus Meditationes Algebraicae c¢imd mtivében azt allitotta (bizonyitas nélkiil), hogy minden szam eldallithato
kilenc kobszam Gsszegeként, illetve tizenkilenc negyedik hatvany Osszegeként. Ezek az allitasok helyesnek bizonyultak, de
csak a huszadik szazadban taldltak rajuk bizonyitast.

Altalaban g(k) jeldli azt a legkisebb szadmot, amelyre igaz az, hogy minden természetes szam eléallithaté g(k) darab
k-adik hatvany Osszegeként. Az elézGek alapjan tehat g(2) =4, ¢9(3) < 9,g(4) < 19, és példak mutatjak, hogy 8 kéb, illetve
18 negyedik hatvany nem mindig elég, tehat g(3) =9 és g(4) = 19. A g(k) szamok meghatéarozasa igen nehéz probléma,
még az sem vilagos, hogy egyaltalan léteznek minden & eseténﬁ ezt Hilbert igazolta 1909-ben. Van egy feltételezett képlet
is a g(k) szamokra; bizonyitott tény, hogy ez a képlet legfeljebb véges sok k-ra nem helyes, és altalanosan elfogadott az a
sejtés, hogy valojadban minden k-ra érvényes:

k 3

§Mit jelentene az, hogy g(k) nem létezik?
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Primszamok

6.14. Tétel (Euklidész). Végtelen sok primszam van.

Bizonyitds. Tth. véges sok primszam van; legyenek ezek pi,...,pn, és legyen N =p;-...-p, +1. Mivel N > 1, van
primosztdja. Node N nem oszthato a pq,...,p, szamok egyikével sem (ugye?). Tehat, feltevésiinkkel ellentétben, van
még tovabbi prim a pq,...,p, szdmokon kiviil. (I

6.15. Tétel. Végtelen sok 4k — 1 alakt primszam van.

Bizonyitds. Tth. p1,...,p, az Osszes 4k — 1 alaka prim, és legyen N =4-p; -...-p, — 1. Mivel N > 1, van primosztoja.
Node N nem oszthato a pi,...,p, szdmok egyikével sem (ugye?), tehat minden primosztoja 4k + 1 alaka. Eszerint N
elgall 4k + 1 alaka szamok szorzataként, és igy maga is 4k + 1 alaka (miért?). Ez ellentmondas, hiszen szemlatoméast

= —1 (mod 4). O

6.16. Teétel. Végtelen sok 4k + 1 alaktl primszam van.

6.17. Tétel (Dirichlet tétele). Ha egy nemkonstans szamtani sorozat kezdétagja és differencisja egymashoz relativ prim,
akkor a szamtani sorozatban végtelen sok primszam talalhaté.

6.18. Tétel (Csebisev tétele). Barmely szam és a kétszerese kozott van primszam. Pontosabban: minden n természetes
szamhoz létezik olyan p primszam, amelyre n < p < 2n.

6.19. Tétel. A szomszédos primek kozott tetszélegesen nagy hézagok talalhatok. (Azaz minden N € N esetén lehet
talalni N egyméast kovets Osszetett szamot.)

Bizonyitds. Ha n > 2, akkor az n! 4+ 2, n! + 3,...,n! + n szdmok mind &sszetettek, hiszen k valodi osztoja az n! + k
szdmnak minden k € {2,...,n} esetén (miért?). Ez n— 1 egymast kovets Osszetett szam, és itt n tetszdlegesen nagy lehet.
(Ha N egymaést kovets Osszetett szamot akarunk talalni, akkor az n = N 4 1 értékkel kell felirni a konstrukciot.) O

6.20. Definicié. ITkerprimnek neveziink két primszamot, ha kiilonbségiik 2.

6.21. Megjegyzés. Azt sejtik, hogy végtelen sok ikerprim van. Yitang Zhang 2013 aprilisiban bebizonyitotta, hogy
létezik olyan K korlat, amelyre végtelen sok olyan primpér létezik, ahol a két tag kiilonbsége legfeljebb K (K = 70000 000
értékre, de ezt késGbb levittek K = 246-ra).

6.22. Tétel. A primszamok reciprokaibol alkotott sor divergens, azaz Z% = 0.
P

6.23. Megjegyzés. Ez a tétel durvan fogalmazva azt allitja, hogy ,sok” primszam van. Ismert tény, hogy ,kevés” paratlan
tokeéletes szam, illetve ,kevés” ikerprim van (ebbdl persze még nem deriil ki, hogy végtelen sok van-e belsliik).

6.24. Megjegyzés. A Z% harmonikus sor lassan divergil, a Z% primharmonikus sor még lassabban. Péld4ul
D p<i01s % < 4 (ez kb. a sor elsé huszonnégybillidrd tagja).

6.25. Tétel. Az n-edik primszam nem nagyobb, mint 22" .

Bizonyitds. Legyen p1,pa, ... a primek sorozata (névekvs sorrendben). Euklidész gondolatmenete szerint (lasd a Té-
tel bizonyitasat) az N = p; - ... p, + 1 szdmnak van olyan p primosztdja, amelyre p ¢ {p1,...,pn} teljesiil. Ekkor tehat
Pl <P<p1-...-pp+1 (miért?), azaz

Pn+1 <p1-...-pn+ 1 (EU)
Ezt az egyenlGtlenséget hasznalva teljes indukcioval bizonyitjuk, hogy p, < 22" A kezddlépés: az n = 1 esetben
p1=2<22"" =22° =21 Az indukciés lépéshez tfh.

21—1 22—1 271—1
p1r <2 [ pa<2® L. pn<2 . (IH)
Azt kell megmutatnunk, hogy p,1 < 22" (ugye?). Ehhez becsiiljiik p,, 1-et az (EU) és egyenlGtlenségek segitségével:
(EV) (=) - ne ne "
Prst < Pree..oppbl < 22702 92" g gl 2 T 02"
Azt kaptuk tehat, hogy p,41 < 22" ' 4 1, ez pedig (sokkal) kisebb, mint 22" = 22" 1 4 22"~1 (ugye?). O

6.26. Definicié. A primszamok eloszlasanak pontosabb vizsgalatanal hasznos a m(z) fiiggvény, az ugynevezett prim-
szamlalo fliggvény, amely megadja az x pozitiv valés szamnal nem nagyobb primek szamat:

m(x) = Z 1.

p<z
6.27. Tétel (primszamtétel). A 7(x) primszamlalo fliggvény aszimptotikusan ekvivalens az 10295 fiiggvénnyel, azaz
m(x
lim ¥ =1
Tr—r00 .
logz
6.28. Kévetkezmény. Az n-edik primszam aszimptotikusan nlogn, azaz lim,, o, —£2— = 1.

nlogn



