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Definicio.

Az (x,y,z) € N3 szdmharmast pitagoraszi szamharmasnak nevezziik,
ha x>+ y?> = 22, Az (x,y, z) pitagoraszi szimhdrmas primitiv, ha

Inko (x,y,z) = 1.

Megjegyzés.

Tetsz8leges (x, y, z) pitagoraszi szimhdrmas esetén (x/d,y/d,z/d)
primitiv pitagoraszi szdmharmas, ahol d = Inko (x, y, z). Tehdt elegendd
a primitiv pitagoraszi szamharmasokat meghatarozni, mert ezekbdl

minden pitagoraszi szimharmas megkaphatd (egy konstanssal valé
szorzassal).

Példa.
> (3,4,5)
> (5,12,13)
> (8,15,17)
> (7,24,25)
>



Lemma.
Primitiv pitagoraszi szamharmasban a tagok paronként is relativ primek.

Bizonyitas.
Legyen (x, y, z) primitiv pitagoraszi szimhdrmas, d := Inko (x, y).
d|x,y = d?|x?y?
= d? | x>+ y? =22
= d|z
= d | Inko(x,y,z)
= d~1
— xly

Hasonléan igazolhatd, hogy x L. zésy | z.



Lemma.
Ha (x,y, z) primitiv pitagoraszi szimharmas, akkor x és y paritdsa
kiilonb6z6, z pedig pératlan.

Bizonyitas.
Paros szam négyzete nullat, paratlan szdm négyzete pedig egyet ad
maradékul 4-gyel osztva. Ezt felhasznalva ...

x mod 2 y mod?2 x? + y? = 22 mod 4

0 0 0 4
0 1 1 v
1 0 1 v
1 1 2 4



Lemma.
Ha UV négyzetszam és U L V, akkor U és V is négyzetszam.

Bizonyitas.
Egy természetes szam akkor és csak akkor négyzetszam, ha
primhatvanytényezds felbontasdban minden prim paros kitevével szerepel.

Tegyiik fel, hogy UV négyzetszam és U 1 V. Legyen p egy tetszOleges
primszam. Mivel UV négyzetszam, p kitevéje UV primfelbontdsdban
paros, mondjuk 2k.

Az U és V szdmok koziil csak az egyik lehet p-vel oszthatd, mert U L V.
Tehdt p kitevéje U és V primfelbontdsdban 2k, illetve 0 (vagy forditva).

Ezzel belattuk, hogy U-ban is és V-ben is minden prim paros kitevovel
szerepel, igy tehdt U és V is négyzetszam. OJ



Tétel.
Legyen (x, y, z) primitiv pitagoraszi szimhdrmas, és tegyiik fel, hogy x
paros. Ekkor |éteznek olyan u, v természetes szamok, melyekre

x:2uv,y:u2—v2,z:u2+v2, és
u>v, uZv (mod2), Inko(u,v) =1

Forditva, a fenti formuldkkal definidlt (x, y, z) szdmhdrmas mindig
primitiv pitagoraszi szamhdarmas.



Példa.

Néhany kis u, v értékkel adédé primitiv pitagoraszi szamharmas:

u v x y z
2 1 4 3 5
3 2 125 13
4 1 8 15 17
4 3 24 7 25
5 4 40 9 41
5 2 20 21 29

Tétel (Fermat, 1640).

Az x* + y* = z* egyenletnek nincs pozitiv egészekbél allé megoldasa.

Tétel (nagy Fermat-tétel, Wiles és Taylor, 1993-95).

Ha n > 3, akkor az x” + y" = z" egyenletnek nincs pozitiv egészekbdl
allé megoldasa.



Lemma.
Ha m és n el6all két négyzetszam Osszegeként, akkor mn is elGall.

Bizonyitas.
mn = (a® + b%) (¢* + d?) = (ac — bd)? 4 (ad + bc)? O
Lemma.

A 4k + 1 alaki primszédmok el6dlinak két négyzetszam Osszegeként,
a 4k + 3 alakd primek viszont nem.

Tétel (Fermat, 1640; Girard, 1625).

Pontosan azok a szamok 4llnak el6 két négyzetszam Osszegeként, amelyek
primfelbontdsdban a 4k + 3 alak( primek péros kitevével szerepelnek.

GER
153 =32.17=3%. (2 +1%) = (3-4)°+ (3-1)> =122+ 32

2173 = 41-53 = (4% +5%) - (22 +7?) =27% +38% = 182 + 432



Tétel (Lagrange, 1770).

Minden természetes szam elGall négy négyzetszam osszegeként.

Megjegyzés.

Lagrange tétele éles abban az értelemben, hogy harom négyzetszam
Osszegeként nem lehet minden természetes szdmot el8éllitani (keressiink
ellenpéldat!).

A természetes szamok hatvdnydsszegekként vald eldallitdsaival
kapcsolatos problémakat 6sszefoglaléd néven Waring-problémakdrnek
szokas nevezni.

Edward Waring XVIII. szdzadi angol matematikus Meditationes
Algebraicae cim{i m{ivében azt 3llitotta (bizonyitds nélkiil), hogy minden
szam el6dllithaté kilenc kobszdm Osszegeként, illetve tizenkilenc negyedik
hatvany 6sszegeként. Ezek az allitdsok helyesnek bizonyultak, de csak a
huszadik szazadban taldltak rajuk bizonyitast.



Megjegyzés (folyt.).
Altaldban g (k) jeldli azt a legkisebb szamot, amelyre igaz az, hogy

minden természetes szam el6allithaté g (k) darab k-adik hatvany
Osszegeként.

Az el6z6ek alapjan tehdt g (2) = 4,g(3) <9, g (4) <19, és példak
mutatjak, hogy 8 kob, illetve 18 negyedik hatvdny nem mindig elég,
tehdt g (3) =9 és g (4) = 19.

A g (k) szdmok meghatdrozdsa igen nehéz probléma, még az sem
vildgos, hogy egyaltalan léteznek minden k-ra, bar ezt mar Waring is
sejtette. Hilbert igazolta Waring sejtését, és van egy feltételezett képlet is
a g (k) szdmokra:

g (k) =2+ BH -2

Bizonyitott tény, hogy ez a képlet legfeljebb véges sok k-ra nem helyes, és
altaldnosan elfogadott az a sejtés, hogy valéjdban minden k-ra érvényes.



Tétel.
Végtelen sok primszam van.

Bizonyitas.

Tth. p1,...,pn az Osszes prim, és legyen N = p; - ... p, + 1. Mivel

N > 1, van primosztéja. Node N nem oszthaté a pi, ..., p, szdmok
egyikével sem! O
Tétel.

Végtelen sok 4k — 1 alakd primszam van.

Bizonyitas.

Tth. p1,...,pn az Osszes 4k — 1 alakd prim, és legyen
N=4-p;-...-pp—1. Mivel N > 1, van primosztéja. Node N nem
oszthatd a pi, ..., pp szamok egyikével sem, tehdat minden primosztdja
4k + 1 alakd. Eszerint N el6all 4k + 1 alakd szamok szorzataként, és igy
maga is 4k 4 1 alakd. O

Tétel.
Végtelen sok 4k + 1 alakt primszam van.



Tétel (Dirichlet, 1837).

Ha egy nemkonstans szdmtani sorozat kezdétagja és differencidja
egymashoz relativ prim, akkor a szdmtani sorozatban végtelen sok
primszam taldlhatd.

Tétel (Csebisev, 1850).

Barmely szdm és a kétszerese kozott van primszam. Pontosabban:
minden n természetes szamhoz létezik olyan p primszam, amelyre
n<p<2n.

Tétel.

A szomszédos primek kozott tetszolegesen nagy hézagok taldlhatdk.
(Azaz minden n € IN esetén lehet taldlni n egymast kovetd Gsszetett
szamot.)

Bizonyitas.
Ha n > 2, akkor az n! +2, n!'+ 3, ..., n' + n szdamok mind Osszetettek
(miért?). Ez n — 1 egymdst kovetd Osszetett szam.



Definicid.
Ikerprimnek neveziink két primszamot, ha kiilonbségiik 2.

Megjegyzés.

Azt sejtik, hogy végtelen sok ikerprim van. Yitang Zhang 2013
aprilisdban bebizonyitotta, hogy létezik olyan K korlat, amelyre végtelen
sok olyan primpar létezik, ahol a két tag kiilonbsége legfeljebb K

(K = 70000000 értékre, de ezt azéta levitték 246-ra).

Tétel. )
Az n-edik primszam nem nagyobb, mint 22" "



Definicid.

A primszamok eloszldsdnak pontosabb vizsgélatdnal hasznos a 77 (x)
fuggvény, az Ggynevezett primszamlalé fiiggvény, amely megadja az x
pozitiv valés szamnal nem nagyobb primek szdmat:

m(x)=) 1

p<x

Tétel (primszamtétel, Hadamard és de la Vallée-Poussin,
1896).

A 7 (x) primszdml&lé fiiggvény aszimptotikusan ekvivalens az @
figgvénnyel, azaz

Kovetkezmény.

Az n-edik primszam aszimptotikusan nlog n, azaz
Pn

lim =1
n—c nlogn




Allitas.
AYS % harmonikus sor divergens, mig a Y n; % sor konvergens.
Tétel.
A primszamok reciprokaibdl alkotott sor divergens, azaz
1

D

p p
Megjegyzés.
Ez a tétel durvan fogalmazva azt éllitja, hogy ,sok” primszam van
(négyzetszambdl viszont a fenti &llitds szerint ,kevés” van).

Ismert tény, hogy ,kevés" paratlan tokéletes szam, illetve , kevés” ikerprim
van (ebbdl persze még nem deriil ki, hogy végtelen sok van-e beléliik).

Megjegyzés.

A harmonikus sor lassan divergdl, a primszamok reciprokaibdl alkotott sor
még lassabban. Példaul }_, s % < 4 (ez kb. a sor elsé
huszonnégybilliard tagja).
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