Szimmetrikus polinomok




Ha az f = x2 — 4x + 10 € C [x] polinom gydkei a1 és ap, akkor
x> —4x+10 = (x —a1) (x —a2) =x%— (@1 + a2) x + aqz,
kovetkezésképp

a1 +ar =4 és waijar = 10.

Ezek segitségével a gyokok sokféle kifejezését meghatarozhatjuk a gyokok
kiszdmitasa nélkiil:

(a1 +1)(a2+1) =axqp+a1+a2+1=10+4+1=15

1,1 _mtay 4
= =10~

2
a1 1%} LaN:%) 5

0?4 a3 = (a1 4 a2)® — 20100 = 42 —2.10 = —4
W3 +a3 = (a1 +a)® — 3adar — 30143

= (0(1 + 0(2)3 — 3w100 (0&1 + 0(2)

=43-3.10-4= —56



Ha az f = x3 + 4x? +5x + 2 € C [x] polinom gydkei a1, ap és a3, akkor

X3 4% F5x+2 = (x —a1) (x —a2) (x — a3) =

=x3— (0(1 —+ oo + 0(3) x? + (0(10(2 + a3 + 062063) X — K102 K3,
kovetkezésképp

a1+ ar + a3 = —4, a0 + o3 + aonz =5, K103 = —2.

Ezek segitségével a gyokok sokféle kifejezését meghatarozhatjuk a gyokok
kiszamitasa nélkiil:

1, 1 4 1 _ maptajaztagws
061+1X2+063 - 1003 -

Nl

5 _
—2 —

a3 +o3+af = (01 4+ ap + a3)® — 2 (0100 + 1003 + apa3) = (—4)° —2-5=6
o +ad+ad = (a1+az+a3)’ —3 (a1 +az+as) (mag + aras + apnz)

+3n10003
= (—4)°®-3-(—4)-(5)+3-(-2)=-10



Ha az f = x3 + 4x? +5x + 2 € C [x] polinom gydkei a1, ap és a3, akkor
a1+ ar + a3 = —4, a0 + o3 + aonz =5, a10on3 = —2.
Ezek segitségével a gyokok sokféle kifejezését meghatarozhatjuk a gyokok
kiszamitdsa nélkdl:
(a1 — a2) (w1 — a3)® (w2 —a3)” =
= 18 (a1 + o + a3) (w142 + w103 + wpa3) agaons3
+ (a1 + a2 + a3)? (v + ara3 + aonz)® — 27 (aa0a3)?
— 4 (a1 + ao + a3)> agaoaz — 4 (agap + agaz + asag)’
—18-(—4)-5-(=2)+ (—4)*-52 =27 (=2)> —4-(—4)3. (—2) —4-53

=0



Ezekben a kifejezésekben az a kozos, hogy szimmetrikusak, azaz invaridnsak a1, ao,
a3 minden permutdcidjdra. Mivel a Viete-formuldkban szereplé a1 + ap + a3,

w10 + wqa3 + aonz és wyaons szimmetrikusak, nem meglepd, hogy minden amit
bel6liik fel tud(t)unk épiteni, szintén szimmetrikus.

Tétel.
Legyenek az n-edfokti f = x" + ap,_1x" "1+ -+ + a;x + ag € C [x] fSpolinom
komplex gydkei a1, ..., «, (mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a

multiplicitdsa). Ekkor fennillnak az aldbbi &sszefiiggések:

—ap—1=0a1+a2+ -+ ap;
ap—2 = X102 + A1X3 + -+ -+ Ap_1&p;
—ap-3 = K103 + X 0K4 + - -+ + Kp_2Kp_1&p,

n—1
(=1)" Tar =wiao - kpplp_1 FX1XD - Kp_p&p + -+ X2AZ - Ky 1&p;
(—1)" ag = K123 -~ Kp_1&p.



Megjegyzés.
A fenti képleteket Viete-formuldknak hivjuk. A k-adik sor bal oldaldn (—1)k an—k
all, a jobb oldalon pedig az a1, ..., a, betlikbdl képezett Osszes k-tényezds szorzat

Osszege, tehat egy (j)-tagl Gsszeg. Formdlisan:

k
(=) ap—k = E Qjy = Wy oo
1<ii<ip<-<ik<n

Még formdlisabban:



Definicid.

Adott T test feletti n-hatarozatlani monomnak nevezziik az ax{‘1 .- -x,’f" alaka
formalis kifejezéseket, ahol 0 £ a € T és ki,..., kn € INp. Az ilyen monomok
véges Osszegeit pedig T feletti n-hatarozatlani polinomoknak nevezziik.

Jelolés.

A T feletti n-hatdrozatland polinomok halmazat T [xg, ..., xp] jeldli.
Tétel.

A természetes médon definidlt szorzdssal és bsszeaddssal T [xi, ..., Xp|

integritastartomany.

Megjegyzés.

Az n-hatdrozatlani polinomok gyliriijét lehetne rekurzivan is definidlni: legyen
Tlxt,eoooxn] = (T [X1,- o Xn=1]) [Xa] ,

azaz a T [x1,...,Xxp—1] integritdstartomdny feletti (egyhatarozatlanu)

polinomgylirii.



Példa.

f= 7X12X3 . 2x1x2x§l + Ix1x0 — 3x12x2X32 + x1x2x:,? = 2x12—|—

5X1X22X3 — X12X2X3 — 6x1x3 + 2x32 + x1x§ + 4X22x§ +8 € R[x1,x2 x3]
f= X12 . (—3xzx§ — Xxox3 + Tx3 — 2) +

X1 (5X22X3 — 2xzx3‘,1 + X2X33 + 9x> + x32 — 6X3) +
(4x3x3 4 2x2 + 8) € R [x2, x3] [x1]
(X2 (—3x3 — x3) + (7x3 — 2))—!—
X1 - (X (5x3) — x2 (2X§1 +x§’ + 9) + (x% — 6X3))+

(4

X5 (4X32) + (2x§ + 8)) € R [x3] [x2] [x1]



Definicié.
Az f € T [x1,..., xn] polinomot szimmetrikus polinomnak nevezziik, ha invaridns
a hatarozatlanok minden permutacidjara, azaz

Ve Sy f (X, i Xnm) =F (x1,...,Xn) .

Definicié.
A k-adik n-hatarozatlani elemi szimmetrikus polinom az xi,..., xp
hatdrozatlanokbdl képezett sszes k-tényezds szorzatok Gsszege (k =1,...,n).

Jelodlés.
A k-adik n-hatdrozatland elemi szimmetrikus polinomot oy jeldli (az alaptest és n
értéke altalaban vildgos a szévegkdrnyezetbdl), tehat

o, = Z Xiy * Xip = e oot Xjy = Z HX,‘ GT[Xl,...,Xn].

1<ih<ip<--<ik<n Ig{l ,,,,, n} iel
\

Megjegyzés.

Az elemi szimmetrikus polinomokkal mar taldlkoztunk: segitségiikkel fejezhetdk ki
egy komplex egyiitthatds fopolinom egyiitthatdi a polinom gyokeibdl. Tehat a
Vigte-formuldk oy (a1, ..., an) = (—1)% a,_ alakban is felirhatdk.



Példa.

Az elemi szimmetrikus polinomok n = 2 esetén:

01 = X1+Xxo
0 = X1X2
Példa.
Az elemi szimmetrikus polinomok n = 3 esetén:
L= X1+Xx+x3
0y = X1X2 + X1X3 + X2X3
03 = X1X2X3
Példa.
Az elemi szimmetrikus polinomok n = 4 esetén:
1= X1+x2+x3+x4
02 = X1Xo + X1X3 + X1X4 + XoX3 + XoXa4 + X3X4
03 = X1X2X3 + X1Xo0X4 + X1X3X4 + X2X3X4

04 =  X1X2X3X4



Tétel.
A szimmetrikus polinomok részgyiiriit alkotnak a T [x1, ..., Xn] polinomgyiiriiben.

Tétel (a szimmetrikus polinomok alaptétele).

Bdrmely szimmetrikus polinom felirhaté, mégpedig egyetlen mddon, az elemi
szimmetrikus polinomok polinomjaként. Formalisan:

Ve Txt,....xn|: f szimmetrikus => 3the€ T [x1,...,xp|: f =h(01,....00).

Példa.

Fejezziik ki az f = (x3 + 1) (x2 + 1) polinomot az elemi szimmetrikus polinomok
polinomjaként.

a+1l)e+l)=xet+xxt+xx+l=0n+0+1=h(o,0),
ahol h=x +x1 + 1.
Példa.

Fejezziik ki az f = (x3 — x2)2 polinomot az elemi szimmetrikus polinomok
polinomjaként.

(Xl — X2)2 = (Xl +X2)2 —Ax1x0 = 0’12 —40 = h (01, (72),

ahol h = X12 —4x5.



Példa.
Fejezziik ki az f = X13 + xg’ —|—x33 € R [x1, x2, x3] polinomot az elemi szimmetrikus
polinomok polinomjaként.
Mivel f homogén harmadfoki polinom, a felirdsdban csak Uf, 0102 és 03
szerepelhet:

f:A~af+B-(71(72+C~a3.

Uf’ = (x1 +X2+X3)3

= Xf + 3X12X2 + 3X12X3 + 3X1X22 + 6x1x0x3 + 3X1X§ + X;’ + 3X22X3 + 3X2X§ + Xg’

(Xf + xg’ + x33) +3 (x12x2 + x1x22 + X12X3 + x1x32 + X22X3 + x2x32) + 6x1X0x3

= (xf’—l—---)+3(x12X2+---)—|—6x1XQX3

0102 = (x1+ x2 + x3) (X1x2 + x1x3 + X2X3)

= xZxp + X2x3 + x1x5 + X165 + x3x3 + x2x5 + 3x1x03

(X2x0 4+ x1%3 + X2x3 + x1X3 + X3x3 + x2x3 ) + 3x1%0%3

= (x12x2 + .- ) + 3x1x0x3

03 = X1X2X3



Példa.

Fejezziik ki az f = X13 —|—X§’ + X:,::’ R [Xl, Xg,X3] polinomot az elemi szimmetrikus
polinomok polinomjaként.

Mivel f homogén harmadfokd polinom, a felirdsaban csak (Tf, 010 és 03

szerepelhet:
f:A~Uf+B-0102+C~03.

(713: 1-(X13+---) —0—3-(X12X2+~~~) +6 - x1x0X3
0103 = 1~(x12x2+~--) +3 - x1X0x3

03 = 1 * X1X2X3



Példa.
Fejezziik ki az f = X13 —|—X§’ + X:,::’ R [Xl, Xg,X3] polinomot az elemi szimmetrikus
polinomok polinomjaként.
Mivel f homogén harmadfokd polinom, a felirdsaban csak (Tf, 010 és 03
szerepelhet:

f:A~Uf+B-0102+C~03.

A'Uf: A'(Xf’-i-"') +3A~(X12X2+~--) +6A - x1x0x3
B~0'10'2 = B (X%X2+) +3B‘X1X2X3
C-o3= C - x1x0x3

cél: 1-(Xf’+-~~) +0~(X12X2+~--) 40 - x1x0x3



Példa.

Fejezziik ki az f = X13 —|—X§’ + X:,::’ R [Xl, Xg,X3] polinomot az elemi szimmetrikus
polinomok polinomjaként.

Mivel f homogén harmadfokd polinom, a felirdsaban csak (713, 010 és 03

szerepelhet:
f:A~¢Ti°’+B-0102+C~03.

A 3A 6A
B 3B
C

cél: 1 0 0



Példa.
Fejezziik ki az f = X13 —|—X§’ + X:,::’ R [Xl, Xg,X3] polinomot az elemi szimmetrikus
polinomok polinomjaként.
Mivel f homogén harmadfokd polinom, a felirdsaban csak (Tf, 010 és 03
szerepelhet:

f:A~Uf+B-0102+C~03.

Egy linearis egyenletrendszert kaptunk az A, B, C egyiitthatdkra:



Példa.

Fejezziik ki az f = X13 —|—X§’ + X:,::’ R [Xl, Xg,X3] polinomot az elemi szimmetrikus
polinomok polinomjaként.

Mivel f homogén harmadfokd polinom, a felirdsaban csak (713, 010 és 03

szerepelhet:
f:A~¢Ti°’+B-0102+C~03.

Egy linearis egyenletrendszert kaptunk az A, B, C egyiitthatdkra:

1 0 0|1
31 010
6 3 1|0

Ennek van megolddsa (akdrmi is van a jobb oldalon), mert a métrixa triangularis,
és a f6atlén nulldtdl kiillonbézé szdmok vannak.



Példa.

Fejezziik ki az f = X13 —|—X§’ + X:,::’ R [Xl, Xg,X3] polinomot az elemi szimmetrikus
polinomok polinomjaként.

Mivel f homogén harmadfokd polinom, a felirdsaban csak (Tf, 010 és 03

szerepelhet:
f:A~Uf+B-0102+C~03.

Tehit f =03 — 30102+ 303 = h(01,02,03), ahol

h = X13 — 3x1x0 + 3x3.



Példa.
Fejezziik ki az f = Xf —|—X§ + Xg R [Xl, Xg,X3] polinomot az elemi szimmetrikus
polinomok polinomjaként.
Mivel f homogén negyedfokti polinom, a felirdsaban csak o7, 0202, 03 és 0103
szerepelhet:

f:A~Uf+B-01202+C-a§+D~0103.

B () (Bt ) 46 (A3 ) +12 (st - -)
0'12(72: (Xf’x2+---)+2(x12x22+---) +5(x12XQX3+--~)
3= (B3 +-) +2(xBxaxst o)

0103 = (X12X2X3+"-)



Példa.
Fejezziik ki az f = Xf —I—xﬁL + Xg R [Xl, Xg,X3] polinomot az elemi szimmetrikus
polinomok polinomjaként.
Mivel f homogén negyedfokti polinom, a felirdsaban csak o7, 0202, 03 és 0103
szerepelhet:

f:A~Uf+B-01202+C-a§+D~0103.

A-of = A(Xf—i----)+4A(Xfxz+---)+6A(X12X22—0—~~~)+12A(X12X2><3+---

B-0'1202: B(xf’x2+~~~)+2B(x12x22+-~) +58(x12XQX3+~~~
C.03 = CBE+--) +2C (xBaxg + - -

D-oy03 = D(X12X2X3—|—~~~



Példa.
Fejezziik ki az f = Xf —I—xﬁL + Xg R [Xl, Xg,X3] polinomot az elemi szimmetrikus
polinomok polinomjaként.
Mivel f homogén negyedfokti polinom, a felirdsaban csak o7, 0202, 03 és 0103
szerepelhet:

f:A~Uf+B-01202+C-U§+D~0103.

Egy linedris egyenletrendszert kaptunk az A, B, C, D egyiitthatdkra:

Ennek van megolddsa (akdrmi is van a jobb oldalon), mert a matrixa trianguldris,
és a f6atlén nullatdl kiilonbdzé szamok vannak.



Példa.
Fejezziik ki az f = Xf —I—xﬁL + Xg R [Xl, Xg,X3] polinomot az elemi szimmetrikus
polinomok polinomjaként.
Mivel f homogén negyedfokti polinom, a felirdsaban csak o7, 0202, 03 és 0103
szerepelhet:

f:A~Uf+B-01202+C-a§+D~0103.

Tehdt f = o] — 40205 + 203 + 40103 = h(01,02,03), ahol

h = Xf — 4X12X2 + 2)(22 + 4x1x3.

Ha f helyett barmilyen mas homogén negyedfokii szimmetrikus polinomot vesziink
R [x1, x2, x3]-b8l, akkor csak az egyenletrendszer jobb oldalan all6 szamok valtoznak
meg. Tehdt mindig lesz megoldds, és a megoldds mindig egyértelmi.



Ha egy f € T [x1,x2, ..., Xp] szimmetrikus polinomban szerepel egy

kl k2 k
axy Xy© e Xp"
monom, akkor a szimmetria miatt szerepelni fog (mégpedig ugyanazzal az a
egyltthatdval) az Gsszes olyan monom, ami ebbdl a kitevk permutéldsaval
keletkezik: axlklﬂxzkh . 'x,’,("” (t € Sp).

Minden szimmetrikus polinom eléall ilyen ,monom-csalddok” Gsszegeként (figyelem,
nem minden csalddnak van n! tagja, lehet kevesebb is!), ezért a szimmetrikus
polinomok alaptételének bizonyitdsdhoz elég azt beldtni, hogy minden n,d € IN
esetén a T [x1,x2, ..., xn|-beli homogén d-edfokd szimmetrikus polinomokbdl
keletkez6 matrix triangularis, és 1-esek vannak a féatléjan.



A matrix sorai a 0y, ..., 0p elemi szimmetrikus polinomokbdl készithet6 Gsszes
d-edfokl szorzatoknak felelnek meg, oszlopai pedig a d-edfokd monomok
csaladjainak. A matrix elemei nem masok, mint a ,szigma-szorzatok” kifejtésében
szereplo ,,csaldd-egyiitthatok”.

A sorokat és oszlopokat megfelelé sorrendben kell felirni, hogy a matrix valéban
triangularis legyen. Egy megfelel6 sorrendet ad az ligynevezett lexikografikus
rendezés. Egy masik, nagyon szemléletes rendezés taldlhatd az aldbbi cikkben:

Ben Blum-Smith, Samuel Coskey: The Fundamental Theorem on Symmetric
Polynomials: History's First Whiff of Galois Theory,
The College Mathematics Journal 48 (2017), 18-29.

https://doi.org/10.4169/college.math.j.48.1.18
https://arxiv.org/abs/1301.7116


https://doi.org/10.4169/college.math.j.48.1.18
https://arxiv.org/abs/1301.7116

Példa.
Legyenek az 2x3 + 4x? — 6x + 2 polinom komplex gydkei a1, a2, a3. Hatdrozzuk
meg af + af + af értékét a gydksk kiszémitasa nélkiil.

Az el6bb kiszamoltuk, hogy

X} + x5 4+ x§ = 0 — 40205 + 203 + 40103.

Ertékeljﬂk ki mindkét oldalt az (x1, x2, x3) = (a1, &2, «3) helyen.
A Viete-formuldk szerint

a1 +ax+az = o1 (g, 00,a3) = —2,
w1 + 0103 + aon3 = 0 (ag,ap,a3) = —3,
aipnz = 03 (ag, a0, a3) = —1.

al+ad+ad=(=2)" =4 (-2)" (=3) +4- (-2) - (-1) +2: (-3 = .



Ha az f = x? + bx + ¢ € C [x] polinom gyokei a1 és ap, akkor

x4+ bx+c=(x—a1)(x —a2) = x* — (a1 + ) x + ayaz,

kovetkezésképp
—b=ua1+ay és c=uwjan.

Az egyenlet megolddsdhoz magdt wi-et (vagy ap-t) kellene megkapni, ez pedig nem
szimmetrikus kifejezés. Valahogyan tehdt meg kell térni a szimmetriat.

(a1 —a2)® = (a1 +a2)® — dagay = b2 — 4c
01—y = ++/b%2—4c
a1 +way = —b

201 = —b+t Vb2 —4c

b+ VB 4

X1 5



Definicié.
Az f € C [x] fépolinom diszkriminansa:

[T (u—a)>

1<i<j<n

Példa (a harmadfokd polinom diszkrimindnsa).

D .= (X1 — Xz)2 (Xl — X3)2 (X2 — X3)2 = (7120'22 — 40’;’(73 — 40’% + 18010203 — 27(7%

Ha (x —a1) (x — a2) (x — a3) = x> + px + q, akkor a Viéte-formuldk szerint
o1 (w1, @2, a3) =0,
o2 (a1, a2, a3) = p,
03 (061,062,063) = —q,

tehat
D (061, o, 063) = —40» (0(1, o, 063)3 — 2703 (0(1, oo, oc3)2

—4p> —27¢° = —108 ((3)2 * (5)3)



Az x3 4 ax? + bx + ¢ = 0 harmadfoki egyenlet megoldéképlete:

a \3/233 +9ab —27c + /(233 — 9ab + 27¢)2 + 4(—a2 + 3b)3 n

XT3 54

\3/—233 +9ab — 27c — /(223 — 9ab + 27¢)2 + 4(—a2 + 3b)3
54

Forrds: http://planetmath.org/encyclopedia/CubicFormula.html



Az x* 4 ax3 + bx? 4 cx + d = 0 negyedfoki egyenlet megoldéképlete:

Forras: http://planetmath.org/encyclopedia/QuarticFormula.html






