KETISMERETLENES LINEARIS ,,DIOFANTOSZI” EGYENLET MEGOLDASA TEST FELETTI POLINOMGYURUBEN

Tetszbleges T test és f, g, h € T [z] polinomok esetén az fu+gv = h egyenletet hasonléan lehet megoldani az ismeretlen
u,v € T [z] polinomokra, mint egész szdmok korében az ax + by = ¢ kétismeretlenes linedris diofantoszi egyenletet. Az
1.7. Tétel (és a bizonyitdsa) szinte sz6 szerint lemdsolhaté (5.16. Tétel), és az egyenlet megoldasi mddszere (euklideszi
algoritmus) is pontosan ugyanaz, mint az egész szdmok korében, csak sokkal tobbet kell szédmolni. Ezért itt megelégsziink
egyetlen megoldds kiszdmoldsdval, és csak olyan egyenleteket néziink, ahol h ~ Inko (f, g).

Az euklideszi algoritmus lépései maradékos osztdsok, tehdt nem &drt a polinomok maradékos osztdsdt atismételni,
példdul ahttp://www.math.u-szeged.hu/"twaldha/practmath/mpract.html?sub:7 oldalon a ,Polinomok: maradékos
osztds” feladattipussal. A Z, feletti polinomok maradékos osztdsa sordn figyelni kell arra, hogy észrevegyiik, ha nulla
lett a maradék (példdul Zs-ben 15 = 0). Sziikség lehet modulo p multiplikativ inverzre is, példdul, ha Z; felett egy
f = 32% + --. alakui polinomot osztunk egy g = 222 4 --- alakui polinommal, akkor a hanyados elsé tagja 5x° lesz
(ellendrzés: 222 - 528 = 1028 = 32%). Az 5 egyiitthaté fgy jott ki: 3 - 27'=3.4=12=5ahola?2 '=1 multiplikativ
inverz a 2-? =1 (mod 7) kongruencia megolddsabol adodik.

Példa. Szamitsuk ki az f és g polinomok legnagyobb kozos osztéjat, és adjuk meg az fu + gv = lnko (f, g) egyenlet egy
megoldasat az R [x] polinomgyfiriiben.

f=a+22% —2? — 4z — 2, g=at+a23 -2 —22 -2

Megolddas: Hajtsuk végre az euklideszi algoritmust az f és g polinomokra (amelyik polinomnak van ,neve”, arra mindig
a nevével hivatkozunk a jobb atléthatosdg kedvéért):

osztand6 = hédnyados-oszté6 + maradék
(1) f = 1-g + 23—2x
(2) g = (@+1) (@ -2) +
(3) z3-22 = z-(22=2) + 0

A legnagyobb kozés oszté az utolsé nemnulla maradék: lnko (f, g) N.
A diofantoszi” egyenlet megolddsahoz fejezziik ki a maradékot az euklideszi algoritmus sorén elvégzett mindegyik
osztdsnal (az utolsot kivéve):

maradék = osztandé — hédnyados-o0szté
(1) -2z = f — 1l-g

(2) Inko(f,g) ~[22 2] = g - (@+1)-(a®—20)

Az a célunk, hogy mindegyik maradékot f és g segitségével irjuk fel (fu + gv alakban). Az els osztds maradéka maris
ilyen alakban van: x3 — 2x = f — g. Ezt behelyettesithetjiik a masodik osztds maradékanak fenti felirdsaban 23 — 2z
helyére:

Inko (f,g) ~ |22 —2]|=g—(@+1)- (2® —20) =g— (@ +1) - (f—g) = (—x—1)- f+ (2 +2) - g

Ebbdl leolvashatjuk az fu + gv = Inko (f, g) egyenlet egy megolddsat: uv=—x — 1, v =z + 2.

Megjegyzés. A legnagyobb kozos oszt6 segitségével meghatdrozhatjuk f és g komplex gyokeit. Nyilvdn f és g is oszthaté
Inko (f, g)-vel:

f:(:c2—2)~(x2+2x—|—1) és g:(x2—2)~(562—|—x—|—1).

Ebbdl rogton megkapjuk f és g gyokeit (multiplicitdssal):

1
fgyijkei: \/5, 7\/57 717 71; ggYOkel \[ \[ \gg 1, 75*

| S

Megfigyelhetjiik, hogy f és g kozos gyokei ugyanazok, mint Inko (f, g) gyokei.
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Példa. Adjuk meg az fu + gv = 1 egyenlet egy megolddsat a Z7 [z] polinomgyfiriiben.

f=a*+223 +52% + 22 + 5, g =2z + 42 + 4z
Megoldas: Hajtsuk végre az euklideszi algoritmust az f és g polinomokra (amelyik polinomnak van ,neve”, arra mindig
a nevével hivatkozunk a jobb &dtléthatésdg kedvéert):

osztand6 = héanyados-oszt6 + maradék
(1) f = dr-g + 322+2z+5
(2) g = (Bz+14) (32?2 +22+5) + 2u+1
(3) 3a+2w+5 = Ge+3)- 2e+T) +
(4) 2r+1 = (Bz+5)-3 + 0

(Az utolsé osztdst ki is hagyhattuk volna, mert 3 ~ 1, tehdt barmilyen polinomot osztunk is 3-sal, mindig 0 lesz a

maradék.) A legnagyobb kozos oszté az utolsé nemnulla maradék: Inko (f, g) ~|3 |~ 1.
A diofantoszi egyenlet megolddséhoz fejezziik ki a maradékot az euklideszi algoritmus soran elvégzett mindegyik osz-
tdsndl (az utolsét kivéve):

maradék = osztandé — hényados - 0szt6
(1) 32 +2x+5 = f — 4dz-g
(2) 20+1 = g — (Bz+14)- (32 +22+5)
(3) Inko(f,g) ~ = 322 +224+5 — (5z+2) - (2z+1)

Az a célunk, hogy mindegyik maradékot f és g segitségével irjuk fel (fu + gv alakban). Az elsd osztds maradéka mar
ilyen alakban van. Ezt behelyettesithetjiik a masodik osztds maradékdnak fenti felirdsdba:

2x+1=g— (Bz+4) (322 +22+5)=g— Bz +4) - (f—4d2-g) = (dz+3) - f+ (5a® + 22+ 1) - g.
A harmadik osztds maradékanak fenti felirdsaba behelyettesitjiik az els6 két osztds maradékanak f és g segitségével felirt
alakjat:
Inko (f, g) ~:§a:2 +22+5- (52+2) - 22+1) =

=(f—-4z-g9) - 5z +2)- ((Za:—kg) f+ (52® + 22+ 1) ~g> =

= (2 +52+2) - f+ (32°+ 2> +2+5) - g.
Azt kaptuk, hogy

(2> +52+2) f+ (B +2°+2+5) g=3
Mér majdnem készen vagyunk, de nekiink nem 3-t, hanem 1-t kell felirnunk fu + gv alakban. (Mivel 3 ~ 1, mindkett&

segyforman j6” legnagyobb kozos oszténak, de a feladatban most konkrétan 1 szerepelt.) Ehhez be kell szoroznunk az
egyenldséget 3 multiplikativ inverzével, vagyis 5-sal:

(52 +4z+3) - f+ (2 +Ba” + 5z +4) - g=1
Ebbél leolvashatjuk az fu + gv = 1 egyenlet egy megolddsét: u = 5z + 4z + 3, v = 2> + 5z + br + 4.

Mindezt lehet (s6t, kell!) gyakorolni a http://www.math.u-szeged.hu/"twaldha/practmath/mpract.html?sub:7
weboldalon a ,,Polinomok: Inko” és ,,Polinomok: diofantoszi egyenlet” feladattipusokban.
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