Irreducibilis polinomok Q felett




Racionélis gyokok

Tétel (Rolle(?) tétele).

Legyen f = apx" 4 - - - 4 a1 x + ag egy tetszbleges egész egyiitthatds polinom.
Ha % egy egyszeriisithetetlen tért alakjdban felirt raciondlis szam (azaz
p.gE€Z, g0 ésinko(p, q) =1), akkor

f<g>—0 = ql|anésp]|ap.

Specidlisan: egész egyiitthatds fépolinom racionalis gydkei mindig egész szamok.

Természetesen a fenti nyil nem fordithaté meg: g | an és p | ag nem garantilja,
hogy % gyoke f-nek.

A Rolle-tételben ,,az a j6", hogy egy véges halmazt ad meg, amelyben az &sszes
racionalis gyokst megtaldlhatjuk (ha van egyaltalan racionalis gyok).



Irreducibilis felbontds Q felett

Példa.

Bontsuk Q felett irreducibilis polinomok szorzatdra az aldbbi polinomot:

f=2x"+3x* —7x3 —3x% + 8x — 12.

Raciondlis gyok csak &1, £2, £3, 24, £6, £12, =3, £3 lehet.
Ezek kozul —2 kétszeres gyok, % pedig egyszeres gyok:

F= (= (-2 (x = 2) (22~ 2x+2) = (x+2)? (2x ~3) (¥ —x + 1).

A kék polinom irreducibilis Q felett: csak masodfokd, és nincs raciondlis gycke.



Primitiv polinomok

Barmely Q feletti polinombdl tudunk Z feletti polinomot csindlni a fellépé tortek
kozos nevezdjének kiemelésével.

Példa.
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Definicié.
Az anx" + - -+ a1x + ag € Z [x] polinomot primitiv polinomnak nevezziik, ha
egyiitthatdi relativ primek, azaz Inko (a, ..., an) = 1.
Allitas.

Minden raciondlis egyiitthatés polinom felbonthaté egy racionalis szam és egy
primitiv polinom szorzatdra:

VFeQ[x] 3reQ3f"€eZ[x]: f=r-f" és f* primitiv polinom.



Felbontds Q, illetve Z felett

Megjegyzés.

Az el8z6 dllitasban f ~ * (ha f # 0), tehat Q [x]-ben asszocidltsdg erejéig mindig
lehet egész egyiitthatés (sét, primitiv) polinomokkal szdmolni. Minket a Q feletti
irreducibilitds érdekel, ezért j6 lenne kapcsolatot taldlni a Q feletti felbontdsok és a
Z. feletti felbontdsok kozott.

Példa.
72x5 — 102x* — 2244x3 + 208x2 — 1036x — 280 =

= (32 +9x+3) (88 — 2202 + H8x—112) =

= 5 (123> +63x+14) - 32 (3x> — 20x> + 8x — 10) =

= %2 (12x® 4+ 63x+14) (3x3 —20x2 + 8x — 10) =

= 2 (12x2 +63x+14) (3x3 —20x*> + 8x —10) =
(

= (24x® +126x+28) - (3x> — 20x* + 8x — 10)



Gauss-lemma

Tétel (Gauss-lemma).

Primitiv polinomok szorzata is primitiv.

Példa. 72x° — 102x* — 2244x3 4 208x> — 1036x — 280 =
f‘
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= q=16ésf = pg*-h* (ez mér egy Z feletti felbontas)



Felbontds Q, illetve Z felett

Tétel.
Ha egy legaldbb elséfoki egész egyiitthatés polinom nem bonthaté fel nédla kisebb

fokszdmu egész egyiitthatés polinomok szorzatdra, akkor Q felett sem bomlik igy
fel, és viszont. Formdlisan: ha f € Z [x] és degf = n > 1, akkor az aldbbi két
allitas ekvivalens:

(1) fg.h€ Z|[x]: f=gh és 0<degg,degh< n;

(2) flg.heQ[x]: f=gh és 0<degg,degh < n.

Megjegyzés.
Mivel Q test, ezért Q* = Q \ {0}, tehdt Q [x] egységei a nemnulla konstans
polinomok. Ebbdl kévetkezik, hogy az aldbbi két feltétel ekvivalens minden

n-edfoki f € Q [x] polinom esetén:
(2) Pe.h€ Qx]: f =gh és 0<degg,degh < n;

(2") f irreducibilis Q felett.



Felbontds Q, illetve Z felett

Tétel.

Ha egy legalabb els6foki egész egyiitthatés polinom nem bonthaté fel néla kisebb
fokszdmu egész egyiitthatés polinomok szorzatdra, akkor Q felett sem bomlik igy
fel, és viszont. Formalisan: ha f € Z [x| és deg f = n > 1, akkor az alabbi két
allitas ekvivalens:

(1) fg.h€ Z|x]: f =gh és 0<degg,degh< n;

(2) Pe.h€ Qx]: f =gh és 0 <degg,degh< n.

Megjegyzés (folyt.).
Viszont Z nem test, hiszen Z* = {1, —1}, tehat Z [x]-ben csak a konstans 1 és

konstans —1 polinomok egységek. Ezért az alabbi két feltétel NEM ekvivalens
minden n-edfoki f € Z [x] polinom esetén:

(1) fg.h€ Z|x]: f=gh és 0<degg,degh< n;
(1) f irreducibilis Z felett.

Példaul az f = 2x polinomra (1) teljesiil, de (1') nem, mert Z [x|-ben az f =2 - x
felbontds nem trivialis (hiszen se 2 se x nem egység Z [x|-ben).



Felbontds Q, illetve Z felett

Tétel.

Ha egy legaldbb elséfoki egész egyiitthatés polinom nem bonthaté fel nédla kisebb
fokszdmu egész egyiitthatés polinomok szorzatdra, akkor Q felett sem bomlik igy
fel, és viszont. Formdlisan: ha f € Z [x] és degf = n > 1, akkor az aldbbi két
allitas ekvivalens:

(1) fg.h€ Z|[x]: f=gh és 0<degg,degh< n;
(2) flg.heQ[x]: f=gh és 0<degg,degh < n.

Megjegyzés (folyt.).

Tehat a fenti tételt NEM fogalmazhatjuk meg egyszeriien gy, hogy barmely

f € Z [x] polinom akkor és csak akkor irreducibilis Q felett, ha irreducibilis Z felett.
(Meg lehet mutatni, hogy a Z feletti irreducibilis polinomok éppen a Q felett
irreducibilis primitiv polinomok, valamint a primszamok, mint konstans polinomok.)

Ez a tétel mégis j6l hasznalhaté Q feletti irreducibilitds vizsgalatdra. Adott

f € Z [x] polinom esetén azt kell eldénteniink, hogy f felbomlik-e két kisebb
fokszdmu egész egyiitthatés polinom szorzatdra. Ehhez pedig oszthatésagi
feltételeket lehet haszndlni. . .



Kronecker modszere

Példa.
Irreducibilis-e az f = x* — 4x3 +7x? — 6x + 3 € Q|[x] polinom?

Tth. f =g-h, ahol g, h€ Z[x] és 0 < deggAgN degh < n.
Ekkor degg < 2, és minden k € Z esetén g (k) | f (k). Példaul
a:=g(0)|f(0)=3, b:=g(1)|f(1)=1 c:=g((2)|f(2)=3.
Tehdt az (a, b, ¢) szamharmasra 32 lehet8ség van:
(a,bc) € {—3,—1,1,3} x {—1,1} x {-3,—1,1,3}.

Mind a 32 esetben egyértelmilen meg tudjuk hatarozni a g polinomot
Lagrange-interpolaciéval.

Ha valamelyik osztja f-et, akkor kapunk egy nemtrividlis felbontdst;
ha egyik se osztja f-et, akkor f irreducibilis.

(a,b,c)=(1,1,3) ~ g:X2—X+1 ~s f:(xz—x+1)(x2—3x—|—3)



Pontos oszthatésag

Definicié.
Azt mondjuk, hogy a p primszam pontos osztdja az a egész szamnak, ha a oszthatd
p-vel, de p2-tel mar nem.

Jeldlés.
A pontos oszthatésagot || jeldli: p || a <= p|aeésp®ta.

Példa.
312 de 2}12



Schénemann—Eisenstein

Tétel (Schénemann—Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium).
Legyen f = apx" + -+ + ajx + ag € Z [x|. Ha létezik olyan p primszam amelyre

p+anvp|an—11"'1p|allp|| 40,

akkor f irreducibilis a raciondlis szamok teste felett.

Kovetkezmény.

Minden n > 1 egész szamra létezik Q felett irreducibilis n-edfoki polinom.
Bizonyitds.

x" 42

Erdemes ezt 6sszehasonlitani a komplex és a val6s szémtest esetével:
> C felett csak az elséfokuak,
> IR felett csak az elséfokiak és bizonyos mdasodfokiak

irreducibilisek.



VIZSGAN KERDEZNI FOGOM!

Megjegyzés.

A Schénemann—Eisenstein-tétel megforditasa...

NEM IGAZ!!!

Vagyis abbdl, hogy nem létezik olyan p primszdm, ami teljesitené a megfelel
oszthatosagi feltételeket, nem kovetkezik, hogy a polinom nem irreducibilis
(keressiink ellenpéldat!).

A megforditds helyett kdvetkezzék inkdbb a tétel , tiikorképe”.

Tétel (muivatind iesgilidioubomi slst-nistenszid—nnsmsonsrad).

Legyen f = apx" + -+ + a1x + a9 € Z [x|. Ha létezik olyan p primszam amelyre
pllanp|an-1, ..., p | a1, p1tag, akkor f irreducibilis a racionilis szamok teste
felett.



Irreducibilis felbontds Q felett

Példa.

Bontsuk Q felett irreducibilis polinomok szorzatdra az aldbbi polinomot:

f=2ox' + 5x° + 4x° + 13x* + 54x3 + 84x2 + 54x +12.

Raciondlis gyok csak &1, £2, £3, 24, £6, £12, =3, £3 lehet.
Ezek kozul —1 és —% valéban gyok. Horner-médszerrel levdlasztva a
gyoktényezdket azt kapjuk, hogy

1
f= (x+ 5) (x+1)% (2x* + 12x +24) = (2x+ 1) (x + 1) (x* + b6x + 12).
A kék polinom irreducibilis Q felett: Schénemann-Eisenstein (p = 3).

Példa.

Bontsuk Q felett irreducibilis polinomok szorzatdra az aldbbi polinomot:

f = 3x199 — 10x%% + 100x — 50.

A polinom irreducibilis Q felett: Schénemann-Eisenstein (p = 2).



