Polinomgytiri maradékosztalyteste




Egy véges test

Azm=x3+x+1€2Z, [x] polinom irreducibilis (mert nincs gydke, és csak
harmadfokd), ezért a K := Z, [x] / (x3 4+ x 4+ 1) maradékosztly-gyiirii test.
Ennek a testnek 8 eleme van:

0,1, X x+1, x2, x2+1, x2+x, x2+x+ 1.

Vezessiik be az &« = X jelolést, és hagyjuk el a vondsokat a konstansokrdl.
Ezzel a jeloléssel a K test 8 eleme:

0,1, a, a+1, ocz, oc2+1, oc2+0c, o+ a4 1.

Figyeljik meg, hogy {0, 1} egy Zs-vel izomorf résztestet alkot K-ban, tehat kis
joindulattal mondhatjuk, hogy Z» C K, vagyis K kibovitése Zy-nek.

Szémitsuk ki m («) értékét:

ma)=a®+a+1=x34+x+1=x3+x+1=m=0.

Ez azt jelenti, hogy a K testben mar van gydke az m polinomnak!



A nyolcelemi test miivelettablazatai

+ 0 1 o a+1 a? a?+1 o+ ?+a+1
0 0 1 « a+1 a? a®+1 o +a 2 tat+1
1 1 0 a+1 a a?+1 a? W +a+l a4
o o a+1 0 1 a?+a a2 +a+1 a? a?+1
a+1 a+1 « 1 0 t+a+l  a2+a a?+1 2
o? a? a?+1 o+ a+a+1 0 1 13 a+1
a?+1 a?+1 o? 2+a+1  a’ta 1 0 a+1 o
o+ o+ ?+a+l ol a?+1 a a+1 0 1
2 +a+1 2 +a+1 o+ a®+1 o? a+1 ® 1 0

0 1 « a+1 a? a?+1 o +a 2 ta+1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 « a+1 o? a?+1 o+ a2 +a+1
o 0 o o? a®+a a+1 1 ?4a+1 a?+1
a+1 0 a+1 a®+a a’+1 a?+a+1 a? 1 «
a? 0 ? a+1 ta+l  a?+a « a?+1 1
a?+1 0 a?+1 1 a? a a?+a+1 a+1 o+
o +a 0 o +a +a+l 1 a®+1 a+1 « a2
+a+l |0 ?+a+1  a?+41 a 1 a?ta 2 a1




OROMHIR!

Minden polinomnak van gydke! Ha nem az eredeti testben, akkor annak egy
alkalmas kibovitésében.

Tétel.

Legyen T test, m € T [x] irreducibilis polinom, és jeldlje n az m polinom
fokszamat. Ekkor a K = T [x] / (m) faktorgylirii olyan test, amelyben az m
polinomnak van gyoke. A K test minden eleme egyértelmiien felirhaté

ap_1x" 14+ +ax+a (apn-1,....a0€T)
alakban. Ha T = Z,, akkor |K| = p".
Menjiink le alfdba. ..
A K test elemeinek kanonikus alakja:

a0+ aja + -+ + ap_1a"t (ag,a1,...,an-1€T).

Az o szimbdlumrdl csak annyit kell tudni, hogy m («) = 0. Ezzel a szdmol3si
szabdllyal mar barmit ki tudunk szdmolni a K testben.

(Es ha m nem irreducibilis?)



A komplex szdmtest Gjratoltve

Készitsiik el a K = T [x] / (m) testet a T = R és m = x> + 1 esetben.
Most n = 2, tehdt
K = {ao+alx | ap, a1 EIR}.

Menjiink le alfdba. ..
A K test elemeinek kanonikus alakja:
ag+aix  (ap, a1 € R).
Az o szimbdlumra vonatkozd szdmoldsi szabély: m (a) = a? +1 =0, vagyis

a’=—1.

Ezzel éppen a komplex szdmok testét kaptuk (csak « helyett i a szokdsos jel6lés).

Tehdt C = R [x] / (X2 + 1), és ezt tekinthetnénk akdr a komplex szdmok
definiciéjanak is.



Véges testek

Tétel.
Akkor és csak akkor létezik g-elem( test, ha g primhatvény.

A g-elemli testet (mely izomorfia erejéig egyértelmiien meghatdrozott),
Galois tiszteletére GF (q) jeldli (Galois Field).

Példa.
> kételemii test: GF (2) = Z,
» hiromelem( test: GF (3) & Z3
27X/ (®+x+1)
> otelemii test: GF (5) = Zs

> négyelemii test: GF (4)

> hatelem{ test: nincs!

> hételemii test: GF (7) = Z7

> nyolcelemii test: GF (8) = Zs [x] / (x*+x+1) =X Zs[x] / (x* + x> +1)
> kilencelemii test: GF (9) = Z3 [x] / (x> +1) = {a+ bi: a,b € Z3}

» tizelem( test: nincs!



Egy végtelen maradékosztélytest

Hatérozzuk meg a K = Q [x] / (x> — 7) testben a 2 — x elem multiplikativ
inverzét.

K elemei ax?2+ bx+c (a,b,c € Q) alaktak, ilyen alakban szeretnénk
azT=2—x " elemetis megkapni.

2-x ' =0+ 2-xu=1

<~ (2-x)u=1 (modx®—7)

— IeQX:R-x)u=1+(3-7)v
= u=x>+2x+4 (modx377)

= T=x2+2x+4

1

Tehdt 2 —x ~ = x24+2x+4.



Gyoktelenités

Menjiink le alfaba:
K= {aD(2+th+CZ a,bceQ},

ahol « gydke az x3 — 7 polinomnak.

Node ennek a polinomnak nem kell gyokét csinalni, mert mar van neki: & = /7!
(Vagy & = V/7cis ﬁ".) Tehat K tekinthetd szdmtestnek is:

:{af/Eer\aﬁJrc:a,b,ceQ}.

Az el6bb kiszamoltuk, hogy 2 — X71 = x2+2x+ 4, ami azt jelenti, hogy
(2—a) ' = a?+20+4, azaz

2_\f—f+2\f+4

Ezzel a médszerrel (lényegében az euklideszi algoritmussal) lehet bonyolult
nevezOket gyokteleniteni.



