ALGEBRA ES SZAMELMELET 3
VIZSGADOLGOZAT (MINTA)

Tudnivalék: Az els6 két feladatndl réviden indokolni kell a védlaszt, a tobbi feladatnél viszont elég a végeredményt
megadni. Semmilyen segédeszkoéz nem haszndlhaté, még fiiggvénytébldzat, szémolégép, mobiltelefon sem. Bérmiféle
nem megengedett segédeszkoz haszndlata esetén a dolgozat automatikusan 0 pontos, javitdsi lehetdség nélkiil.

1. feladat (3 -4 pont): Igaz-e az allitds? Vélaszat roviden indokolja.

(a) Tetszbleges a,b, ¢ egész szamokra a | bc = a | b vagy a | c.

(b) Minden n természetes szdmra ., du (%) = ¢ (n).

(c) Tetszbleges f € R [z] negyedfoku polinom esetén, ha f-nek van hdrom valds gyoke, akkor a negyedik gyoke is
valés.



2. feladat (3 -4 pont): Adjon megadott tulajdonsagui példat, és roviden indokolja, hogy a példa miért rendelkezik a
megkivant tulajdonsdgokkal.

(a) Adjon példat olyan végtelen részbenrendezett halmazra, amelynek két minimalis és egy maximédlis eleme van.

(b) Adjon példét olyan 10-zel oszthaté szamra, amelynek pontosan 10 osztdja van.

(¢) Adjon példat olyan f € Q [z] negyedfoki polinomra, ami Q felett irreducibilis, de R felett nem.



3. feladat (3 -4 pont): Valaszoljon a kérdésekre (itt nem kell indokldst irni).

(a) Mely m > 2 szamok esetén lesz (Z,,;+,-) test, illetve integritdstartomany?

(b) Adja meg az 6sszes olyan 7 € S; permutdciét, amelyre 73 = 7.

(c) Bontsa fel az 1073 = 29 - 37 szdmot két kiilonb6z6 médon két négyzetszam dsszegére.



4. feladat (4 -3 pont): Egészitse ki a definiciét vagy tételkimonddst.

(a) A reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv reldcickat ................... nevezziik.

(b) Az ax =b (modm) linedris kongruencia akkor és csak akkor oldhaté meg, ha ....................

c
c¢) Elemi torteknek nevezzitk a — alaku torteket, ahol p primszdm, k és ¢ pozitiv egészek, és ....................
2
p

(d) Euler-féle ¢ fiiggvénynek nevezziik azt a ¢: N — N fiiggvényt, amelyre o (n) = ............... ...

5. feladat (12 pont): Egészitse ki a bizonyitdst.

Tétel. Han > 4 dsszetett szam, akkor (n —1)! =0 (modn).

Biz. Tth. n Osszetett szam és n > 4. Tekintsiik n primhatvanytényezos felbontdsat: n = pi™* - p3? - ... - pr*.

Ha k > 2, azaz n-nek legaldbb két kiilonbsz6 primosztéja van, akkor azért lesz (n — 1)! oszthaté n-nel, mert az

1-2-...-(n—1) szorzatban fellépnek a ................... szdmok (¢ =1,...,k), amelyek szorzata éppen n.

Ha k = 1, azaz n = p{"* primhatvény, akkor a; > 2, mert ....................

Vizsgaljuk kiilon az a; > 3 és a; = 2 eseteket.

Ha aq > 3, akkor azért lesz (n — 1)! oszthaté n-nel, mert az 1-2-...- (n — 1) szorzatban fellép ................... és

................... ; ezen két szdm szorzata pedig éppen pt = n.

Ha oy = 2, akkor sziikségképpen p; > 2, hiszen feltettiik, hogy ....................

Ekkor azért lesz (n — 1)! oszthaté n-nel, mert az 1-2-. . .-(n — 1) szorzatban fellep ................... ES v ;

ezen két szam szorzata pedig 2p? = 2n. O



