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Ha ezt a fajlt kinyomtatod. ..




Tematika

Ekvivalencidk és osztdlyozasok, leképezés magja, részbenrendezett halmazok.
Ekvivalencidk alkalmazdsa a szamfogalom kialakitdsaban. Véges halmaz
permutdcidi: idegen ciklusok szorzatara bontas, el6allitds transzpozicidk
szorzataként, paros és pdratlan permutacidk. Egész egyiitthatds polinomok
raciondlis gyokei, irreducibilis polinomok a raciondlis egyiitthatds polinomok
gylirtijében, Schonemann—Eisenstein-tétel. A raciondlis tortfiiggvények teste,
parcialis tortekre bontds. Test folotti tobbhatdrozatland polinomok gyiiriije,
szimmetrikus polinomok, algebrai és transzcendens szamok. Linedris diofantoszi
egyenletek. A mod n kongruencia, maradékosztalyok. Linearis kongruencidk és
kongruenciarendszerek, kinai maradéktétel. Linedris kongruencidk és linedris
.diofantoszi” egyenletek test fol6tti polinomgyiiriikben. Euler—Fermat-tétel,
Wilson-tétel. Nevezetes szamelméleti fiiggvények (osztdk szama, osztdk Osszege,
Euler-féle ¢ fiiggvény), gyengén multiplikativ szamelméleti fiiggvények, szamelméleti
fiiggvények konvolicidja, dsszegzési és megforditasi fiiggvény, Mobius-féle inverzids
formula. Tokéletes szamok, Mersenne- és Fermat-primek. Pitagoraszi
szdmhdrmasok. A ,nagy’ Fermat-tétel, Waring-problémakar (ismertetés). Primek
szama, a 4k-1 alakd primek. Dirichlet tétele a szdmtani sorozatokban el6forduld
primekré| (ismertetés). Tetsz8legesen nagy hézag a primek kdzott, felsé becslés az
n-edik primszamra, a primek reciprokainak dsszege. Csebisev-tétel, primszamtétel
(ismertetés). Valds szdmok approximdcidja raciondlis szimokkal, Dirichlet
approximacids tétele. Nevezetes szimelméleti problémak, titkosirdsok (ismertetés).
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Melyik a kakukktojas?

Erteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,

érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, tudni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni,
érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, érteni, értenil
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leképezések (injektiv, sziirjektiv, bijektiv), leképezések szorzdsa

oszthatdsag, maradékos osztas, Inko az egész szamok korében

primszam, Osszetett szam, a szdmelmélet alaptétele

komplex szamok, gyokvonas, egységgyokok

csoport, gylirii és test fogalma, nevezetes példak

oszthatdsdg, maradékos osztds, Inko test feletti polinomokra

egyértelmii irreducibilis faktorizacié test feletti polinomokra

polinomok helyettesitési értékei és gyokei, Horner-elrendezés, Bézout tétele
irreducibilis polinomok a komplex és valds egyiitthatds polinomok gytiriijében

gondolkozni, kérdezni, kételkedni



Kovetelmények

1. Hazi feladatok

haromfokozatli értékelés: n-

2. Elektronikus tesztek

hiromfokozatii értékelés: | @ [ | & |

. Dolgozatok a gyakorlaton
négyfokozatii értékelés: | @ | IERESS

w

N

. Dolgozat az el6adéson

hiromfokozatii értékelés: | @ [ | & |

5. Szdbeli vizsga

haromfokozatii értékelés: | @ | [ x |



Kovetelmények

1. Hazi feladatok gyakorlatra

» ropdolgozat vagy beadandé feladat
> ellendrizni, olvashatdan, szabatosan, igényesen leirni!
> tabldnal el kell mondani!
> hetente 1 feladat lesz értékelve (legaldbb 10 alkalom lesz)
> feladatonként 2 pont, 6sszesen 20 pont
> értékelés:
0— 9 —- e
10-14 —
15—-20 — «

2. Elektronikus tesztek

> rutinfeladatok
> http://www.math.u-szeged.hu/ hartm/practmath/mpract.html
» 12 feladat, (majdnem) korlatlan szdmd prébélkozasi lehetSség
» feladatonként 1 pont, mindegyiket 5-szor kell jél megoldani, Gsszesen 60 pont
> értékelés:
0-39 — e
40—-49 —
50-60 — %


http://www.math.u-szeged.hu/~hartm/practmath/mpract.html

Kovetelmények

3. Dolgozatok a gyakorlaton

> rutin- és nehezebb feladatok is

> két dolgozat: oktdber 20 és december 1

> egyiket lehet pétolni/javitani

> dolgozatonként 30 pont, Gsszesen 60 pont
> értékelés:

0-23 - @
24 —35 —

36 —47 — *
48 —60 — K%

4. Dolgozat az el6adéson

» elméleti(bb) feladatok, egyszeriibb bizonyitasok, 77?7
> egy dolgozat: december 8
> két javitasi lehetOség a vizsgaidoszakban
» Osszesen 60 pont
> értékelés:
0-23 - @
24 —35 —
36 -60 — x



Kovetelmények

5. Szébeli vizsga

> bizonyitani kell!
> érteni kell!
> értékelés:

—( = e
-) = %

A végso osztdlyzatot a csillagok szdma adja



Kovetelmények

7. Szdbeli vizsga

> bizonyitani kell!

> érteni kell!

> értékelés:
—( = e
S N
-) = %

A végso osztdlyzatot a csillagok szdma adja, de a fekete lyuk mindent elnyel.
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A permutacié fogalma

1.1. Definicid.

Permutacionak nevezziik egy nemiires (véges) halmaz 6nmagéra vald bijektiv
leképezését.

1.2. Definicié.

Az {1,2,..., n} halmaz &sszes permutdciéi csoportot alkotnak a leképezésszorzas
miveletével. Ezt a csoportot n-edfokil szimmetrikus csoportnak nevezziik, és
Sp-nel jeloljiik.

Egy m € S, permuticiét megadhatunk egy 2 X n-es matrixszal dgy, hogy
{1,2,..., n} minden eleme alj odairjuk a 7T melletti képét:

1 2 3 -+ n
17 27 37 --- nm/)°

Vegyiik észre, hogy 7t bijektivitdsa azt jelenti, hogy a matrix alsé sordban az
1,2,..., n szamok egy permutacidja van.
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Felcserélhetoség

1.3. Allitas.

Tetsz6leges 11,p € S, permutdcick esetén (p) ' = p~1m L.
1.4. Definicié.
Legyen m € Sy és a€ {1,2,...,n}.

» Ha arr = a, akkor azt mondjuk, hogy a fixpontja 7-nek.

» Ha arr # a, akkor azt mondjuk, hogy a mozgatott eleme 7-nek.

1.5. Definicid.

Két permutacié idegen, ha mozgatott elemeik halmaza diszjunkt.

1.6. Tétel.

Ha 7t,p € S, idegen permutdcick, akkor folcserélhetbek, azaz tp = prt.



Ciklusfelbontas

1.7. Definicio.
Legyenek a1, ..., ax € {1,2,...,n} kiilonbdzd elemek, és legyen 7 € S, az aldbbi
permutacio:
a17T = ap, @I = as, ..., dk_17T = Ak, ax7T = ay és
br=bhabd¢ {a,..., ag}.

Ezt a 71 permutdciét réviden igy jeldljik: 7w = (ag ap - - - ax—1 ak) és ciklikus
permutacidnak vagy roviden ciklusnak nevezziik.
1.8. Tétel.

Minden S,-beli permutacid elball paronként idegen ciklusok szorzataként, és ez az
eléallitas a tényezék sorrendjétdl eltekintve egyértelmdi.

Példa.

Bontsuk idegen ciklusok szorzatdra a korabban kiszdmolt permutacidkat.

7T = (13) (2564), p = (123) (56), 7mp = (2643), prr = (1542), prr ! = (1462)
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1 2 3 45 6
2 31 46 5
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1. feladat. Adja meg a 7tp, prt =1 és w101 permutdcidkat kétsoros alakban és

idegen ciklusok szorzataként is.

Hazi feladat

(14532)

)

1 2 3 45
4 1 2 5 3

g

(14352), prrt

1 2 3 4 5\
4 15 3 2)°
123 45
5 41 2 3
123 4567
37416 5 2

(

101 _

)
)

1 2 3 45 6 7
5 4 3 6 7 1 2
1 2 3 45 6 7
4 1 6 7 2 5 3

(
(

(153)(24)
). o
). o

1 2 3 45 6 7
2 465 3 71

(
(

(

)

d

(



Hazi feladat

2. feladat. Adja meg idegen ciklusok szorzataként az aldbbi S7-beli permutacidkat.

(a)

(134) (3247) (14527)
(173) (25)

(375)(1357)(357)
(1573)

(236)(15)(2754)

(1652)(35)(156)

(1234) 1 (1526) (1234)
(2536)

(1356) (2463) ' (342)
(16)(2435)

(4732) "t (15423) (23)

(32647) (234) (5641) *



Hazi feladat

Kulin Julia csoportjdnak:

Egy kartyakever6 gépbe betettiink 9 betlikartyat MATEKHAZI sorrendben. A gép a
keverés utan a lapokat ZMKTIAEAH sorrendben adta ki. Ezutén a lapokat az elsé
keverés utani sorrendben djra beletettiik a gépbe. A kartyakever6gép a
belehelyezett 9 kartyat egy keverés sordn mindig ugyantgy rendezi 4t. (Példaul a 4.
helyen 1évé lapot mindig a 7. helyre teszi.) Milyen sorrendben jottek ki a lapok a
masodik keverés utan?

Waldhauser Tamas csoportjanak:

Egy kartyakeverd gép egy lépésben a behelyezett kartyak sorrendjéhez képest
mindig ugyanlgy rendezi at a lapokat. Betettiik a 13 darab treff lapot névekvé
sorrendben 2-estol dszig. A gép egyszer megkeverte a lapokat, az igy kapott
csomagot Ujra visszatettiik, ezt a gép ismét megkeverte, majd az aldbbi sorrendben
adta ki a 13 lapot:

Bubi, 10, Kirdly, 9, Asz, 4, 5, 2, 6, Dama, 7, 3, 8.

Mi volt a lapok sorrendje az els6 keverés utan?
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Transzpozicidk

1.9. Definicid.

A 2 hosszidségl ciklusokat, vagyis az (i) alaki permutécidkat transzpoziciéknak
nevezziik.

1.10. Tétel.

Az S, csoportot generdljdk a transzpozicick, azaz minden Sp-beli permutacio eléall
transzpoziciok szorzataként.

Bizonyitas.
Elég ciklusokra igazolni:
(al a» -+ adk—-1 ak) == (21 32) (21 33) (21 34) . (21 ak_l) (31 ak) . (|

Példa.

Bontsuk transzpozicidk szorzatdra a 7t = (137) (2564) permutdciét.

T = (137) - (2564) = (13) (17) - (25) (26) (24)

vagy

- (13)(25)(47)(34)(45)(56)(67)=id = m=(67)(56)(45)(34)(47)(25)(13)



Egy jaték

> Az aldbbi kezd83llasbdl indul a jaték:
5 3 87 46 21
> A jatékosok felvaltva megcserélhetnek két szamot.

> Akielériaz 12345678 sorrendet, az a nyertes.

Kinek van nyer stratégidja (és mi az)?



Permutdcié paritdsa

1.11. Tétel.
Egy Sp-beli permutacid transzpozicick szorzataként vald felirdsaban a tényezbk
szamdnak paritasa egyértelmiien meghatarozott. Eszerint beszélhetiink paros
permutaciokrdl és paratlan permutacidkral
Bizonyitas.
Tegyiik fel, hogy

T2 Tk+1 = 0102+ - 02,

ahol mindegyik T; és 0; transzpozicié. Ekkor az identikus permutacid eléall paratlan
sok transzpozicié szorzataként:

id=T1T2 " Tok4102/ - - 0207.
Megmutatjuk, hogy ez lehetetlen.
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metszéspontok szama = 2



metszéspontok szdma =2+ 2



metszéspontok szima=2+2+2



metszéspontok szama=2+2+2+4



metszéspontok szima=2+2+2+4+2



metszéspontok szdma =2+ 2+ 2+ 44 2+ 2 (paros szam)






metszéspontok szdma =1



metszéspontok szama=1+ 3



metszéspontok szima=1+3+5



metszéspontok szima=1+3+5+1



metszéspontok szama=1+3+5+1+1



'

metszéspontok szima= 1+ 3+ 5+ 1+ 1+ 3 (annyi paratlan szdm, ahany csere)



metszéspontok szdmanak paritdsa = cserék szamanak paritdsa = paros QED



A paritas kiszamitasa

1.12. Allités.

A pdros hossziisagti ciklusok paratlan permutdciok, mig a pdratlan hossziisagti
ciklusok paros permutaciok.

Bizonyitas.

Egy k hosszusagu ciklus elall k — 1 transzpozicié szorzataként.

1.13. Allitas.

Permutécick szorzatanak a paritdsa a kévetkez6képpen alakul:

pdros - paros paros paros - pdaratlan pdratlan
pdratlan - pdratlan = paros paratlan - pdros = pdratlan

Bizonyitds.

Szorzaskor a permutdcidt el6allitéd transzpozicidk szama 6sszeadddik.



Hazi feladat

2015 és 7.[2016

3. feladat. Hatarozza meg a 7, 7 permutdcidk paritdsat.

(a) 7= (123) (4567)

2015 2016

7T paratlan, 7T paratlan, 7t paros
(b) = (12)(345)(6789)
7 paros, 12015 paros, 12010 paros

(c) 7 = (1346) (45761) (352)

(d) 7= (365) (13624)



Az alternalé csoport

1.14. Definicié.

Az S,-beli paros permutacidk csoportot alkotnak (miért?). Ezt a csoportot
n-edfoku alterndlé csoportnak nevezziik, és Ap-nel jeldljiik.

Példa.
Sy = {id, (12), (13), (23), (123),, (132)}

Az = {id, (123), (132)}

Példa.
A, = {id, (123), (132), (124), (142) , (134) , (143), (234), (243)

(12) (34),(13) (24) . (14) (23)}



Az alternalé csoport

1.15. Tétel.

Az S,-beli permutacick fele paros és fele paratlan.

Bizonyitds.
Legyen T € S, egy tetszdleges transzpozicié, pl. T = (12). Ekkor a

@: An— Sp\Ap, T T

leképezés bijekcidt létesit a paros permutdcidk halmaza és a paratlan permutacidk
halmaza koézott. Valdban,

» VreA,: Tt € S,\ An;

> Vo€ S\ A, A€ A, mTt=p (nevezetesen T = pT 1 = pT € Ay).

1.16. Kovetkezmény.
[An| = [Sn \ An| = %'






Samuel Loyd (1841-1911)
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The older inhabitants of Purzie-
Tand will remsember how in the early
seventics I drove the entire world
crizy over a little box of movable
flocks which became known as the
Y1415 Puzele” The Oficen blocks
were stranged in the square hox in
regular onder; enly with the 14 and
15 Pruaresil ne shawia tn the ol

he went for his noon lunch and was

discavergd by his frantic staff long
past midnight pushing little picges of
pie around on a plate! Farmers are
known to have deserted their plows
and T have taken ome of such in-
stances as an illustration for the
sketch,

 Several new problens develsped

Fig 2, Fig 3.
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Notes on the “15” Puzzle.
17
By Wi WooLseY JorNSON, Annapolis, Md.

THE puzzle described below has recently been exercising the ingenuity
of many persons in Baltimore, Philadelphia and elsewhere. A. ruled square
of 16 compartments is numbered as in this diagram :

13 14 15

the 16th square being left blank. Fifteen counters, numbered in like man-
ner, are placed at random upon the squares so that one square is vacant.
The counter occupying any adjacent square may now be moved into the
vacant square—thus: If No. 7 is vacant, either of tho counters occupying
Nos. 3, 6, 8, 11 can be moved into it, but no diagonal move is allowed. The
puzzle is to bring all the counters into their proper squares by successive
moves.

It seems to be generally supposed, by those who have tried the puzazle,
that this is always possible, whatever be the original random position of the
counters, but this is an error, as the following demonstration will show :

‘When the blank or sixteenth square is the vacant one, the arrangement
of the counters may be called a positive or negative one, according as the
term of the 15-square determinant, which has for first and second subscripts

the numbers on the squares and counters, is positive or negative. Let n
’ 101 .7




The 15" puzzle for the last few weeks has been prominently before.the American public, and may safely
be said to have engaged the attention of nine out of ten persons of both sexes and of all ages and conditions of
the community. But this would not have weighed with the editors to induce them to insert articles upon such
a subject in the American Journal of Mathematics, but for the fact that the principle of the game has its root
in what all mathematicians of the present day are aware constitutes the most subtle and characteristic concep-
tion of modern algebra, viz: the law of dichotomy applicable to the separation of the terms of every complete
system of permutations into two natural and indefeasible groups, a law of the inner world of thought, which
may be said to prefigure the polar relation of left and right-handed screws, or of objects in space and their
reflexions in a mirror. Accordingly the editors have thought that they would be doing no disservice to their
science, but rather promoting its interests by exhibiting this d priori polar law under a conerete form, through
the medium of & game which has taken so strong a hold upon the thought of the country that it may almost be
said to have risen to the importance of a national institution. Whoever has made himself master of it may
fairly be said to have taken his first lesson in the theory of determinants.

It may be mentioned as a parallel case that Sir William Rowan Hamilton invented, and Jacques & Co.,
the purveyors of toys and conjuring tricks, in London (from whom it may possibly still be procured), sold a
gume called the  Eikosion '’ game, for illustrating certain consequences of the method of quaternions.—Eps.
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14 | 13| 5 | 12 14 | 13| 5 | 12
2 13|15 | 4 2 15| 4
8 111 9 8 | 3 |11] 9
10 1 716 10 1 716

14 13 5 12 2 3 15 4 8 [ ] 11 9 10 1 7 6
14 13 5 12 2 [ ] 15 48 3 11 9 10 1 7 6



Ha az iires hely visszakeriilt a jobb alsé sarokba,
akkor pdros szamu csere tortént.






Tizeno6tos jaték

16 kis négyzet:
16! = 20922789 888 000 permutacid

parossag miatt csak a fele lehetséges:

!
% = 10461 394 944 000 lehetdség




2x2x2-es biivos kocka

8 kis kocka:
8! = 40320 permutacié

egy kis kocka 3-féleképpen allhat:

3-3-3-3-3-3-3.3 = 3% = 6561 orientacié

az utolsé kis kocka allasa kotott:

8!- 3" = 88179840 lehetéség



3x3x3-as biivos kocka

8 sarokkocka:

8! = 40320 permuticié, 3% = 6561 orientacié

12 élkocka:

12! = 479001600 permutacid, 212 — 4006 orientacié

parossdg, utolsé sarok-, ill. élkocka:

8l-12!
2

-37. 211 = 43252003274 489 856 000 lehetbség




Megértést ellenorzé kérdések

Igazak-e az aldbbi 4llitasok?

1. |S3| =8.

2. Sg-ben tiz transzpozicié van.

3. S3-ban minden permutdcid ciklus vagy identitds.

4. Van olyan transzpozicié, aminek pontosan 3 fixpontja van.
5. Tetszbleges 7, p € Ss permutacidk esetén (71p)? = 202
6. Minden 7 € S4 permutdciéra 71® = id teljesiil.

7. Minden hdarom hosszlsagt ciklus el6all négy transzpozicié szorzataként.

8. Paratlan permutdcié inverze is pdratlan.
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Relacidk

srelacid lat. 1. kapcsolat, viszony; 6sszefiiggés vmivel 2. viszonylat, vonatkozas
3. mat halmazok elemei kozétti kapcsolat [...]"
Bakos Ferenc: Idegen szavak és kifejezések szdtara

2.1. Definicio.

Adott A halmazon értelmezett relacion A-beli elemekbdl alkotott elemparok
halmazat értjiik, azaz egy tetszbleges p C A X A halmazt.

Jelolés.
Az egyszeriiség kedvéért (a, b) € p helyett gyakran azt irjuk, hogy apb.

Példa.
» A=N, aob < a| b
» A=R, apb <= a<b
» A = a sik egyeneseinek halmaza, apb <= a L b
» A = hdromszogek halmaza, apb <= a és b egybevdgd

» A = emberek halmaza, apb <= a gyermeke b-nek
» A={1,23}, p={(11),(22),(33),(23).(32)}



Ekvivalenciarelaciok

2.2. Definicid.

Ekvivalenciarelacionak nevezziik a p C A x A reldciét, ha rendelkezik az aldbbi
hdrom tulajdonsiggal:

(1) Ya € A: apa (reflexivitas);
(2) Va,b e A: apb = bpa (szimmetria);
(3) Va,b,c € A: (apb és bpc) = apc (tranzitivitds).
Példa.
» A = a sik egyeneseinek halmaza, apb <= a || b
» A = hdromszogek halmaza, apb <= a és b hasonlé
» A=P (U), apb <= létezik a — b bijekcié
» A = emberek halmaza, apb <= a testvére b-nek

> A={123}, p={(11),(22),(33).(23).3.2)}

> ..



Leképezés magja

2.3. Allitas.

Tetszbleges f: A — B leképezés esetén a
ker f :={(a1,a2) : aif =af} CAXA

reldcio ekvivalenciareldcié az A halmazon, amelynek neve az f leképezés magja.

Példa.
Legyen f: {—1,0,1,2,3} - Z, x — x2. Hatdrozzuk meg f magjat.

ker f = { (—=1,-1),(~1,1),(1,—1),(1,1), (0,0), (2.2), (3,3)}
Példa.

Az f: A — B leképezés akkor és csak akkor injektiv, ha magja az egyenldség relcio:

kerf = {(a,a):a€ A}.
Példa.

Az f: A — B leképezés akkor és csak akkor konstans, ha magja a teljes relacié:

ker f = A X A.



Ekvivalenciaosztdlyok

2.4. Definicid.

Legyen p € A x A egy ekvivalenciareldcié és a tetszdleges eleme A-nak.
Ekkor az

a:={bec A:apb}

halmazt az a elem p szerinti (ekvivalencia)osztalyanak (vagy blokkjanak), az
ekvivalenciaosztélyok halmazat pedig az A halmaz p szerinti faktorhalmazanak

nevezziik.
Jelolés.
Az a elem p szerinti osztdlydt szokds a/p-val, @-val vagy [a] -val jeldIni, de mi

inkdbb az egyszerlibb 3 jel6lést haszndljuk. Ez ugyan nem utal p-ra, de &ltaldban
kideriil a szovegkdrnyezetbdl, hogy mi a széban forgd ekvivalenciareldcid.

A faktorhalmazt A/p jeldli, tehat

Alp={a:ac A}.



Ekvivalenciaosztdlyok

Példa.
Legyen A= {1,2,3}, p={(1,1),(2.2),(3,3),(2.3),(3.2)}.
Ekkor
T={1}, 2= {23}, 3= {23};
Alp={{1}, {23}}.
Példa.

Legyen A={-1,0,1,2,3}, f: A— Z, X = x2 és p = kerf.
Ekkor

—1={-1,1}, 1={-1,1}, 0= {0}, 2= {2}, 3= {3};

Alp={{-11}, {0}, {2}, {3}}.

Figyeljiik meg, hogy ha apb, akkor @ = b, egyébként pedig 3 és b diszjunkt
halmazok.



Ekvivalencidk és osztalyozasok

2.5. Definicio.

Egy nemiires halmaz osztdlyozasan olyan paronként diszjunkt nemiires

részhalmazainak halmazat értjiik, amelyek egyiitt lefedik az alaphalmazt.
Formalisan: C C P (A) osztalyozas a nemiires A halmazon, ha

(1) VB eC: B #Q;
Q) VB1 # B, eC:BiNB,=0Q;
3) U B=A

BeC

2.6. Tétel.
Legyen A egy nemiires halmaz.
> Ha p C A X A ekvivalenciareldcid, akkor A/p osztilyozds az A halmazon

> Ha pedig C C P (A) osztdlyozds, akkor az apb <= 3B € C:a be B
formuldval definidlt p reldcié ekvivalenciareldcié az A halmazon.

A most megadott ,ekvivalenciareldcié — osztdlyozds” és
,osztalyozds — ekvivalenciareldcio” megfeleltetések egymds inverzer.



Hazi feladat

4. feladat. Hatdrozza meg az A/p osztélyozist.

(@) A={abcd}, p={(aa).(bb).(c,c) (dd) (ab).(ba)
{{a.b}.{c}. {d})

(b) A={abcde}, p={(aa)(bb) (cc) (dd) (ee)}
{{a} {b} . {c} . {d} {e}}

(c) A={ab,cde}, p={(aa),(bb), (cc), (dd)),(e

~
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d) A={abcd}t, p={(aa) (bb) (cc) (dd) (ab),(ba)



Hazi feladat

5. feladat. Hatdrozza meg az f: A — B leképezés magjahoz tartozé A/ ker f
osztalyozast.

(@) f:{-2,..., 3} = Z, x+— |x|
{{=2.2} . {=1,1}.{0}. {3}}

(b) f:{0,..., 7t — Z, x = |x/3]
{{0.1,2},{3,4,5},{6.7}}

() f:{-2..., 3} = Z, x+sgnx

(d) f:{0,..., 10} - Z,  x+— [Vx]



Az ekvivalenciarelacié, mint fogalomalkoté eszkoz

Példa.
» A = a sik egyeneseinek halmaza, apb < a || b ~ az irdny fogalma
» A = hdromszogek halmaza, apb <= a és b hasonlé ~ az ,alak” fogalma
» A=P (U), apb <= létezik a — b bijekcié ~ a szamossag fogalma

» A=Z xZ\ {0}, (a1,a2)p (b1, b2) <= a1bp = asby ~ a tort fogalma



A szdmfogalom (egy) felépitése

Természetes szamok
A véges halmazok ,halmazdn” értelmezziik a p ekvivalenciareldciét a

kovetkezOképpen:
ApB <= létezik A — B bijekcid.

A természetes szamok nem masok, mint a megfelelé ekvivalenciaosztédlyok. Példdul
3={1,23}={a,b,c}={80, &} =---.
Az sszeadas a diszjunkt unié segitségével definialhaté: A+ B = AU B. Példaul
2+3= {75 W)+ (#.0.8) = 5 W} 0{4.0.&] =
= {F N0 &} =5

A szorzas a Descartes-szorzat segitségével definidlhaté: A- B = A x B. Példaul

2-3= {F5, M) (A0, &) = {5 M) = (4.0, &) =
= {(2*.8), (220), (&), (Ms) MO (s} =6

Ezek a miiveletek joldefinidltak (mit jelent ez?) és rendelkeznek a szokdsos miiveleti
tulajdonsdgokkal. (Ldsd még: Peano-axiémarendszer.)



http://www.math.u-szeged.hu/~szabol/szffelep.pdf#page=7

A szdmfogalom (egy) felépitése

Egész szdmok
Az INg x INg halmazon értelmezziik a p ekvivalenciareldciét a kdvetkezéképpen:

(a1, 22) p (b1, b2) <= a1+ bp = a2 + by,
Az egész szamok nem mdsok, mint a megfelelé ekvivalenciaosztédlyok. Példdul
-3=(0,3)=(L,4)=(2,5)="--.

Az Osszeadas, kivonds és szorzds mivelete értelmezhetd ezen ekvivalenciaosztalyok
halmazdn (hogyan?), és rendelkeznek a szokdsos miiveleti tulajdonsagokkal. lgy
kapjuk az egész szamok Z gylrijét.

Raciondlis szamok

A Z x Z\ {0} halmazon értelmezziik a p ekvivalenciarelaciét a kovetkezdképpen:
(31, 32) [Y (bl, bz) e alb2 = azbl.

A racionélis szimok nem masok, mint a megfelel6 ekvivalenciaosztalyok. Példaul
2

5= (2,5) = (4,10) = (6,15) = - - -.

Az 6sszeadds, kivonds, szorzds és osztas muvelete értelmezhetd ezen ekvivalencia-

osztalyok halmazan (hogyan?), és rendelkeznek a szokdsos miiveleti tulajdonsdgok-

kal. lgy kapjuk a raciondlis szamok Q testét.




A szdmfogalom (egy) felépitése

Valés szamok
A racionilis szamokbdl allé Cauchy-sorozatok halmazan értelmezziik a
p ekvivalenciareldciét a kovetkezéképpen:

{an}p{bn} = HIPOO (an — bp) = 0.

A valds szamok nem masok, mint a megfelelé ekvivalenciaosztédlyok. Példaul

n=(3,31, 314, 3141,...)=(4, 32, 3,15, 3,142,...) =---.

Az Osszeadds, kivonds, szorzads és osztas muivelete értelmezhetd ezen ekvivalencia-
osztalyok halmazéan (hogyan?), és rendelkeznek a szokasos miiveleti tulajdonsigok-
kal. Igy kapjuk a valds szdmok R testét. (Ldsd még: Dedekind-szeletek.)

Komplex szamok

A komplex szamok szokasos definicidja nem haszndl ekvivalenciareldcidkat, de
késobb majd latunk egy alternativ definiciét valds polinomok ekvivalenciaosztalyai
segitségével.


http://www.math.u-szeged.hu/~szabol/szffelep.pdf#page=23
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Részbenrendezési relacid

2.7. Definicid.

Részbenrendezési relacionak nevezziik a p C A X A reldciét, ha rendelkezik az
alabbi harom tulajdonsaggal:

(1) Va € A: apa (reflexivitas);
(2) Ya,b € A: (apb és bpa) = a = b (antiszimmetria);
(3) Va,b,c € A: (apb és bpc) = apc (tranzitivitds).

Ha még a kovetkezd tulajdonsag is teljesiil, akkor p-t teljes rendezésnek (vagy
linedris rendezésnek) nevezziik:

(4) Va, b e A: apb vagy bpa (dichotémia).

Példa.

» A=R, apb <= a<b

» A=Np, apb < a|b

» A=P(U), apb <= aC b



Részbenrendezett halmaz

Jelolés.
A részbenrendezéseket szokds a < szimbdlummal jeldlni, még akkor is, ha az

alaphalmaz elemei esetleg nem is szimok. Ha a < b de a £ b, akkor azt irjuk, hogy
a<b.

2.8. Definicio.

Részbenrendezett halmazon egy (A; <) part értiink, ahol A egy nemiires halmaz,
és < részbenrendezés A-n.

Példa.

Ime hdrom négyelemi részbenrendezett halmaz:

» ({1,2,3,4}; <),
» ({1,2,3,4};]),
> (P({a b}); Q).



Fedési relacio

2.9. Definicio.

Legyen (A; <) egy részbenrendezett halmaz, és legyen a, b € A. Azt mondjuk, hogy
b fedi a-t, ha a < b, de nem létezik olyan ¢ € A, amelyre a < ¢ < b. Ezt a tényt

a < b jeloli, és a < reldciét az adott részbenrendezéshez tartozd fedési relacionak
hivjuk.

Példa.
» Az (IN; <) részbenrendezett halmazban a < b <= b=a+1
» Az (IR; <) részbenrendezett halmazban a < b <= SOHA!
» Az (IN;|) részbenrendezett halmazban a < b <= b = ap (p prim)

» A (P (U); Q) részbenrendezett halmazban A< B <= |B\ Al =1



Hasse-diagram

2.10. Tétel.

Véges részbenrendezett halmazt egyértelmiien meghatarozza a fedési reldcidja.
Bizonyitas.

A végességnek koszonheten a < b akkor és csak akkor teljesiil, ha a és b

Osszekothetd fedések lancolataval:

a<b < dneNdcg,....,.ch€EA: a=c<c1<--<chp1<ch=>b.

2.11. Definicid.

Egy (A; <) részbenrendezett halmaz Hasse-diagramjan egy dbrat értiink, amelynél
A elemeit (sikbeli) pontokkal dbrizoljuk oly médon, hogy a < b esetén a b-nek

megfelelé pont ,foljebb” van, mint az a-nak megfelel6 pont, és e két pontot akkor
és csak akkor kotjiik 6ssze, ha b fedi a-t.



Hazi feladat

6. feladat. Rajzolja fel a megadott részbenrendezett halmazok Hasse-diagramjat.
@ ({1.234};<) ({1234}
(b) (P({a,b});S) (D2
(€ (P({ab.c}):S) (Dsoil)

(d) (z:<) (Ds6; )



Minimalis, maximdlis, legkisebb, legnagyobb elem

2.12. Definicié.

Legyen (A; <) egy részbenrendezett halmaz.

Az a € A elemet minimalis elemnek nevezziik, ha nincs ndla kisebb elem, és
legkisebb elemnek nevezziik, ha 6 mindenki masnal kisebb.

Hasonléan a € A maximalis, ha nincs nédla nagyobb elem, és a € A legnagyobb,
ha 6 mindenki masnal nagyobb. Formalisan:

» aminimilis <= AbcA:b<a
> alegkisebb <= Vbe A:a< b
» amaximilis <= PAbcA:b>a
> alegnagyobb <— Vbec A:a>b.

Példa.
Az (INg; |) részbenrendezett halmaz legkisebb eleme 1, a legnagyobb eleme pedig 0.

2.13. Tétel.

Részbenrendezett halmazban legféljebb egy legkisebb elem létezhet. Ha van
legkisebb elem, akkor az minimalis elem is, sét & az egyetlen minimalis elem.
Hasonlé érvényes a legnagyobb elemre is.



Hazi feladat

7. feladat. Adjon meg egy olyan (A; <) részbenrendezett halmazt (példaul a
Hasse-diagramjaval), amely eleget tesz a megadott feltételeknek.

|A| =7, és A-ban 4 minimilis és 2 maximdlis elem van.
A végtelen, és A-nak van legkisebb és legnagyobb eleme is.
|A| = 4, és A-ban 2 minimilis és 3 maximdlis elem van.

A-nak végtelen sok minimilis eleme van, de csak egy maximdlis eleme van.



Lexikografikus rendezés

2.14. Definicié.

Legyen (A; <) egy linedrisan rendezett halmaz (4bécé) és legyen A" az A elemeibdl
képezett elem n-esek halmaza (szavak).

Azt mondjuk, hogy az a = (a1,...,a,) € A" sz6 lexikografikusan kisebb a
b= (b1,...,bn) € A" széndl (jeldlés: a C b), ha

Jdie{1,...,n}: aj < bj és minden j < i esetén a; = b;.

AzaLCb <= aLC bvagy a=b képlettel definidlt C relaciét lexikografikus
rendezésnek nevezziik.

Példa.

Soroljuk fel lexikografikusan ndvekvd sorrendben az A = {a, b, c} dbécé feletti
kétbetiis szavakat.

aaCabC acC balC bbC bcC calC cbC cc
Példa.

Soroljuk fel lexikografikusan névekvé sorrendben az A = {0, 1} 4bécé feletti
harombetiis szavakat.

goocoo1co10Cco011C100CC 101 110 111



Lexikografikus rendezés

2.15. Tétel.
Tetszbleges (A; <) linedrisan rendezett halmaz és n pozitiv egész szim esetén
a C reldcid linedris rendezés az A" halmazon.

Bizonyitas.
> reflexivitds: Vilagos.

> antiszimmetria és dichotémia: Ha a # b akkor az a és b kdzotti elsé eltérés
szerint vagy a C_ b vagy a 1 b teljesiil (és csak az egyik).

> tranzitivitds: AMNTFH. a — b T c. Ekkor valahogy igy fest a helyzet:

a a2 -+ a-1 & -+ a4 d+1 - dn-1 dn
Il Il | A

by by -+ bi-1 b -+ b biy1 -+ b1 by
I I I | A

a <& - 6CG-1 &G - G Gyl ot G-l Gp

Tehdt a és ¢ kozott az elsO eltérés az i-edik helyen van: a; < ¢;. Ezért a C c.



Lexikografikus rendezés

2.16. Tétel.

Az (IN§; ©) rendezett halmazban nincs végtelen hosszii csékkend sorozat.

2.17. Tétel.

A szam n-esek komponensenkénti dsszeaddsa szigorian monoton a lexikografikus
rendezésre nézve: birmely a,b,a,b € ING esetén

aCb, aCb = a+a C b+b,

és egyenlbség csaka =b, a = b esetén teljesiil.



Megértést ellenorzé kérdések

Igazak-e az alabbi allitasok?
1. Ha p € A x A ekvivalenciareldcié, akkor minden a, b, ¢ € A esetén
(apb és cpb) = apc.

2. TetszOleges p Qﬂ X A ekvivalenciarelacié és a, b € A esetén
aZxzb = anNb#Q.

3. Ha A végtelen halmaz, akkor minden A-n értelmezett ekvivalenciarelaciénak
végtelen sok osztdlya van.

4. Haa ¢: A — B leképezés magjara |A/ ker ¢| = 2 teljesiil, akkor
@ értékkészlete kételemii halmaz.

5. Az (INp; |) részbenrendezett halmazban 6 fedi 2-t.

6. Ha egy részbenrendezett halmaznak két minimélis eleme van, akkor nincs
legkisebb eleme.

7. Az (INp; |) részbenrendezett halmaz legkisebb eleme a nulla.

8. Minden véges részbenrendezett halmaznak van minimalis eleme.
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Emlékezteto

3.1. Definicid.

A d egész szamot az a és b egész szamok legnagyobb k6z6s osztéjanak
nevezziik, ha kielégiti a kdvetkezo két feltételt:

(1) d|aésd]|b;
(2) VkeZ: (k|aésk|b) = k|d.

A t egész szdm legkisebb k6zos tébbszorése a-nak és b-nek, ha kielégiti a
kovetkez6 két feltételt:

(1) altésh|t
(2) VkeZ:(a|késb| k) = t|k.

Jelolés.

Az a és b szdmok legnagyobb kdzds osztdjat Inko (a, b) vagy (a, b), legkisebb kdzds
tobbszorosiiket pedig Ikkt (a, b) vagy |a, b] jeldli.

3.2. Megjegyzés.

A legnagyobb kdzos oszté nem egyértelmii: ha d legnagyobb koz0s osztdja a-nak és
b-nek, akkor —d is az (de e két szamon kiviil nincs mas legnagyobb kdzds osztd).
Altalaban a két érték koziil a nemnegativat szoktuk tekinteni.



Az Inko rendezéselméleti megkozelitése

3.3. Megjegyzés.

Az 3.1. Definicié szerint Inko (a, b) nem mas, mint (D, N Dp;|) legnagyobb eleme.
Nem trividlis, hogy létezik legnagyobb eleme ennek a részbenrendezett halmaznak
(miért?), de az euklideszi algoritmus garantdlja, hogy létezik.

Az ,iskolas definicid” szerint az a, b € IN szamok legnagyobb k&zs osztéja nem
méas, mint (D, N Dp; <) legnagyobb eleme. Errdl vildgos, hogy létezik, de az nem

vildgos, hogy Inko (a, b) nem csak nagyobb minden mds kézds oszténal, de
tobbszorése is minden mas kozos osztdnak.

Tegyiik fel, hogy d = Inko (a, b) az 3.1. Definicié értelmében. Ha k € D, N Dy,
akkor k | d és igy k < d, azaz d legnagyobb eleme a (D, N Dp; <) részben-
rendezett halmaznak is. Tehat az ,.egyetemi definicié” és az ,iskolds definicid”
ekvivalens egymdssal — legaldbbis pozitiv egész szamokra.

Mennyi Inko (0,0)?
> iskolds definicié™ (Do N Do; <) = (INg N INp; <) = (INg; <) legnagyobb
eleme, ami nem létezik!

» ,egyetemi definicid™ (Do N Dy;|) = (No NINp; |) = (INg; |) legnagyobb
eleme, azaz 0.



Euklideszi algoritmus

3.4. Tétel (euklideszi algoritmus).

Barmely két természetes szamnak van legnagyobb k6zés osztdja, és az az euklideszi
algoritmussal megkaphatd. Az a = ry, b = ry természetes szamokon végrehajtott
euklideszi algoritmus maradékos osztasok ismételt elvégzését jelenti:

n=aqn+rn (0<n<n);
n=q@nr+tnrn (0<r3<n);
rn=q@art+n (0<n<n);

ricy = qirit+rivr (05 iy <rn);

Az eljdrds véges szamu lépés utdn véget ér: létezik olyan n € IN, hogy rp4+1 = 0.
A legnagyobb kézés oszté az utolsé nemnulla maradék, azaz Inko (a, b) = rp.

A legnagyobb kézds oszto kifejezhetb a két szam
Jinedris kombindcicjaként’: léteznek olyan x,y egész szamok,
melyekre ax + by = Inko (a, b).



Euklideszi algoritmus

while b # 0 do
bg:=b
b := maradék(a, b)
a:= by

end while

return a

while a # b do
if a > b then
a:=a—>b
else
b:=b—a
end if
end while

return a



Hazi feladat

8. feladat. Az euklideszi algoritmus segitségével allitsa eld az a és b szamok
legnagyobb k6zos osztdjat ax 4 by alakban.

(a) a=66, b=051
3=7-66+(—9) 51

(b) a=438, b=126
6= (—2)-438+7-126

(c) a=754 b=221

(d) a=564 b=450



Euklideszi algoritmus @

Bizonyitas.

»Teljes indukciéval” megmutatjuk, hogy minden i-re Ix;, y; € Z : ax; + by; = r;.

Kezd6lépések: n=a-1+b-0ésrn=a-0+b-1.

Tfh. j=0,1,...,/ esetén ij,yJEZ: axj + by; = r;.

Fejezziik ki ri11-et a és b segitségével:
(IH)
rig1 = ri-1—ri-q; = (axj—1+ byi—1) — (ax; + by;) - q;
= a- (Xifl - XiCIi) +b- (Yifl - )/iCIi)-
—— ——

Xi+1 Yi+1

Mivel Inko (a, b) ~ r,, azt kapjuk, hogy ax, + by, ~ Inko (a, b).

(H)



Relativ primség

3.5. Definicid.

Azt mondjuk, hogy az a, b egész szdmok relativ primek, ha Inko (a, b) = 1.
Jelolés: a L b.

3.6. Tétel.
Tetszbleges a, b, c € Z esetén ha a L b, akkor a | bc <= a| c.

3.7. Tétel (Euklidesz lemmaja).

Tetszbleges a, b, ¢ egész szamok esetén ha Inko (a, b) = 0, akkor

albc <~ c.

_a |
Inko (a, b)



Hazi feladat

9. feladat. Milyen szamot kell a kérddjel helyébe irni, hogy minden k € Z esetén
igaz legyen az ekvivalencia?

(a) 21|9k <=7 |k 48 | 84k <2 |k

(b) 125|150k <= ? |k 150|125k <= 2|k
k=5 k=6

(c) 143|78k < 7?|k 778|143k <7 |k

(d) 116|203k <=2 |k 203|116k < ? |k



Diofantoszi egyenlet

3.8. Tétel.

Tetsz8leges adott a, b, ¢ (nemnulla) egész szimok esetén az ax + by = ¢
kétismeretlenes linearis diofantoszi egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg,
ha Inko (a, b) | c. Ha (xo, yo) egy megoldds, akkor barmely t € Z esetén az aldbbi

(xt, yt) pdr is megoldds, tovdbbd minden megoldds el8all ilyen alakban a t szdm
alkalmas megvalasztdsaval:

b a
— - .t — -
X =0 e (a,b) =0 ko (a, b)

Bizonyitas.
Legyen d ~ Inko (a, b) # 0. Tudjuk, hogy Ju,v € Z: au+ bv = d.
1. Van megoldds <— d | c.

=>: Ha (x,y) egy megoldés, akkor d | ax + by = c.

<=: Had|c akkorc=d§ = (au+bv)§=a-ug+b-vs, tehdt

X =ug, y=vg egy megoldds.



Diofantoszi egyenlet

Biz. (folyt.)
Legyen M a megolddshalmaz: M = {(x,y):ax+ by =c} CZ x Z.
Tth. (x0,¥0) € M, azaz axp + byy = c.
2. M={(x,ys): t€Z}, ahol x¢ =x0+ 5 t, yy=yo— 3t
O alxo+5t)+b(yo— 2t) =axo+ by + 2t — bt =
C:  Legyen (x,y) € M.
ax+by=c=axg+ byy = ax—axg = byg— by
= b|a(x—xp)
— L x—x
— dteZ: x—xozgt
Tehdt x = xo + 2 -t = x¢. Az y-ra vonatkozé képlet
ezutdn mar egyszerl visszahelyettesitéssel kijon:

byofby:a(xfxo):# — y=yo— Gt=y. O



Hazi feladat

10. feladat. Oldja meg az aldbbi diofantoszi egyenletek. Adja meg az Gsszes egész
megoldast, majd hatdrozza meg azokat a megoldasokat, amelyekre 0 < x,y < 20
teljesiil.

(a) 6x+9y =51
x=—17+3t, y=17—2t, {(1,5), (4.3), (7.1)}

(b) 6x—10y =14
x=1445¢t y=7+3t, {(41), (9,4), (147), (19,10)}

(c) 20x + 45y = 245

(d) 117x — 63y = 36
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A kongruenciareldcié definiciéja

3.9. Definicié.

Legyen m > 2,a,b € Z. Ha a — b oszthaté m-mel, akkor azt mondjuk, hogy
a kongruens b-vel modulo m. Az m szamot a kongruencia modulusanak
nevezziik.

Jelolés.
A kongruenciat = jeldli, a modulust utana zardjelben tiintetjiik fel a mod roviditést
hasznélva (de ezt idénként elhagyjuk). Tehdt a=b (modm) <= m|a—b.

3.10. Tétel.
Tetszéleges m > 2,a, b € Z esetén a = b (mod m) akkor és csak akkor teljesiil,
ha a és b ugyanazt a maradékot adja m-mel osztva.

Bizonyitas.
Legyen a=mqg+résb=mt+s,ahol 0 < r,s < m.

mla—b=m(g—t)+r—s <= m|r—s < r—s=0 <<= r=s [



A kongruenciareldcié tulajdonsagai

3.11. Tétel.

Tetszbleges m, my, my > 2,a, b, c, a1, by, az, bo € Z esetén érvényesek az alabbiak:
(1) a=a (modm) (reflexivitds);

(2) a=b (modm) = b=a (modm) (szimmetria);

(3) (a=b (modm) ésb=c (modm)) = a=c (modm) (tranzitivitds),

(4) a1 = by (modm)

a=b (modm)} = afa=bdb, a1-2=b-b (modm);

(5) ha c #0, akkor ca= cb (modm) <= a= b (mod m)
(6) ham L c, akkor ca=cb (modm) <= a=b (modm);

a
M 2

(8) ha a= b (modm), akkor Inko (a, m) = Inko (b, m) .

b (modmy)} <= 2= (modms,m])



A kongruenciareldcié tulajdonsagai

Bizonyitas.
(4) Tfh. a1 = by és ax = by (mod m). Ekkor m | a1 — by és m | ax — by.
?

2 ?
ai-ay=b1-bp (modm) <= m|ajar— bib
?
< m | ajay — byax + bjax — b1 by
?

S m|(al—b1)‘32+b1‘(az—bz) v

(5) ca=cb(modm) <= m|ca—cb=c(a—b)
= ﬁ|a—b

< a=b(mod (m—"’c))
(7) Z (mod my)

(modmg)} <~ m1,m2|a—b

< [my,m]|a—b
< a=b (mod[my, mp]) O



Hazi feladat

11. feladat. Kongruenciak segitségével igazolja az aldbbi oszthatésagokat.
(a) 24]5%0 -1 19 | 3111 4 p444
(b) 7320142102 73201 4 on2
(c) 293333 4 2111 13| 42041 4 3nt2

(d) 40[29% —1 27 | 250+1 4 5n+2



Maradékosztdlyok

3.12. Definicié.

Egy a egész szam modulo m maradékosztdalyan az
a={beZ:a=b (modm)}
halmazt értjiik.
Jelolés.
A modulo m maradékosztalyok halmazat Z,, jeldli. Tehat
Zm={3:acZ}={01,... m—1}.
3.13. Definicié.

A modulo m maradékosztalyok halmazan értelmezziik az elsé harom alapmiiveletet
a kovetkezbképpen: tetszlleges a, b € Z esetén legyen

3.14. Tétel.

A fenti miiveletek joldefiniltak, azaz maradékosztalyok dsszege (kiilonbsége,
szorzata) nem fiigg attdl, hogy az egyes maradékosztalyokbdl melyik szamot
valasztjuk reprezentansnak. Ezekkel a miiveletekkel Z.,, kommutativ egységelemes
gyiiriit alkot (modulo m maradékosztaly-gyiiril).



Szamolds maradékosztalyokkal

Példa.

Szadmoljunk Z15-ben!

»6+8=2

»6—-8=10

Pigzﬁ

>73:§

Példa.

Z.4 Osszeadd- és szorzétdbldja:
+/0 1 2 3 -0 1 2 3
00 1 2 3 0|0 0 0 O
1|1 2 3 0 1/0 1 2 3
212 3 0 1 2|10 2 0 2
313 0 1 2 3]0 3 2 1




Redukalt maradékosztalyok

3.15. Megjegyzés.

A 3.11. Tételbeli utolsé allitas szerint van értelme egy mod m maradékosztaly és az
m modulus legnagyobb kdz6s osztdjardl beszélni (hiszen nem filigg a reprezentdns
valasztasatdl). Késébb fontos szerepet jatszanak majd azok a maradékosztalyok,
amelyek relativ primek a modulushoz, ezért erre kiilon elnevezést és jelolést
vezetiink be.

3.16. Definicié.

Az3 € Z, maradékosztélyt redukalt maradékosztalynak hivjuk, halnko(a, m)=1.

Jelolés.
A mod m redukalt maradékosztdlyok halmazat Z7, jeldli. Tehat

Zy,={3a€Zmn:alm}.

Példa.
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Linearis kongruencidk

3.17. Definicié.

Linedris kongruencidnak nevezziik az ax = b (mod m) alaki ,egyenletet”,

ahol a, b, m adott egész szamok, és az x ismeretlent is az egész szamok korében
keressiik.

Példa.
Oldjuk meg a 3x =4 (mod5) kongruencijt.

Egyik médszer:
3x =4 (modb) <= 5|3x—4 <= Jye€Z:3x—4=>5y
Megoldjuk a diofantoszi egyenletet (y nem is kell):

x =345t < x=3 (modb).

Masik mddszer:

3x =9 (mod5)  (mert4=9 (mod5))
x =3 (mod5) (leosztottunk 3-mal (1))



Linearis kongruencidk

3.18. Tétel.

Az ax = b (mod m) linedris kongruencia akkor és csak akkor oldhaté meg, ha
Inko (a, m) | b.

Ha ez teljestil, akkor a megolddsok egyetlen modulo m maradékosztalyt

alkotnak, modulo m pedig Inko (a, m) a megolddsok szdma.
Ha xg egy megoldds, akkor az dltaldnos megoldas:

m
X:X0+t'm(m0dm) (t—O,]. ..... Inko(a,m)fl).

Bizonyitas.
Legyen d = Inko (a, m). Fogalmazzuk &t a kongruencidt diofantoszi egyenletté:
ax=b (modm) <= m|ax—b
< dyeZ: ax—b=my
< dyeZ: ax—my=»b
» Akkor és csak akkor van megoldds, ha d | b.

» Ha xp egy partikuldris megoldds, akkor az dltalanos megoldds: x; = xo +t - 7.
Ezek az x; szdmok egyetlen modulo 7 maradékosztalyt alkotnak.



Linearis kongruencidk

Bizonyités. (folyt.)
» Hany megoldads van modulo m?

Xty = xt, (modm) <= xo+t-F=x+t2-F (modm)

Tehat d megoldas van modulo m, mert ennyiféleképp lehet a t paramétert
megvalasztani modulo d. Eléga t =0,1,...,d — 1 értékeket tekinteni; ezek
megadjak az Osszes megoldast modulo m:

XEXO—l—l“% (modm) (t=0,1,...,d—1)



Hazi feladat

12. feladat. Oldja meg az aldbbi linedris kongruencikat.

()

3x =4 (modb)
x =3 (mod5)

40x = 28 (mod 62)
x =10,41 (mod62)

12x = 44 (mod 10)

60x = 14 (mod91)

6x =21 (mod9)
x=2,5,8 (mod9)

104x = 74 (mod 60)

nincs megoldas
42x =3 (mod71)

24x = 84 (mod45)



Multiplikativ inverz

3.19. Definicié.

Azt mondjuk, hogy az a, b egész szamok egymas multiplikativ inverzei modulo m,
haab=1 (modm).

Hasonldan a, b € Z, egymas multiplikativ inverzei, haa- b = 1.

Jelolés.

Ha nem fenyeget a félreértés veszélye, akkor az a egész szam mod m multiplikativ
inverzét a~l-gyel jelsljiik. Hasonléan @ € Z,, multiplikativ inverzét a—1 jelsli.

3.20. Tétel.

Az a egész szamnak akkor és csak akkor van multiplikativ inverze modulo m, ha
a L m. llyenkor a multiplikativ inverz mod m egyértelmiien meghatarozott.
Hasonléan, a € Z, akkor és csak akkor rendelkezik multiplikativ inverzzel,

ha a € Z3,. llyenkor a multiplikativ inverz egyértelmiien meghatarozott.

3.21. Kovetkezmény.

A Z ., maradékosztaly-gylirii akkor és csak akkor test, ha m primszam.

3.22. Tétel (Wilson tétele).
Ha p primszam, akkor (p —1)! = —1 (mod p).



Hazi feladat

13. feladat. Hatdrozza meg a Z,, maradékosztaly-gyiirii minden elemének a
multiplikativ inverzét (ha létezik).

(a) m=14

T'=1,3'=55"'=39"'=11,11 '=9, 13 '=13
(b) m=15

1'=12'=88'=23'=13

7 =13, 13 =7 11 '=11, 14 '=14
(c) m=18



Negativ kitevOs hatvanyozds

3.23. Definicié.

Ha a és m relativ primek, akkor tetsz8leges k € IN esetén értelmezziik az a— ¥
negativ kitevjii hatvanyt modulo m: legyen a—% = (ak)_l (mod m).
Hasonléképpen 3 € Z7, esetén legyen (5)_k = (5")71.

3.24. Megjegyzés.

Meg lehet mutatni, hogy a hatvanyozas szokdsos azonossagai érvényben maradnak
az egész kitevds mod m hatvanyok fenti értelmezése mellett.



Hazi feladat

14. feladat. Szamitsa ki a hatvanyt a megadott maradékosztélytestben.

(a) 573 SR
7

(b) 3 *ezy
7

() 27" ez

(d) 373 € Zig
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Linearis kongruenciarendszerek

3.25. Definicid.

Adott a;, b, n; (i=1,2,..., k) egész szamok esetén az aldbbi ,egyenletrendszert”
linearis kongruenciarendszernek nevezziik (az x ismeretlent is természetesen az
egész szamok korében keressiik):

aix = b1 (mod nl)
axx = by (mod )

ax = bk. (mod ny)
3.26. Megjegyzés.

A 3.18. Tétel segitségével a kongruenciarendszerbeli kongruencidkat kiilon-kiilon

megoldhatjuk (ha van megolddsuk), és igy a kongruenciarendszert a kdvetkezé
alakra hozhatjuk:
x=c1 (modmy)

¢ (mod my)

X

x = ¢, (mod my)



Hazi feladat

15. feladat. Oldja meg az alabbi kongruenciarendszereket.

3x =3 (mod12) 10x =2 (mod6)
(a) 5x=3 (mod 6)} (b) 4x =3 (mod 7)}
3x =11 (mod8) 3x =5 (mod8)
x =9 (mod24) x = 167 (mod 168)
4x =4 (mod6) 3x =5 (mod10)
(¢) 1lx=5 (mod 9)} (d) 3x=1 (mod 8)}
3x =2 (mod5) l4x =4 (mod6)



Linearis kongruenciarendszerek

3.27. Tétel.

A (x) linedris kongruenciarendszer k = 2 esetén pontosan akkor oldhaté meg, ha
Inko (m1, m) | c1 — .

3.28. Tétel.

A (%) linedris kongruenciarendszer akkor és csak akkor oldhaté meg, ha barmely két
kongruenciabdl all6 részrendszere megoldhatd, azaz

Vi,j: Inko(mj, m;) | ¢i —¢j.

Specidlisan, paronként relativ prim modulusok esetén mindig van megold3s.

3.29. Tétel.

Ha a (%) linedris kongruenciarendszernek van megolddsa, akkor megolddsai egyetlen
mod [m1, mo, ..., mg] maradékosztalyt alkotnak.

X
X

1 (mod m1)
¢ (mod mp)

x = ¢k (mod my)



Kinai maradéktétel

3.30. Tétel (kinai maradéktétel).

Tegyiik fel, hogy az my, mo, ..., my modulusok paronként relativ primek, jelolje a
szorzatukat M, tovdbbad legyen M; = mM (i=1,2,... k).

Jelslje z; az M;zi =1 (mod m;) segédkongruencia egy megolddsat (i =1,..., k).
Ekkor a (x) linedris kongruenciarendszer megolddsa:

k
X = E ¢iM;z; (mod M).

i=1

¢1 (modmy)
¢2 (mod my)

x
{1l

x = ¢, (mod my)



Hazi feladat

16. feladat. A kinai maradéktétel segitségével oldja meg az aldbbi paraméteres
kongruenciarendszereket.

x =a (mod3) x =a (mod4)
(a) x=b (mod 4)} (b)  x=b (mod 5)}
x =c (mod5) x =c (mod9)
x = —20a — 15b — 24c (mod 60) x = 45a+ 36b — 80c (mod 180)
x = a (mod3) x = a (mod3)
(¢) x=b (mod5) (d) x=b (mod4)
x=c (mod7) x=c (mod7)



et b

3.31. Kovetkezmény.

Ha m L n, akkor az alabbi B leképezés bijektiv.

B:Zmn— Zm X Zp X +— (xmodm, xmodn)

Bizonyitas.
A B leképezés bijektivitdsa azt jelenti, hogy tetszbleges a, b € Z esetén pontosan
egy olyan X € Zmn, |étezik, amelyre

X

X

b (medn) J

A kinai maradéktétel szerint ennek a kongruenciarendszernak valdban létezik

megolddsa (sziirjektivitds), azt pedig mar kordbban lattuk, hogy a megoldds modulo
Ikkt (m, n) = mn egyértelmilen meghatdrozott (injektivitas)

O



Megértést ellenorzé kérdések
Igazak-e az alabbi allitasok?
» Az ax = b (mod m) linedris kongruencidnak akkor és csak akkor van
megolddsa, ha Inko (a, b) | m.

» A 30x = 48 (mod58) kongruencia ekvivalens a 30x = 48 (mod29)
kongruencidval.

» Az 1,133,265,397,... és az 1,151,301, 451, ... szdmtani sorozatok masodik
kozos tagja 19801.

» Minden p primszédmra (p—1)! = p—1 (mod p).
> Az egész szamok halmazdn a modulo m kongruencia antiszimmetrikus reldcid.
> |Zis| = |Zg]

> Léteznek olyan a, b, ¢ egész szamok, amelyekre az ax + by = c¢ diofantoszi
egyenletnek pontosan 2014 megolddsa van (az egész szamok korében).

> Tetszéleges a, b, c egész szdmokra a | bc = a| bvagy a | c.
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Nevezetes szamelméleti fiiggvények

4.1. Definicid.

Szamelméleti fiiggvényen olyan leképezést értiink, amely a természetes szdmok
halmazdn van értelmezve, értékei pedig valds (vagy komplex) szamok.

4.2. Definicié.

Néhdny nevezetes szamelméleti fiiggvény:

» T(n)= % 1 — n pozitiv osztdinak szdma;
n

» 0 (n)= Y d — n pozitiv osztéinak sszege;

d|n
> id (n) = n;
» 1(n)=1,

v

1, han=1;
‘5(”)_{0, ha n> 1.



Gyenge multiplikativitds

4.3. Definicid.

Azt mondjuk, hogy az f szamelméleti fliggvény gyengén multiplikativ, ha
f(1) =1 és minden a, b € IN esetén
alb = f(ab)="f(a)-f(b).
4.4, Tétel.

Egy f szamelméleti fiiggvény akkor és csak akkor gyengén multiplikativ, ha
f (1) =1 és tetszbleges pdronként kiilénbézé py, . . ., Pn primszamok
ésuai,...,ap pozitiv kitevGk esetén

fpyt o oppr) =fF(piY) ... F(pp).

4.5. Tétel.

A T,0,id, 1,6 szamelméleti fiiggvények gyengén multiplikativak.



Képletek

4.6. Tétel.

Legyen az n természetes szam primtényezds felbontdsa n = Hf‘zl p?(" . Ekkor
(aj+1);

ko pitl
(L+pi+pi+-+p) znp’i.



Hazi feladat

17. feladat. Hatdrozza meg az n szam osztdinak szamat és osztdinak Gsszegét.

(a) n=1500
T (1500) = 24, ¢ (1500) = 4368

(b) n=T7!
T(7!) =60, o (7!) = 19344

(c) n=2016

(d) n=2015



Tokéletes szamok

4.7. Definicié.
Az n természetes szamot tokéletes szamnak nevezziik, ha megegyezik pozitiv
valédi osztdinak Gsszegével, azaz o (n) = 2n.

4.8. Tétel (Euler tétele).

Az n pdros szam akkor és csak akkor tokéletes, ha eléall n = 2P~1 (2P — 1)
alakban, ahol 2P — 1 primszam.

4.9. Definicié.
Az M, = 2" — 1 alak( szdmokat Mersenne-szamoknak, az ilyen alakd primeket
Mersenne-primeknek nevezziik.

4.10. Megjegyzés.

Abbdl, hogy n prim, még nem kovetkezik, hogy M, is az, példdul My; nem prim.
Nem ismert, hogy Iétezik-e végtelen sok Mersenne-prim, tehat azt sem tudjuk, hogy
[étezik-e végtelen sok paros tokéletes szam. Paratlan tokéletes szamot egyet sem
ismeriink, de nincs bizonyitva az sem, hogy ilyen nem létezik.

A jelenleg (2016. szeptember 7.) ismert legnagyobb primszam is Mersenne-prim:
M74207281, ami tizes szamrendszerben 22338618 szamjegybal all.



Mersenne-primek

p M, =2P —1 2p=1 (2P —1)

2 3 6 Okori gorogok

3 7 28  OSkori gorogok

5 31 496  OSkori gorogok

7 127 8128  oSkori gorogok
13 8191 33550336 1456

17 131071 8589869056 1588, Cataldi
19 524 287 137438691328 1588, Cataldi
31 2147483647 2305843008139952128 1772, Euler
61 ~ 2 trillié ~ 2 szextilli6 1883, Pervushin
89 27-jegyli szam 54-jegyli szdam 1911, Powers
107 33-jegyli szdm 65-jegyli szdam 1914, Powers
127 39-jegyli szam T7-jegyli szam 1876, Lucas

74207281 22338618-jegyli szdm 44677 235-jegyli szam 2016, GIMPS



Fermat-primek

4.11. Allitas.
Minden n € IN esetén

2" +1 primszim = n kett8hatvany.

4.12. Definicié.

Az F, = 22" +1 alakd szdmokat Fermat-szamoknak, az ilyen alakd primeket
Fermat-primeknek nevezziik.
4.13. Megjegyzés.

Fermat azt sejtette, hogy F, mindig prim. Az els6 6t Fermat-szdm valéban prim:
Fo=3, F1 =05, F, =17, F3 =257, F4 = 65537,

de Euler észrevette, hogy F5 = 641 -6700417. Minden tovabbi Fermat-szam, amit
sikeriilt megvizsgalni (részben szdmitégéppel), Gsszetettnek bizonyult.

Az altaldnosan elfogadott sejtés az, hogy csak véges sok Fermat-prim van
(valésziniileg csak az elsd 6t).
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Az Euler-féle p-fliggvény

4.14. Definicid.

Jeldljik @ (m)-mel az m-nél nem nagyobb természetes szdmok koziil azoknak a
szamat, amelyek m-hez relativ primek:

p(m)=|{a:1<a<mésal m}.
Az igy kapott fiiggvényt Euler-féle ¢ fiiggvénynek nevezziik. Tomorebben:

¢:N—->N, m— |Z},].

Példa.
¢(5) = |{1,2,3,4}| =4
¢ (6) = [{1.5} =2
¢ (10) = [{1,3,7,9}| =4
¢ (81) = |{1,2,4,5,7,8,...,76,77,79,80}| = 81 — 27 = 54
¢ (1000) = 1000 — 500 — 200 + 100 = 400



Maradékrendszerek

4.15. Definicid.

Modulo m teljes maradékrendszernek nevezziik egész szamok egy olyan
rendszerét, amely minden mod m maradékosztalybdl pontosan egy elemet tartalmaz.

4.16. Allitss.

Ha acy, c,..., cm egész szamok teljes maradékrendszert alkotnak modulo m,
ésa,be Z,al m, akkor ac1 + b,aco + b, ..., acm + b is teljes maradékrendszer
modulo m.

4.17. Definicié.
Modulo m redukalt maradékrendszernek nevezziik egész szamok egy olyan

rendszerét, amely minden mod m redukalt maradékosztalybdl pontosan egy elemet
tartalmaz.

4.18. Allitas.

Haaci,o,..., Co(m) egész szamok redukalt maradékrendszert alkotnak modulo m,
ésac Z,al m, akkor acy, acy, ..., acy(m) is redukalt maradékrendszer modulo m.



Gyenge multiplikativitds f;

4.19. Tétel.
Az Euler-féle ¢ fiiggvény gyengén multiplikativ.

Bizonyitas.

Tfh. m és n relativ primek, és tekintsiik a ,birkas” bijekciot:
B:Zmn— Zm X Zn X— (xmodm, xmodn).
Vildgos, hogy minden x-re
X1l mn <= x1L mésx_Ln

Ez azt jelenti, hogy B bijekcidt létesit a ZF,, és Z}, x Z}, halmazok kozétt, tehdt
ezek azonos elemszdmduak:

¢ (mn) = |Zp,| = |Zy X Zp| = |Zn| X |Z3| = ¢ (m) - ¢ (n).



Képlet

4.20. Tétel.

Legyen az n természetes szam primtényezés felbontdsa n = Hf'(:l p?"' . Ekkor

¢ (n) = nli (1—;_) =ﬁ(p?’—p?’_l) :ilipi-""‘l (pi = 1).

i=1

Bizonyitas.

A gyenge multiplikativitds miatt elegendd primhatvanyokra igazolni az allitast:

p(p*)=|{a:1<a<p*ésal p*}
=H{a:1<a<p*éspta}] =p*—p* L



Hazi feladat

18. feladat. Szamitsa ki ¢ (n) értékét.

(a) n=1500
¢ (1500) = 400

(b) n=T7!
@ (7) = 1152
(c) n=2015



Az Euler—Fermat-tétel

4.21. Tétel (Euler-Fermat-tétel).

Ha az a egész szém relativ prim az m modulushoz, akkor a?(™ =1 (mod m).

Bizonyitas.

Legyen c1, ¢, ..., Co(m) redukalt maradékrendszer modulo m.
Mivel a L. m, ezért acy, acy, .. ., aCy(m) is redukalt maradékrendszer modulo m.
CL C.votCo(m) = ACL-AC2" ... aCp(m) (mod m)
U
CL oo Com) = a‘P(m)~c1-cz~...~c(P(m) (mod m)
U
1 = a9m (mod m)

4.22. Kovetkezmény (kis Fermat-tétel).

Ha p primszdm és a nem oszthatd p-vel, akkor aP~1 =1 (mod p).
Ha p primszam, akkor minden a egész szimra a? = a (mod p).



Az Euler—Fermat-tétel

4.23. Kovetkezmény.

Ha a € Z relativ prim az m modulushoz, akkor

ki = ky (mod @ (m)) = ak = a* (modm).

Bizonyitas.

Ha k1 = ko (mod ¢ (m)), akkor ko = ki + ¢ (m) - t alkalmas t egész szdmmal.
Ezért

ake = ghatelmt = gh . (ae(m)T = gk (1)f = 3k (mod m).



Hazi feladat

19. feladat. Szamitsa ki az aldbbi hatvanyok maradékait a megadott modulusra
nézve.

(a) 2014291 =? (mod7)  2019201° =? (mod11)
20142014 =54 =2 201909 =61 =2

(b) 13170 =? (mod 40) 27159 =2 (mod 40)
13170 = 1310 =9 110 =27"1=3

(c) 12312 =? (mod1l)  303%%3% =? (mod 100)

(d) 44472018 =2 (mod44) 1088 =? (mod27)
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Konvolucid

4.24. Definicid.

Az f és g szamelméleti fliggvények konvoliciéjan az alabbi képlettel definidlt f x g
szamelméleti fliggvényt értjiik:

(fxg)( Zf (d) Zf(a)g(b).

ab=n

4.25. Tétel.

A konvoliicié miivelete kommutativ és asszociativ, tovabba minden f szamelméleti
fiiggvényre f x6 =6 f = f.

Bizonyitas.
A kommutativitas vildgos, az asszociativitdshoz pedig azt kell ellenérizni, hogy

((Frg)h)(m) == Y f(a)g(b)hic) ="

abc=n

Mivel b > 1 esetén § (b) = 0, ezért

(Fx8)(n)= Y f(a)d(b)= Y  f(a)d(b)=r(n)6(1)="F(n).

ab=n a=n,b=1

— (Fx (g h)) (n).

O



Konvolucid

4.26. Tétel.
Gyengén multiplikativ szamelméleti fiiggvények konvolicidja is gyengén multiplikativ.
Bizonyitas.

Tfh. f és g gyengén multiplikativ és a L b. Soroljuk fel a és b osztdit:
D,={u,..., ug}t, Dp=A{w,..., ve}.



Osszegzési fiiggvény

4.27. Definicié.

Az f szdmelméleti fiiggvény bsszegzési fiiggvényén az F (n) = g, f (d)
szamelméleti fiiggvényt értjiik. Az f fliggvényt az F fiiggvény megforditasi
fiiggvényének nevezziik.

Jelolés.

Azt a tényt, hogy F az f Osszegzési fiiggvénye gyakran egyszerlien csak f — F
jeloli.

4.28. Tétel.

Gyengén multiplikativ szamelméleti fiiggvény Gsszegzési fliggvénye is gyengén
multiplikativ.

Bizonyitas.

F = f %1 is gyengén multiplikativ

f gyengén multiplikativ
1 gyengén multiplikativ



Osszegzési fiiggvény

4.29. Tétel.

A tanult nevezetes szamelméleti fliggvények kézétt fenndllnak az alabbi
Osszefiiggések:

b—=1—=1, ¢—id—=o.

Bizonyitas.
Jeldlje @ a g fliggvény Osszegzési fiiggvényét. Mivel ¢ gyengén multiplikativ, & is
az (és persze id is), igy elegendd a @ (n) Zid (n) egyenl8séget primhatvanyokra
ellendrizni. Tetszbleges p prim és o € IN esetén
(") =¢1)+ () +9(P?) +-+o (P + e (pY)
=p*=id(p").



A Mobius-féle u-fliggvény

4.30. Definicid.

Az n természetes szamot négyzetmentesnek nevezziik, ha nem oszthaté egyetlen
1-nél nagyobb négyzetszammal sem.

4.31. Megjegyzés.

Konnyli meggondolni, hogy egy szam akkor és csak akkor négyzetmentes, ha
primfelbontasdban minden prim csak egyszer (azaz elsé hatvanyon) fordul elé.
4.32. Definicié.

Mobius-fiiggvénynek nevezziik az alabbi képlettel definidlt y szdmelméleti
figgvényt:

() 0, ha n nem négyzetmentes;
n) =
M (—1)%, ha n el8all k kiilonboz6 prim szorzataként.



A Mobius-féle u-fliggvény

4.33. Tétel.

A Mébius-fiiggvény dsszegzési fiiggvénye a ¢ fiiggvény, azaz u+1 = 4.
Bizonyitas.

Jeldlje M a yu fiiggvény Gsszegzési fiiggvényét. Mivel u gyengén multiplikativ, M is

. . P ? w2z . .
az (és persze J is), igy elegendé az M (n) = 6 (n) egyenl8séget primhatvényokra
ellendrizni. Tetszbleges p prim és « € IN esetén

M(p*) =p Q) +p(p)+p(p?) +- - +p () +p(p")
=1+ (- )+0+ -4+0+0
=0=245(p").



Mobius-féle inverzids formula

4.34. Tétel (Mobius-féle megforditasi képlet).

Tetszbleges F szamelméleti fliggvény esetén F-nek egyetlen megforditdsi fiiggvénye
van, mégpedig F * .

Masképpen fogalmazva f — F akkor és csak akkor all fenn, ha f = F .

Részletesebben: tetszbleges f, F szamelméleti fliggvények esetén

VnElN:F(n):Z‘f(d) = VnGN:f(n):ZF(d)~y(Z).
din dln

Bizonyitas.
Tetszbleges f, F szamelméleti fliggvény esetén F = f x 1 s fF=Fx« U.

= Tfth. F =fx1. ,Konvolvdljuk be" az egyenléség mindkét oldalat y-vel:
F=f*x1 = Fxu=(fx)sxpu=»Ffx1sxpu)=»r*6="r.
<= Tfth. f = F*x u. ,Konvolvdljuk be" az egyenléség mindkét oldalat 1-gyel:

f=Fsxuy = fxl=(Fxu)x1=Fx(uxl)=Fx5=F.



Mobius-féle inverzids formula

4.35. Kovetkezmény.

Gyengén multiplikativ szamelméleti fiiggvény megforditasi fiiggvénye is gyengén
multiplikativ.

Bizonyitas.
F gyengén multiplikatfv}

- f = F = is gyengén multiplikativ
u gyengén multiplikativ



Hazi feladat

20. feladat. Legyen a f szamelméleti fiiggvény Gsszegzési fiiggvénye F. Szamitsa
ki a f fliggvény értékét a megadott helyen.

(a) F(n)=n? f(12) =?
f(12) = 122 — 6% — 42 + 22 = 96

(b) F(n)=logn, f(81)="
f(81) = log8l — log 27 = log 3

(c) F(n)=logn, f(36)="

(d) F(n)=n, f (100) =?



Megértést ellenorzé kérdések

Igazak-e az aldbbi 4llitasok?

>

>

A 2015 tokéletes szam.

Minden n természetes szamra Yy, dpt (§) = ¢ (n).

Az n természetes szam akkor és csak akkor tokéletes, ha ¢ (n) = 2n.

Az identikus fiiggvény 6sszegzési fiiggvénye a o (oszték dsszege) fliggvény.

Tetszbleges a, m (m > 2) egész szdmok esetén,
a=1 (modm) = a™ =1 (modm).

Tetszoleges n pozitiv egész szdm esetén: n prim — 2" — 1 prim.
Barmely két modulo m redukalt maradékrendszernek ugyanannyi eleme van.

Ha n nem négyzetszam, akkor i (n) # 0.
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Diofantoszi egyenlet polinomgyiiriiben

Test folotti polinomokra ugyanigy elvégezheté a maradékos osztds és az arra épiilé
euklideszi algoritmus, akdrcsak az egész szdmokra. Az el8bbi tételek (és azok
bizonyitdsa) szinte szé szerint lemasolhaték (HF végiggondolnil). ime a diofantoszi
egyenletekrél szl tétel polinomos megfeleldje:

5.1. Tétel.

Legyen T egy test és f, g, h € T [x] nemnulla polinomok.

Ekkor az fu+ gv = h kétismeretlenes linedris ,diofantoszi” egyenlet akkor és csak
akkor oldhaté meg az ismeretlen u,v € T [x] polinomokra nézve, ha Inko (f, g) | h.

Ha (uo, vo) egy megoldds, akkor birmely t € T [x] esetén az aldbbi (u¢, v¢) pdr is
megoldas, tovabba minden megoldas el6all ilyen alakban a t polinom alkalmas
megvalasztasaval:

g
e = to+ Inko (f,g)
e= Inko (f,g)



Diofantoszi egyenlet polinomgyiiriiben

Példa.
Oldjuk meg az fu + gv = Inko (f, g) egyenletet az R [x] polinomgyiiriiben, ahol

f=x*+234+4x2+2x +3, g=x>+x>+x-3.
f =(x+1)-g + 2x2 +4x+6
g =(x—1)-(x*+2x+3) + 0
Tehat Inko (f,g) ~ x? +2x + 3.

Fejezziik ki a legnagyobb koz0s osztdt f és g segitségével:

1 1 1 1
[ 1 1 1
Az egyenlet egy megolddsa: ug = 5 W=T5X—so



Hazi feladat

21. feladat. Szamitsa ki az f és g polinomok legnagyobb kozos osztéjat, és adja
meg az fu+ gv = Inko (f, g) egyenlet egy megolddsat az R [x] polinomgyiiriiben.

(a) f=x*+2x3+4x>+2x+3, g=x>+x>+x-3
Inko(f,g):x2+2x+3, u:%,v:—%x—%

(b) f=x*+2x3—x?>—4x-2, g=x*+x3—x2-2x—2
Inko(f,g):x2f2, u=—x—1 v=x+2

() f=x*+x3+2x2+3x-3, g=x*+x3+x2+3x—6

(d) F=x>4+3x*+x34+x24+3x+1, g=x*+2x34+x+2



Diofantoszi egyenlet polinomgyiiriiben

Ha p prim, akkor Z, test, és igy beszélhetiink Z, feletti polinomokrél. Ezekkel
ugyanigy (vagy konnyebben!) lehet szdmolni, mint szdmtest feletti polinomokkal.

Példa.
Oldja meg az fu + gv = 1 egyenletet az Zs [x] polinomgyiiriiben, ahol

f:x2+§x+1, g:x3+§x2+1x—l—§.

CP+2P+4x+2 = (x+4)- (x*+3x+1) + x+3
X +3x+1 = x-(x+3) + 1
x+3 = (x+3)-1 + 0

Fejezziik ki 1-et f és g segitségével:
I=f-—x-(x+3) =f—x-(g—(x+4)-f) = (x*+4x+1) - f—x-g

Az egyenlet egy megolddsa: ug = x> +4x+1, v = —x.



Hazi feladat

22. feladat. Hatdrozza meg az fu + gv = 1 egyenlet egy megoldasat a megadott
polinomgytiriiben.

(@) f=x*+63+32+2x+4 g=x2+6x+3€Z[x]
U=5x+6 v=2x3+x2+14

(b) f=x3+x2+1, g=x>+1€2Z,[x]

U=x, v=x2+x+1
(c) f=x3+x+1, g =3x>+2€ Zs[x]

(d) f=x3+x>+2, g=2x>+x+3€Zs|[x]



Polinomgytir(i faktortestei

Ha T egy test (példdul T =Q, R, C vagy Z,) és m € T [x], akkor a modulo m
kongruencia és a modulo m maradékosztalyok ugyantigy definidlhatéak, mint az
egész szdmok kdrében, és hasonlé tulajdonsdgokkal rendelkeznek (HF végig-
gondolni!). A maradékosztily-gyiiriit itt T [x] / (m) jeldli.

5.2. Tétel.

Ha m egy n-edfokd polinom a T test felett, akkor a T [x]| / (m) maradék-

osztaly-gylirii kommutativ egységelemes gyiirii, melyenek elemei egyértelmiien
felirhatdk az alabbi alakban:

an_1x" 14 4 ax + ag (an-1,...,a1,a€T).

5.3. Tétel.
Az f € T [x] / (m) maradékosztdlynak akkor és csak akkor van multiplikativ

inverze, ha f és m relativ primek.
5.4. Kovetkezmény.

A T [x] / (m) maradékosztaly-gyiirii akkor és csak akkor test, ha m irreducibilis T
felett.



Egy fontos maradékosztalytest

Az R [x] / (x* 4+ 1) maradékosztdly-gyiirii test, mert x? + 1 irreducibilis a valds
szamok teste felett. Mik az elemei ennek a testnek, és hogyan kell szamolni veliik?

> Elemek: Az R[x]/ (x?+ 1) test minden eleme egyértelmiien felirhaté a

kovetkez6 alakban:
a+ bx (a,b€R).

» Osszeadas: at+bx+ct+dx=(atc)+ (b+d)x

» Szorzas: a+bx-c+dx= ac+ (ad + bc)x + bdx>?
= ac+ (ad + bc)x + bd (—1)
(ac — bd) + (ad + bc)x.

Ez szinte sz szerint ugyanaz, mint a komplex szdmok teste: R [x] / (x2 + 1) ~C.

5.5. Megjegyzés.

A fenti példdhoz hasonléan minden m € T [x] irreducibilis polinomnak lehet
,gyokot csindlni™ a T [x] / (m) maradékosztélytest egy olyan kibSvitése a T
testnek, amelyben m-nek van gyoke.



Egy véges test

Példa.
Szémoljunk a Z5 [x] / (x3 + x + 1) testben! Ennek 8 eleme van:

6, T, X, x+T, ; X2+T, X2+x, x2 + x4+ 1.

x+1+x24+x=x24+2x+1 = x2+1 (semmi vész)

x+1-x24+x =x34+422+x=x3+x=1 (redukcié mod x3 + x + 1)



A nyolcelemi test miivelettablazatai

+ 0 1 o a+1 a? a?+1 o+ ?+a+1
0 0 1 « a+1 a? a®+1 o +a 2 tat+1
1 1 0 a+1 a a?+1 a? W +a+l a4
o o a+1 0 1 a?+a a2 +a+1 a? a?+1
a+1 a+1 « 1 0 t+a+l  a2+a a?+1 2
o? a? a?+1 o+ a+a+1 0 1 13 a+1
a?+1 a?+1 o? 2+a+1  a’ta 1 0 a+1 o
o+ o+ ?+a+l ol a?+1 a a+1 0 1
2 +a+1 2 +a+1 o+ a®+1 o? a+1 ® 1 0

0 1 « a+1 a? a?+1 o +a 2 ta+1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 « a+1 o? a?+1 o+ a2 +a+1
o 0 o o? a®+a a+1 1 ?4a+1 a?+1
a+1 0 a+1 a®+a a’+1 a?+a+1 a? 1 «
a? 0 ? a+1 ta+l  a?+a « a?+1 1
a?+1 0 a?+1 1 a? a a?+a+1 a+1 o+
o +a 0 o +a +a+l 1 a®+1 a+1 « a2
+a+l |0 ?+a+1  a?+41 a 1 a?ta 2 a1




Szémolds Q|x] faktortesteiben

Példa.

Hatdrozzuk meg a K = Q [x] / (x3 — 7) testben a 2 — x elem multiplikativ
inverzét.

K elemei ax?2+ bx+c (a,b,c € Q) alaktak, ilyen alakban szeretnénk
azT=2—x " elemet is megkapni.

2—x =1 <<= 2—x-u=1
<~ (2—x)u=1 (modx®—7)
— WeQX:R-x)u=1+(3-7)v
= u=x>+2x+4 (modx3—7)

= T=x2+2x+4

Tehdt 2—x ' = x2 4+ 2x + 4.



Példa (folyt.).

Az el6z6 szamolas eredménye Gsszefoglalva:
(2—=x)(x> +2x+4) =14 (x> =7) - (... valami polinom...).
frjunk x helyébe /7-et:
(2— V) (V49 +2V7+4) =1+ (7—7)-(...valami szam...).

Tehat azt kapjuk, hogy

1
== V49 +2V7 + 4.
27

Ezzel a médszerrel (Iényegében az euklideszi algoritmussal) lehet bonyolult
nevezbket gyokteleniteni.
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Emlékezteto

Definicié vagy tétel?
Legyen T egy test és p € T [x]. A p polinom irreducibilis T felett, ha legaldbb
elséfokd, és nem bonthaté deg p-nél kisebb fokszdmu polinomok szorzatara:

PrgcTx]: p=f-g é 1<degf degg < degp.
Vigyazat!

Gylirlik felett ez &ltaldban nem igaz! Példdul a p = 2x € Z [x] polinom nem
irreducibilis Z felett, mert a p = 2 - x felbontds itt nem trividlis (miért?).

5.6. Tétel.
> Az elséfokii polinomok barmely test felett irreducibilisek.
» Ha f € T [x] irreducibilis és deg f > 2, akkor f-nek nincs gybke T-ben.

» HafeT [x] és 2 < degf < 3, akkor f pontosan akkor irreducibilis, ha nincs
gybke T-ben.

5.7. Tétel.

Test feletti polinomgyfliriiben minden legalabb els6foki polinom felbomlik
irreducibilis polinomok szorzatdra, és ez a felbontds lényegében (azaz a tényezbk
sorrendjétél és asszocidltsdgtdl eltekintve) egyértelmd].



Irreducibilitds vs. gyokok

Osszefoglalva:

Az

irreducibilis = nincs gyoke
implikacié igaz a legaldbb masodfokd polinomokra. Elséfokiiakra nem igaz: azok
mindig irreducibilisek és mindig van gyokiik!
A

nincs gyoke = irreducibilis

implikdcid igaz a masod- és harmadfoku polinomokra, de magasabbfokiakra nem!

Példa.

Az f = x* +2x%2 4+ 1 € R [x] polinomnak nincs valés gydke, mégsem irreducibilis R
felett:

f= (X2+ 1)(x2+ 1).



Irreducibilitds vs. gyokok

Legaldbb negyedfoki polinomok esetén

A GYOKNELKULISEGBOL

nem Nem NEM NEM NEM NEM NEM

KOVETKEZIK
AZ IRREDUCIBILITAS!!!



Egy irreducibilis faktorizacié

Példa.

Bontsuk irreducibilis tényezok szorzatara az alabbi polinomot:
F=x0+3x*—x3+2%2 +x—-1€Zs [x].

Mivel az alaptestnek csak ot eleme van, egyenként kiprébalhatjuk, hogy gyoke-e
valamelyik az f polinomnak.

Amelyik igen, annal a Horner-mddszerrel megallapitjuk a multiplicitast, és
levdlasztjuk a gyoktényezoket:

f=(x—1)2(x—3) (x—4) (x* +4x+2).

Az x? + 4x + 2 polinomnak nincs gydke (ha lenne, megtalaltuk volna), és csak
masodfoku, ezért irreducibilis.

(Ha negyed- vagy magasabb foki polinom marad a gyoktényezok kiemelése utan,
akkor valami triikkre van sziikség . ..)



Hazi feladat

23. feladat. Bontsa irreducibilis tényezék szorzatara az f polinomot a megadott
polinomgytiriiben.

(@) F=x04+3x*-x3+2x%2+x—-1€Zs|x]
(x—1)2(x—3) (x —4) (x2 + 4x +2)

(b) f=x>+x*+23+x>+1€Z3]x]
(x—1)(x—2) (x3+x2+2)

() fF=x>+x*+23+2x+1€Z3[x]

(d) F=x>+x*+23+1€Zs[x]



Véges testek

5.8. Tétel.

Akkor és csak akkor létezik g-eleml(i test, ha q primhatvany.

Bizonyitas helyett.

Barmely p primszam és n pozitiv egész szam esetén |étezik n-edfoku irreducibilis
polinom Z,, felett (messze nem trividlis!).

Ha f € Z, [x] egy ilyen polinom, akkor T [x] / (f) egy p"-elemii test.

Ha K egy véges test, akkor tartalmaz prim elemszadmi résztestet (kdzel sem
trivilis!).
Ha T egy p-elemii részteste K-nak, akkor K vektorteret alkot T felett.

Ha ez a vektortér n-dimenzids, akkor K = T", ezért |K| = p".

A g-elemii testet (mely izomorfia erejéig egyértelmiien meghatarozott),
Galois tiszteletére GF (q) jeldli (Galois Field).



Véges testek

Példa.
> kételemii test: GF (2) = Z,
> haromelem(i test: GF (3) & Z3
=7 x|/ (x2+x+l)
> otelemii test: GF (5) = Zs

> négyelemii test: GF (4)

> hatelemii test: nincs!

> hételemi test: GF (7) = Z7

> nyolcelemii test: GF (8) = Z, [x] / (x3 4+ x+1)

> kilencelemii test: GF (9) = Z3 [x] / (x> +1) = {a+ bi: a, b € Z3}

> tizelem( test: nincs!



Emlékezteto

5.9. Definicid.

Az f = apx" 4 ---+a1x+ap € T [x] polinom ¢ € T helyen vett helyettesitési
értékén az f (c) = apc” + - -+ aic+ag € T elemet értjiik.
Az f € T [x] polinomhoz tartozé polinomfiiggvény pedig nem mds, mint az

f:T—T,c—f(c)
leképezés.

A polinomot és a hozza tartozé polinomfiiggvényt ugyantgy jeloljiik; a
szovegkornyezetbdl kideriil, hogy mikor melyikrdl van szé. Ha polinomfiiggvényekrdl
van sz6, akkor x-et valtozénak nevezziik (nem pedig hatdrozatlannak).



Polinom vs. polinomfliggvény

Példa.

Az f = x3 € Z3 [x] polinomhoz tartozé polinomfiiggvény:
Z3 75,00 =01~1=12-2=2
A g = x € Z3 [x] polinomhoz tartozé polinomfiiggvény:
Z3 —7Z3,0—0 1—1, 2+—2.

Latjuk, hogy f-hez és g-hez ugyanaz a polinomfiiggvény tartozik (nevezetesen az
identikus fiiggvény), noha f és g két kiilonbdz8 polinom. Ezért nagyon fontos, hogy

NE KEVERJUK A POLINOMOT
A POLINOMFUGGVENNYEL!!!



Polinom vs. polinomfliggvény

Altaldnosabban, ha T egy g-elemi test, akkor

» a T — T leképezések szdma g9, mig

> T feletti polinombdl végtelen sok van,

igy végtelen sok kiilonb6z6 polinomhoz tartozik ugyanaz a polinomfiiggvény. Ezért
nagyon fontos, hogy

NE KEVERJUK A POLINOMOT
A POLINOMFUGGVENNYEL!!!
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Irreducibilitas kiilonbozo testek felett

Példa.
Az f = x> +1 € R [x] polinom irreducibilis, de ugyanez a polinom C [x]-ben mar
felbomlik: x2+1= (x+1i) (x —i).

Példa.

Az f = x2 —2 € Q[x] polinom irreducibilis, de ugyanez a polinom R [x]-ben mar
felbomlik: x? —2 = (x — v/2)(x + v/2).
(Es persze C [x]-ben is felbomlik.)

Altaldban, minél nagyobb az alaptest, anndl ,tobb esélye” van egy polinomnak
felbomlani.

Ha T részteste K-nak és f € T [x], akkor

f irreducibilis K felett z f irreducibilis T felett.

Emlékeztetd
A komplex szdmtest felett csak az els6foki polinomok irreducibilisek, a valds
szamtest felett pedig csak az els6fokiak és a negativ diszkriminansi masodfokdak.



Irreducibilis faktorizacié a racionalis szamtest felett

Példa.

Hatdrozza meg az f = x® — 27 polinom irreducibilis felbontasatQ felett.
A polinom komplex gydkei: v/3, —+/3, a, &, B, B, ahol

a:\/§~<1+‘/§i):‘/§+§i, B= f(—+\§/>:—+;i

2" 2 2 2

>

A C feletti felbontds (azaz a gyoktényezds alak):
f=(x=V3)(x+V3) (x—a) (x—=a) (x = p) (x = B).
Az R feletti felbontas:

f= (x—V3)(x+V3)(x* —2Rea- x+ [a|*) (x* —2Re B - x + |B|?)
= (x—V3)(x+V3)(x* = V3x+3) (x> +V3x +3).

A Q feletti felbontds:
f=(*-3)(x*+3x*+9).



Hazi feladat

24. feladat. Hatdrozza meg az f polinom irreducibilis felbontdsat R és Q felett.
(a) f=xb-27
R [x]-ben: (x — \/§)(X +/3)(x? — V3x + 3)(x? + V3x + 3)
Q [x]-ben: (x2 —3)(x*+3x2+9)
(b) Ff=x*-x>+1
R [x]-ben: <x2 —V3x+ 1) <X2 +V3x + 1)

Q [x]-ben: x* —x?+1
(c) f=x%+125

(d) f=x%-81



Felbontds Q, illetve Z felett
5.10. Tétel.

Ha egy legalabb elséfoki egész egyiitthatds polinom nem bonthaté fel nala kisebb
fokszamii egész egyiitthatds polinomok szorzatdra, akkor Q felett sem bomlik igy

fel, és viszont. Formdlisan: ha f € Z x| és degf = n > 1, akkor az aldbbi két
allitas ekvivalens:

(1) 3g.he Z[x]: f=gh é 0 < degg,degh < n;

(2) 3g,he Q[x]: f=gh és 0 < degg,degh < n.
Bizonyitas.

4

[
5.11. Megjegyzés.

A masodik feltétel azzal ekvivalens, hogy f reducibilis Q felett. Az elsd viszont nem
ekvivalens azzal, hogy f reducibilis Z felett (miért?). Tehat a fenti tételt nem

fogalmazhatjuk meg egyszeriien (gy, hogy egy egész egyiitthatés polinom akkor és
csak akkor irreducibilis Z felett, ha irreducibilis Q felett.



Kronecker mddszere

Példa.
Irreducibilis-e az f = x* — 4x3 4+ 7x? — 6x + 3 € Q [x] polinom?

Tth. f =g-h, ahol g, h€ Z[x] és0 < deggAgN degh < n.
Ekkor deg g < 2, és minden k € Z esetén g (k) | f (k). Példaul
a:=g(0)|f(0)=3, b:=g(1)|f(1)=1 c:=g((2)|f(2)=3.
Tehat az (a, b, ¢) szdmharmasra 32 lehetéség van:
(a,b,c) € {-3,-1,1,3} x{—1,1} x {-3,-1,1,3}.

Mind a 32 esetben egyértelmiien meg tudjuk hatarozni a g polinomot
Lagrange-interpolacidval.

Ha valamelyik osztja f-et, akkor kapunk egy nemtrividlis felbontast;
ha egyik se osztja f-et, akkor f irreducibilis.

(a,b,c) =1(1,1,3) ~ g=x>—x+1 ~ f:(xz—x+1)(x2—3x+3)



Schonemann—Eisenstein

5.12. Definicid.

Azt mondjuk, hogy a p primszdm pontos osztdja az a egész szdmnak, ha a
oszthaté p-vel, de p2-tel mar nem.

Jelolés.
A pontos oszthatésagot || jeldli: p || a <= p|aés p?1a.

Példa.
3][12 de 2}12

5.13. Tétel (Schonemann—Eisenstein-féle irreducibilitdsi kritérium).
Legyen f = apx™ + - - -+ a1x + ag € Z [x]. Ha létezik olyan p primszdm amelyre

pTan' p‘an*]-'"" p|alv p” a0,

akkor f irreducibilis a raciondlis szamok teste felett.



Irreducibilis polinomok Q felett

5.14. Kovetkezmény.

Minden n > 1 egész szamra létezik Q felett irreducibilis n-edfoki polinom.
Bizonyitas.

x"42

Erdemes ezt Gsszehasonlitani a komplex és a valds szamtest esetével:
» C felett csak az elséfokuak,
> R felett csak az elséfokuak és bizonyos masodfokiak

irreducibilisek.

Még szerencse, hogy a racionalis szimok testének mar nincs valddi részteste!
(miért?)



VIZSGAN KERDEZNI FOGOM!

5.15. Megjegyzés.

A Schonemann—Eisenstein-tétel megforditdsa...

NEM IGAZ!!!

Vagyis abbdl, hogy nem |étezik olyan p primszam, ami teljesitené a megfeleld
oszthatdsagi feltételeket, nem kovetkezik, hogy a polinom nem irreducibilis
(keressiink ellenpéldat!).

A megforditads helyett kovetkezzék inkabb a tétel ,tiikorképe”.

5.16. Tétel (muindtinl izstilidioubsi sldt-nistenszid—nnsmsndrod).

Legyen f = apx™ + - - -+ a1x + a9 € Z [x]. Ha létezik olyan p primszdm amelyre
pllanp|an-i,....p| a1, ptao, akkor f irreducibilis a raciondlis szimok teste
felett.



Racionalis gyokok

5.17. Tétel (Rolle tétele).

Legyen f = apx" + - - - 4 a1x + ag egy tetszbleges egész egyiitthatds polinom.
Ha g egy egyszeriisithetetlen tért alakjdban felirt raciondlis szam (azaz
p.gE€Z, q#0éslnko(p,q) = 1), akkor

f(I;):O = qlanésp|ao.

Specidlisan: egész egyiitthatds fépolinom raciondlis gydkei mindig egész szamok.

Természetesen a fenti nyil nem fordithaté meg: q | a, és p | ap nem garantilja,
hogy % gyoke f-nek.

A Rolle-tételben ,,az a jé", hogy egy véges halmazt ad meg, amelyben az Gsszes
raciondlis gyokdt megtalalhatjuk (ha van egyaltaldn raciondlis gyok).



Racionalis gyokok

Bizonyitas.
Tegyiik fel, hogy s gydke f-nek (Inko (p, q) = 1).

n n—1
O:f(p) :anp—n—kan_l%—i—---—i—alg—l—ao.
q q q q

Szorozzunk be g"-nel:

0= app"+an-1P" 'q+- - +apg" ' + aq"
\V/

Pl = p| = plao

Hasonléan:

anp”  + anflpn_1q+"'+31pq”_1+aoq" =0
N~

qgla, <= q| = ql



Irreducibilis felbontas Q felett

Példa.

Bontsuk Q felett irreducibilis polinomok szorzatara az alabbi polinomot:

f=2x"+5x%+4x> + 13x* + 54x3 + 84x° 4 54x + 12

Racionalis gysk csak +1, +2, +£3, +4, £6, £12, +3, +3 lehet.
Ezek koziil —1 és —% valéban gyok. Horner-mdédszerrel levalasztva a gyokényezoket
azt kapjuk, hogy

f= (x+ %) (x+1)2 (2x* + 12x +24) = (2x +1) (x + 1)? (x* + 6x + 12).

A kék polinom irreducibilis Q felett (Schénemann-Eisenstein, p = 3).



Hazi feladat

25. feladat. Hatdrozza meg az f polinom irreducibilis felbontasat Q felett.

(a) = 2x7 4+ 5x% 4+ 4x5 + 13x* + 54x3 + 84x2 + 54x + 12
(2x 4+ 1) (x +1)% (x* + 6x 4+ 12)

(b) f=2x>+3x*—7x3 —3x2+8x — 12
(2x —3)(x +2)%(x®> — x+ 1)

(c) f=5x8—5x"+4x>—2x—2

(d) F=3x04+2x5—7x*+2
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Elemi tortekre bontas a racionalis szamok korében

5.18. Definicié. c

Elemi torteknek nevezziik a — alakd torteket, ahol p primszam, k és c pozitiv
p

egészek, és ¢ < p.

5.19. Tétel.

Minden raciondlis szam felirhatd egy egész szam és elemi tértek Gsszegeként.
Bizonyitds (vazlat).
Harom ,triikkre” lesz sziikségiink:

1. Tetszbleges a, b, c € Z (a, b # 0) esetén

alb= Ixyecz: ~ =247

ab a b’
Ezt ismételten alkalmazva minden raciondlis szdamot fel tudunk bontani
primhatvany nevezdjii tortek Gsszegére. Példaul:

157 157 X y 21 —4

T o@me BT mEty



Elemi tortekre bontas a racionalis szamok korében

Bizonyités (folyt.)
2. Maradékos osztas segitségével levalasztva a tortek egészrészét, elérhetjiik, hogy
. o c .
minden tortiink — alakd legyen, ahol 0 < ¢ < pk:
p

LA PR R ) R
72 0 238 32 23 32 23

5
37 .

3. Minden ik alaku tortben a nevezét felirjuk p-alapd szdmrendszerben, és
»szamjegyenként szétszedjiik™:

5 101, 2241 22 1 1 1

23

BB T B B @R
5 123 342 3.2 1 2
-~z —x@ptyaEpT3ty

Tehat a végeredmény:
157—1+1+i+1+3
72 2 23 3 32



Polinomokra minden ugyanigy megy

Tetszleges T test esetén a T [x] polinomgylirii elemeivel ,,ugyantigy” lehet
szdmolni, mint egész szdmokkal (maradékos osztds, euklideszi algoritmus), ezért az
elébbi eljaras T feletti polinomokra is miikodik.

5.20. Definicié.

A T test feletti racionalis térton — alakd formdlis kifejezést értiink, ahol

g
f,g € T [x] és g # 0. Minden racionilis torthéz tartozik egy racionalis
tortfiiggvény (a két fogalom nem &sszekeverendd!). A T feletti raciondlis tortek
halmazit T (x) jeldli.

5.21. Definicié.

A T test felett elemi tortnek (vagy parcidlis tortnek) olyan raciondlis tortet
neveziink, amelyben a nevezé T felett irreducibilis (fé)polinom hatvanya, és a
szamlalé foka kisebb ezen irreducibilis polinom fokanal:

f‘

—- € T(x), aholf,pe T[x], k€N, pirreducibilis T felett, degf < degp.
p



Elemi tortekre bontas test feletti racionalis tortek korében

5.22. Tétel.

Tetszéleges T test felett minden racionalis tort felirhato egy polinom és elemi
raciondlis tértek bsszegeként.

5.23. Kovetkezmény.

A komplex szamok teste felett minden raciondlis tért felirhaté egy polinom és véges
sok
A

(x+a)

alakd raciondlis tért bsszegeként.

(A acC, keN)

5.24. Kovetkezmény.

A valés szamok teste felett minden raciondlis tort felirhaté egy polinom és véges sok
A

(x + a)k
Bx+ C
(x2+ bx +c)*

(AaeR, ke N), illetve

(B,C,b,c €R, b*>—4c <0, ke N)

alakd raciondlis tért sszegeként.



Elemi tortekre bontas test feletti racionalis tortek korében

Példa. )
Bontsuk parcidlis tortek dsszegére R felett az ——— raciondlis tortet.
X<+ x
1 1 7é+ B  A(x+1)+Bx (A+B)x+A
x2+x  x(x+1) x x+1  x(x+1) x(x+1)
)
A+B=0éA=1
)

A=1éB=-1

Tehat

x24+x x x4+1



Elemi tortekre bontas test feletti racionalis tortek korében

Példa. )
3 2x+1
Bontsuk parcidlis tortek Osszegére R felett a xextl raciondlis tortet.
x4+ 2x5 + x3
3x2 +2x+1 32 +2x+1  3x®+2x+1

xT+2x5+x3  x3(x4+2x2+1) 43 (X2+1)2 o
A B C Dx+E Fx+G
X X X x¢+1 (x2+1)
N Ax2(x2+1)2+Bx(x2+1)2+C(x2+1)2+(Dx+E)X3(x2+1)+(Fx+G)X3 _
o x3(x2+1)2 o
_ (A+D)x8+(B+E)x®+(2A+C+D+F)x*+(2B+E+G)x3+(A+2C)x?>+Bx+C
o x3’(x2+1)2

)

A+D=0 B+E=0, 2A+C+D+F =0,

2B+ E+G=0, A+2C=3, B=2 C=1



Elemi tortekre bontas test feletti racionalis tortek korében

Példa (folyt.).

A kapott hétismeretlenes linedris egyenletrendszert megoldjuk:

A=1 B=2 C=1 D=-1 E=-2 F=-2, G=2

Tehat )
3xc+2x+1 1 2 1 —x =2 —2x —2
==+ =+ +— + 5"
x*+1  (x241)

xT+2x5+x3  x  x x3



Elemi tortekre bontas test feletti racionalis tortek korében

Példa. )
3 2 1
Bontsuk parcialis tortek 6sszegére C felett a SxtAexdl raciondlis tortet.
x7 +2x5 + x3
3x2+2x+1  3x+2x+1  3x342x+1
XT+2+x3 32412 S (x4 (x—i)?
_A + = + < + e £ + F + ¢
x  x2 x3  x+i (X_|_,‘)2 X —i (X_,')2

t

A+D+F=0 B-iD+E+iF+G=0, 2A+C+D—-2iE+F+2iG=0,

2B—-iD-E+iF-G=0, A+2C=3, B=2, C=1



Elemi tortekre bontas test feletti racionalis tortek korében

Példa (folyt.).
A kapott hétismeretlenes linearis egyenletrendszert megoldjuk:

1 1 1 1 1
A:1,B:2,C:].,D:_E_gl,EZE_*I,F:_*—F*I,G:*‘i‘ii.
Tehat

3x*+2x+1 1 3+i+_%_%i+%_%’ —I4+3i 14l
x2 X3 X+ (x+i)? X—i (x —i)?

xT+2x54+x3  x



Megértést ellenorzé kérdések

> Létezik-e harmadfoki irreducibilis polinom Z, felett?
> Létezik-e 2014-edfokd irreducibilis polinom R felett?

> lgaz-e minden f € Q [x] polinomra, hogy ha f irreducibilis Q felett, akkor
f-nek nincs valds gyoke?

» Létezik-e olyan f € Q [x] polinom, ami irreducibilis R felett, de nem
irreducibilis Q felett?

> lgaz-e tetszéleges T testre és f,g € T [x]| polinomokra, hogy ha minden
c € T esetén f (c) = g (c), akkor f = g?

> Létezik-e olyan 0 # f € Z [x] fépolinom, amelynek % gyoke?
> Létezik-e olyan irreducibilis polinom Q felett, amelynek van raciondlis gyoke?

> lgaz-e tetszbleges f = apx" + - - - + a1x + ag € Z [x] polinomra, hogy ha nem
létezik olyan p primszdm, amelyre ptan, p | an—1,...,p | a1, p || a0, akkor f
nem irreducibilis Q felett? Ha nem, akkor adjon meg egy ellenpéldat!
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Gyokok és egyiitthatok kozotti osszefiiggés

Ha az f = x% + ayx + ap € C [x] polinom gydkei a1 és ap, akkor

X2+81X+30: (x—le) (X—D&z) :Xz—(lX1+062)X+061062,

kovetkezésképp i
—a; = a1 +ax és ag = K1lo.

Ha az f = x3 + axx® + a1x + ap € C [x] polinom gydkei a1, ap, a3, akkor

X3—|-82X2—|—31X+30=(X—D&l)(X—DQ)(X—Dég)Z

=x> - (061+062+0¢3)X2 + (@pao + wya3 + apa3)x — aganas,

kovetkezésképp
—az = a1 +ap + a3,
al = K1&p + X143 + K2K3,
—ap = K1KoK3.



Gyokok és egyiitthatok kozotti osszefiiggés

6.1. Tétel.
Legyenek az n-edfokti f = x" + ap_1x" "1+ -+ a;x + ag € C [x] fSpolinom
komplex gydkei a1, . .., «, (mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a

multiplicitdsa). Ekkor fenndllnak az aldbbi Gsszefiiggések:

—ap-1=a1+a2+ -+ ap;
ap—2 = Q102 + A1X3 + -+ -+ Ap_1&p;
—ap-3 = K100K3 + X104 + - -+ + Kp_2Kp_1&p,

n—1
(=1)" a1 =mag- - ap2fp1 +a1&2 R 2fp F -+ X203 K18,
(—l)n a0 = N1AQN3 - - Kp_1Qp.

Bizonyitas.

Az X"+ ap_1x" 14+ Faix+ag = (x —a1) -+ (x — ap) egyenl8ség bal oldalan

x"~k egyiitthatéja a,_x, mig a jobb oldalon

(—ar) - (—a) + ... O



Viete-formulak

6.2. Megjegyzés.

A fenti képleteket Viete-formuldknak hivjuk. A k-adik sor bal oldaldn (— )k an—k

all, a jobb oldalon pedig az a1, ..., a, betlikbdl képezett Osszes k-tényezds szorzat
Osszege, tehat egy ())-tagl Gsszeg. Formdlisan:

(—l)ka,,,k = 2 Qjy - Wy oo

»
1<ii<ip<--<ix<n
Még formalisabban:

(_1)k3n—k = Z HD‘I

IC{1,...,n} i€l
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Tobbhatarozatland polinomok

6.3. Definicié.

Adott T test feletti n-hatarozatlani monomnak nevezziik az ax{(1 .- -x,’,(” alaka
formalis kifejezéseket, ahol 0 £ a € T és ki, ..., k, € INg. Az ilyen monomok
véges Osszegeit pedig T feletti n-hatarozatlani polinomoknak oknak nevezziik.

Jelolés.

A T feletti n-hatdrozatland polinomok halmazdt T [x1, ..., x| jeldli.
6.4. Tétel.

A természetes mddon definidlt szorzdssal és 6sszeaddssal T [Xl, . ,x,,}

integritastartomany.

6.5. Megjegyzés.

Az n-hatarozatlanid polinomok gyiiriijét lehetne rekurzivan is definidlni: legyen
T[x1,..., xn] = (T [x1,..., Xn—1]) [Xn] ,

azaz a T [x1,...,Xxp—1] integritdstartomdny feletti (egyhatarozatlanu)
polinomgylirii.



Tobbhatarozatland polinomok
Példa.
f= 7X12X3 — 2x1x2x§l + Ix1x0 — 3x12x2x§ + x1x2x§3 — 2x12+
5x1x22><3 - X12X2X3 — 6x1x3 + 2X32 + X1X32 + 4x22x32 +8 € R[x1,x, x3]
f= X12 ( 3X2X3 — XoX3 + Tx3 — 2)
X1 - (5X2X3 — 2X2X3 + X2X3 + 9% + X3 — 6X3) +
(4x3x2 4 2x2 + 8) € R [x2, x3] [x1]
(Xz (—3x3 — x3) + (7x3 — 2))+
X1 - (x (5x3) — x2 (2x§1 + x33 + 9) + (x% — 6X3))+
(4

X5 - (4X32) + (2x32 + 8)) € R [x3] [x2] [x1]



Lexikografikus rendezés

6.6. Definicid.

Azt mondjuk, hogy az ax{(1 - -x,’,‘" monom lexikografikusan megel6zi a
bx{1 .. -x,l," monomot, ha

EIiE{l,...,n}: ki=Hh,....kic1=1_1és k; > I.

(Vagyis megkeressiik az elsé eltérést a ki, ko, . . ., knpésaz i, b,..., In
kitevOsorozatok kozott, és amelyikben nagyobb szam all ezen a helyen, az keriil
elérébb a lexikografikus sorrendben.)

Jelolés.

Tetszbleges M, N € T [x1, ..., Xs] monomok esetén M 1 N jeldli azt, hogy

M lexikografikusan megel6zi N-et, MN pedig azt, hogy M 3 N vagy M ~ N.
A 2 relaciét lexikografikus rendezésnek nevezziik.



Lexikografikus rendezés

Példa.

X2X99X§3X71

— 2Xf’ X2 Xé‘ XE

X1X2X§X4

1 2x12 x§’ X3 xf

TC

3

73

?N

3 2,5
X X2 X35 X

3

1 4Xi)’ X xg X7

3x§ Xg X‘%

—9X12X§’X3X2



Lexikografikus rendezés

6.7. Allits.

A monomok halmazan =2 reflexiv, tranzitiv és dichotém reldcié, valamint M2N és
MEN akkor és csak akkor all fenn egyszerre, ha M és N asszocialt.

6.8. Megjegyzés.

Az el6z8 Allitas szerint a 2 reldcid teljes rendezés (dichotdm részbenrendezés) a
monomok halmazan ,modulo asszocidltsag". Altaldban egyszerre csak egy adott
polinomban el6fordulé monomokat vizsgalunk, ezek kozott pedig nincsenek
asszocidltak (azokat &ssze lehetne vonni egy taggd), tehat ilyenkor valdjaban
teljesen rendezett halmazzal dolgozhatunk.

6.9. Allitas.

A monomok szorzdsa monoton a lexikografikus rendezésre nézve, azaz tetszbleges
M, M, N, N monomokra ha M2N és M2N, akkor MMZNN, és itt asszocialtsag
csak akkor teljesiil, ha M ~ N és M~ N.



Lexikografikus rendezés

Példa.
A korabbi példaban szerepl6 polinom tagjai lexikografikusan csékkend sorrendben:
f= —3X12x2x32 —x12x2X3 + 7XIQX3 — 2x12 + 5X1X22X3 — 2x1x2x§+
—|—x1x2x§’ + 9x1x0 + x1x§ — bx1x3 + 4)(22X32 + 2X32 +8

6.10. Allitas.

Tetszbleges f, g € T [x1,...,%n] nemzéré polinomokra fg lexikografikusan elsé
tagja nem mds, mint f és g lexikografikusan elsé tagjdnak szorzata.

Bizonyitas.

frjuk fel f és g tagjait lexikografikusan csokkend sorrendben:
f=M—+---+Ms, My 3J---3Ms, LET(f)= My;
g=Ni+---+N;, Ny 3---3Ne, LET(g) = Ny

fg=(My+--+ M) (Ny+ -+ Np) = MyNy + - -+ MgN; = ZZ’V”V
i=1j=

Ha (i,j) # (1,1), akkor My2M;, NyZN;, és e két egyenlbtlenség koziil legaldbb az

egyik szigori. Tehat My Ny O M;N;, azaz LET(fg) = MiN; = LET(f)LET(g). O
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Szimmetrikus polinomok

6.11. Definicid.

Az f € T [x1,...,xn] polinomot szimmetrikus polinomnak nevezziik, ha invaridns
a hatdrozatlanok minden permutdcidjara, azaz

Ve e Sy f (X - Xnr) = F (X1, .--, Xn) -
6.12. Definicid.

A k-adik n-hatarozatlani elemi szimmetrikus polinom az xg,..., xp
hatdrozatlanokbdl képezett Gsszes k-tényezds szorzatok Gsszege (k =1,...,n).

Jelolés.
A k-adik n-hatdrozatland elemi szimmetrikus polinomot oy jeldli (az alaptest és n
értéke altaldban vildgos a szévegkdrnyezetbdl), tehat

0 = Z Xy Xip et Xj, = Z HX,' € T[x1, ..., %n].
1<h<ip<--<ik<n Ig{l ,,,,, n} iel
|1

Il
x

6.13. Megjegyzés.

Az elemi szimmetrikus polinomokkal mar taldlkoztunk: segitségiikkel fejezheték ki
egy komplex egyiitthatds fépolinom egyiitthatdi a polinom gyokeibdl. Tehdt a
Vigte-formuldk oy (a1,...,an) = (—1)% a,_ alakban is felirhaték.



Szimmetrikus polinomok

Példa.
frjuk fel a Viete-formulakat az x3 4 2x2 + 8x + 6 polinomra.
a1 +ax+az = o1 (g, ap,83) = —2,
a0 + w103 + won3 = 02 (a1, a2,43) = 8,
w103 = 03 (0g, ap,a3) = —6.

A fentiek segitségével a gyokok sok mas kifejezését is kiszamolhatjuk, pl.:

1 1 i oo +agas +acey 8 4

®1 1%} o3 K103 —6 - 3

Dé%t)é20(3 + a1a§a3 + txlocgoc% = wyapns - (g +ao+a3) = (—6) - (—2) =12

Figyeljik meg, hogy ezek mind szimmetrikus kifejezései a gyokoknek.



A szimmetrikus polinomok alaptétele

6.14. Tétel.

A szimmetrikus polinomok részgyiiriit alkotnak a T [x1, ..., xa] polinomgyiiriiben.
6.15. Lemma.

Ha ax{( .. ~x,l,‘" egy szimmetrikus polinom lexikografikusan elsé tagja, akkor

ki > -+ 2> kn.

Bizonyitas.
Tth. f szimmetrikus polinom, LET(f) = ax{(:l cxkn g ki < ki+1. A szimmetria

miatt f tagjai kozott szerepel az M := axf1 . -xl.k’“x’.lj"rl -+ xk" monom is.

Node M T LET(f). 4 O
6.16. Lemma.

Tetszbleges k1 > - -+ > kn nemnegativ egészekhez léteznek olyan Iy, ..., I,
nemnegativ egészek, hogy (7{1 b eT [x1,...,xn| lexikografikusan elsé tagja

. k
éppen x;* - - xkn



A szimmetrikus polinomok alaptétele

6.17. Tétel (a szimmetrikus polinomok alaptétele).

Bdrmely szimmetrikus polinom felirhaté, mégpedig egyetlen médon, az elemi
szimmetrikus polinomok polinomjaként. Formalisan:

Ve Txt,....xn|: f szimmetrikus => 3the€ T [x1,...,xp| : f =h(01,....00).
Példa.

Fejezziik ki az f = x3 + x5 +x33 € R [x1, x2, x3] polinomot az elemi szimmetrikus
polinomok polinomjaként.

f= x13 + X;’ + xg’

f— 0'13 = — 3X12X2 — 3X12X3 — 3x1x22 — bx1X0x3 — 3x1x3% — 3x22X3 — 3x2x§

f— (Tf + 30109 = 3x1x0x3

f—0'13+30'10'2—30'3 =0

Tehat

f= (Tf — 30105 + 303 = h(01,0’2,0’3) , ahol h(Xl,X2,X3) = Xf — 3x1x2 + 3x3.



SZPAT +Viete

Példa.
Anélkiil, hogy megkeresnénk a gyckdket, hatdrozzuk meg az f = x3 —3x2 +x — 8
polinom gyokeinek kobosszegét, valamint szamtani, mértani és harmonikus kdzepét.

A Viete-formuldk szerint
a1 +ar+a3 = 01 (061, 062,063) = 3,

a1 + a3 + aonz = 0o (g, a0, 03) = 1,
araon3 = 03 (0g, ap,a3) = 8.
Az el6z6 feladat alapjan
vc% +zx% + tx% =01 (le,zxg,vcg)3 — 301 (1, w2, a3) 02 (a1, a2, 43) + 303 (a1, wp, a3) =

=33_-3.3.143-8=42



SZPAT +Viete

Példa (folyt.).
a1 +ax+as = o1 (a1, a0,a3) = 3,
a1a + a3 + won3 = 02 (&g, a2, 43) = 1,
araon3 = 03 (01, w0, 43) = 8.

szamtani kozép:
a1+ + a3 3

= - = 1
3 3
mértani kdzép:
Yaroanz = V8 =2
harmonikus kozép:
3 3 30(1042063 3-8

1,1, 1 a1ataga3tasay
ay + a2 + a3 apion3 {1z #1043 + A2l



Hazi feladat

26. feladat. Legyenek az f polinom komplex gyokei a1, a2, #3. Hatdrozza meg a
megadott kifejezés értékét a gyokok kiszamitdsa nélkiil.

(@) f=x3-3x2+x—8, o3+ a3 +ad =?

03 — 30102 + 303 ~ 42

(b) f =2x3+4x% —6x + 2, af 4+ ad +af =?

0} — 40205 + 203 + 40103 ~~ 90
(c) f =3x3+6x%+24x +18, zx%—f—a%+p¢% =

(d) f =x3+6x%—5x— 10, wdan + w103 + alag + arad + adas + woa3 =?



Diszkriminans

6.18. Definicid.

Az f € C [x] fépolinom diszkriminansa:

(aj —aj)”,
1<i<j<n

ahol &1, ...,ap az f polinom komplex gydkei (mindegyiket annyiszor feltiintetve,
amennyi a multiplicitdsa).

A diszkriminans a gyokok szimmetrikus polinomja, ezért kifejezheté a polinom
egyiitthatdi segitségével.

Példa.

Az f = x?>+ bx+c = (x —a1) (x — az) polinom diszkriminansa:

D= (a3 — a2)2 = a% + a% —2u100 = (a1 + a2)2 — 41
= (—b)> —4c=b*—4c



A harmadfokd polinom diszkriminansa

D= (1 — x2)? (1 — )2 (32 — )

01 = X1 + X2 + X3
02 = X1X2 + X1X3 + X2X3

03 = X1X2X3

D= ><f><22 — 2XfX2X3 + xfx32 — 2X13X§’ + 2X13X22X3 + 2XfX2X32 — 2Xfx§’
—}—><12x§1 + 2X12X§’X3 — 6X12x22x§ + 2x12xzx§’ + x12x§1 — 2X1X§X3

+2x1x§x32 + 2x1x22x§ — 2x1x2x§l + xgxsg — 2x§’x§’ + x22x§1



A harmadfokd polinom diszkriminansa

D — o203 =
—4foQX3 4x1 x2 — 6x1 x2 X3 — 6x1 x2x3 4x1 x3
—6x12X§’X3 21x1 x2 x3 — 6x] x2x3? — 4X1X§X3

—6x1x23x32 — 6x1x22X§’ — 4x1x2x:_‘51 — 4x23x§

D — 0203 + 40303 =
—4x1 x2 + 6x3 x2 X3 + 6x3 ><2><%7 4x3x3 + 6x1 x3 X3 ;
+3x2x5 X2 + 6x3x0X3 + 6x155 X3 + 6x15X3 X3 — A3 x5

D — 0203 + 4c303 + 403 =

18x13x22X3 + 18X13X2x§ + 18X12X23X3 + 27X12x22X32

+18x12x2x§’ + 18x1x23x3? + 18x1x22x33
D — 0202 + 40303 + 403 — 18010203 = —27x7x3%5

D — 0203 + 40303 + 403 — 18010203 + 2703 = 0



A harmadfokd polinom diszkriminansa

D = 0202 — 40303 — 403 + 18010203 — 270%

Ha (x —a1) (x —a2) (x —a3) = x3 + px + q, akkor a Viéte-formulak szerint
o1 (a1, a2,23) =0,
02 (&1, 02, 3) = p,
o3 (w1, @2, a3) = —q,
tehat
D (a1, a0, 03) = —403 (a1, ap, 03)> — 2703 (a1, ap, a3)?

= —4p® — 274>

~w (9 (9))
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Pitagoraszi szamharmasok

7.1. Definicid.

Az (x,y,z) € IN3 szédmharmast pitagoraszi szamharmasnak nevezziik, ha
xX2+y2 =272 Az (x,y,z) pitagoraszi szimhdrmas primitiv, ha Inko (x,y,z) = 1.
7.2. Megjegyzés.

Tetszbleges (x, y, z) pitagoraszi szimharmas esetén (x/d,y/d,z/d) primitiv
pitagoraszi szamharmas, ahol d = Inko (x, y, z). Tehat elegendd a primitiv
pitagoraszi szimharmasokat meghatarozni, mert ezekbdl minden pitagoraszi
szamharmas megkaphaté (egy konstanssal valé szorzéssal).

Példa.

» (3,4,5)
(5,12,13)
(8,15,17)
(

v

v

v

7,24,25)



Pitagoraszi szamharmasok

7.3. Lemma.
Primitiv pitagoraszi szimhdrmasban a tagok paronként is relativ primek.

Bizonyitas.
Legyen (x,y, z) primitiv pitagoraszi szimhirmas, d := Inko (x, y).
d|x,y = d?|x?y?
= d?|x®+y? =272
— d|z
= d | Inko(x,y,2)
= d=1

— xLly
Hasonléan igazolhatd, hogy x L. zésy 1 z.



Pitagoraszi szamharmasok

7.4. Lemma.

Ha (x,y, z) primitiv pitagoraszi szamhdrmas, akkor x és y paritdsa kiilénbézd,
z pedig paratlan.

Bizonyitas.

Paros szam négyzete nullat, paratlan szam négyzete pedig egyet ad maradékul
4-gyel osztva. Ezt felhasznédlva . ..

x mod 2 y mod 2 x? 4+ y? = z2mod 4

0 0 0 4
0 1 1 v
1 0 1 v
1 1 2 4



Pitagoraszi szamharmasok

7.5. Tétel.
Legyen (x,y, z) primitiv pitagoraszi szimh3rmas, és tegyiik fel, hogy x paros.
Ekkor léteznek olyan u, v természetes szamok, melyekre

u>v, uzv (mod2), Inko(u,v) =1, ésx =2uv,y =u’—Vv? z= 1’4+ v2

Forditva, a fenti formuldkkal definidlt (x,y,z) szimhdrmas mindig primitiv
pitagoraszi szamharmas.

7.6. Tétel (Fermat).

Az x* + y* = z* egyenletnek nincs pozitiv egészekbdl 4ll6 megoldasa.

7.7. Tétel (nagy Fermat-tétel, Wiles és Taylor, 1993-95).

Ha n > 3, akkor az x" + y" = z" egyenletnek nincs pozitiv egészekbdl allé
megoldasa.



Két négyzetszam Osszege

7.8. Lemma.
Ha m és n eléall két négyzetszam Gsszegeként, akkor mn is el6all.
Bizonyitas.
mn = (a? 4+ b?) (¢® + d?) = (ac — bd)? + (ad + bc)? O
7.9. Lemma.

A 4k 4 1 alaku primszamok el6allnak két négyzetszam Osszegeként, a 4k + 3 alaku
primek viszont nem.

7.10. Tétel (Fermat-féle két négyzetszam tétel).

Pontosan azok a szamok dllnak el6 két négyzetszam Gsszegeként, amelyek
primfelbontdsaban a 4k + 3 alaku primek pdros kitevével szerepelnek.

Példa.
153 =32.17=32. (2 +12) = (3-4)2 + (3-1)* = 122 4 32
2173 =41-53 = (42 +52) - (22 +72) =272 + 382
13949 = 13-29.37 = (22 +3?) - (22 +5?) - (124-62) = (112 +16?) - (1 +6?)
= 852 4 822



Waring-problémakor

7.11. Tétel (Lagrange-féle négy négyzetszam tétel).

Minden természetes szam el6dll négy négyzetszam Ssszegeként.

7.12. Megjegyzés.

Lagrange tétele éles abban az értelemben, hogy harom négyzetszam &sszegeként
nem lehet minden természetes szdmot eldéllitani (keressiink ellenpéldat!).

A természetes szamok hatvanyosszegekként vald el6allitdsaival kapcsolatos
problémakat Gsszefoglalé néven Waring-problémakdrnek szokds nevezni.

Edward Waring XVIII. szdzadi angol matematikus Meditationes Algebraicae cimii
miivében azt allitotta (bizonyitds nélkiil), hogy minden szam el83llithatd kilenc
kobszam Osszegeként, illetve tizenkilenc negyedik hatvany Gsszegeként. Ezek az

allitasok helyesnek bizonyultak, de csak a huszadik szdzadban talaltak rajuk
bizonyitast.



Waring-problémakor

7.12. Megjegyzés (folyt.).
Altaldban g (k) jeldli azt a legkisebb szémot, amelyre igaz az, hogy minden
természetes szdm eldallithaté g (k) darab k-adik hatvany dsszegeként.

Az elézbek alapjdn tehdt g (2) = 4,5 (3) <9,g (4) <19, és példdk mutatjdk, hogy
8 kob, illetve 18 negyedik hatvany nem mindig elég, tehat g (3) =9 és g (4) = 19.

A g (k) szdmok meghatdrozasa igen nehéz probléma, még az sem vildgos, hogy
egyéltaldn léteznekS minden k-ra, bar ezt mar Waring is sejtette. Hilbert igazolta
Waring sejtését, és van egy feltételezett képlet is a g (k) szdmokra:

Kk, [3°
Bizonyitott tény, hogy ez a képlet legfeljebb véges sok k-ra nem helyes, és
dltalanosan elfogadott az a sejtés, hogy valéjdban minden k-ra érvényes.

$Mit jelentene az, hogy g (k) nem létezik?
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Végtelen sok prim

7.13. Tétel.

Végtelen sok primszam van.

7.14. Tétel.

Végtelen sok 4k — 1 alakid primszam van.

7.15. Tétel.

Végtelen sok 4k + 1 alakd primszam van.

7.16. Tétel (Dirichlet tétele).

Ha egy nemkonstans szamtani sorozat kezdGtagja és differencidja egymashoz
relativ prim, akkor a szamtani sorozatban végtelen sok primszam talalhato.



Hézagok a primek kozott

7.17. Tétel (Csebisev tétele).

Barmely szam és a kétszerese k6zdtt van primszam. Pontosabban:
minden n természetes szamhoz létezik olyan p primszam, amelyre n < p < 2n.

7.18. Tétel.

A szomszédos primek kézétt tetszélegesen nagy hézagok talalhatok.
(Azaz minden N € IN esetén lehet taldlni N egymdst kdvetS sszetett szamot.)

7.19. Definicid.

Ikerprimnek neveziink két primszamot, ha kiilonbségiik 2.

Ikerprimsejtés.
Végtelen sok ikerprim van.
Yitang Zhang 2013 &prilisdban bebizonyitotta, hogy |étezik olyan K korlat, amelyre

végtelen sok olyan primpdr létezik, ahol a két tag kiilonbsége legfeljebb K
(K = 70000000 értékre, de ezt azéta jéval lejjebb vitték).



A primharmonikus sor

7.20. Lemma.
AYS g % harmonikus sor divergens, mig a } o1 % sor konvergens.
7.21. Tétel.
A primszamok reciprokaibdl alkotott sor divergens, azaz
1
Y-
> P

7.22. Megjegyzés.

Ez a tétel durvan fogalmazva azt §llitja, hogy ,sok” primszdm van (négyzetszambdl
viszont a 7.20. Lemma szerint ,kevés” van).

Ismert tény, hogy ,kevés’ paratlan tokéletes szam, illetve ,kevés” ikerprim van (ebbél
persze még nem deriil ki, hogy végtelen sok van-e beléliik).

7.23. Megjegyzés.

A harmonikus sor lassan divergal, a primszamok reciprokaibdl alkotott sor még
lassabban. Példaul }_,_1ps % < 4 (ez kb. a sor els6 huszonnégybillidrd tagja).



A primszamtétel

7.24. Tétel.

Az n-edik primszam nem nagyobb, mint 22"t
7.25. Definicié.

A primszamok eloszldsdnak pontosabb vizsgalatanal hasznos a 7t (x) fiiggvény, az

Ugynevezett primszamlalé fiiggvény, amely megadja az x pozitiv valds szamnal
nem nagyobb primek szdmat:
T (x) = Z 1.

p<x
7.26. Tétel (primszamtétel).

A 7T (x) primszdmlald fiiggvény aszimptotikusan ekvivalens az @ fliggvénnyel,
azaz

7.27. Kovetkezmény.

Y . . . Pn
Az n-edik primszam aszimptotikusan nlog n, azaz limp_ e logn = 1.
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Algebrai és transzcendens szamok

7.28. Definicié.

Az a komplex szamot algebrai szamnak nevezziik, ha gydke valamely nemzéré
raciondlis egyiitthatds polinomnak. A nem algebrai szdmokat transzcendens
szamoknak nevezziik.

7.29. Definicié.

Ha f € Q[x] minimélis fokszdmi mindazon nemzéré racionlis egyiitthatds
fépolinomok kozott, melyeknek a gyoke, akkor f-et az a algebrai szam
minimalpolinomjanak nevezziik.

7.30. Tétel.

Algebrai szam minimdlpolinomja mindig egyértelmiien meghatarozott, és
irreducibilis a raciondlis szamtest felett. Tovabbd, ha f € Q [x] olyan irreducibilis
fépolinom melynek az o algebrai szam gybke, akkor f megegyezik «
minimalpolinomjaval.

7.31. Tétel.

Létezik transzcendens szam.






Algebrai és transzcendens szamok

Példa.

> /2 algebrai szam, minimélpolinomja: x? — 2 (miért irreducibilis?).
> /2 algebrai szdm, minimalpolinomja: x" — 2 (miért irreducibilis?).

i algebrai szdm, minimalpolinomja: x? + 1 (miért irreducibilis?).

v

» 7T és e transzcendens szamok.

A Liouville-féle ) # konstans transzcendens szam.

Gelfond—Schneider-tétel: Ha a # 0,1 és B ¢ Q algebrai szdmok,
akkor P transzcendens szam.

_ V2, _ .
Példaul 2‘/5, \@ és il = e~ /2 transzcendens szamok.

v

v



Diofantoszi approximacié

Adott « valés szdmhoz szeretnénk olyan g kozelito tortet talalni

(p,g€Z,9>0,p L q), amelyre ‘zx - g) kicsi, és g nem tul nagy.

7.32. Tétel (Dirichlet approximacids tétele).

Minden a valés szam és minden N természetes szam esetén van w-nak olyan g
koézelitése, amelyre
1
Dc—p‘ <— é qg< N
q| Ngq

7.33. Kovetkezmény.

Ha « irraciondlis szam, akkor végtelen sok olyan % koézelitése van, amelyre

_P L
a-e|<

7.34. Allitss.

Ha « raciondlis szam, akkor csak véges sok olyan g kézelitése van, amelyre

_P 1
a2[< 3



Diofantoszi approximacié

7.35. Tétel (Hurwitz tétele).

Ha « irraciondlis szam, akkor végtelen sok olyan g kozelitése van, amelyre

1
V52

-3

_‘<
q

Haa = 1+2‘/§, akkor az allitds nem javithatd: nem irhatunk a nevez6be semmilyen

\/g—nél nagyobb szamot.
7.36. Tétel (Liouville, Thue, Siegel, Roth).

Ha w irraciondlis algebrai szam és € > 0, akkor csak véges sok olyan s kézelitése
van, amelyre




Algebrai szamok és gyokmennyiségek

7.37. Tétel.

Az algebrai szamok résztestet alkotnak a komplex szamok testében.

7.38. Tétel.

Ha « algebrai szam és n > 2, akkor {/w is algebrai szim (a gyéknek mind az n
értékére).

7.39. Definicié.

Az o komplex szdmot gyokmennyiségnek nevezziik, ha megkaphaté racionalis
szamokbdl kiindulva a négy alapmiivelet (Gsszeadds, kivonds, szorzds, osztds) és
egész kitevos gyokvonds véges szamu alkalmazasaval.

7.40. Kovetkezmény.
A gy6kmennyiségek algebrai szamok.

Példa.

Ez a szam algebrai:

§/3 —\V2+ /& + V323 - V2014

V2+ 3+ 5




Algebrai szamok és gyokmennyiségek

7.41. Tétel.

Van olyan algebrai szam, ami nem gyékmennyiség.

A fenti artatlannak I4tsz6 tételbdl kdvetkezik, hogy nem minden egyenlet oldhaté
meg gyokjelek segitségével. Az 6todfoku egyenletnek mar nincs altaldnos
megolddképlete, sot, példaul az x> —4x4+2=0 egyenletnek még ,,ad hoc”
megolddképlete sincs, mert gydkei nem gyokmennyiségek.

7.42. Tétel.
Az algebrai szamok teste algebrailag zart, azaz ha « € C gydke a legaldbb elséfokd
f=apx"+--- 4 aix + ag polinomnak, ahol ay, ..., a, algebrai szamok, akkor o

maga is algebrai szam.
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