ALGEBRA ES SZAMELMELET 3 SZORGALMI FELADATOK (2015 OSZ)

1. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha a m permutécié mozgatja az a elemet, akkor arm is mozgatott eleme m-nek.

2. feladat. Van 10 malacperselyem és mindegyikhez egy kulcs (ami csak azt az egy perselyt nyitja). Egy gonosz mukla
véletlenszertien bedobalta a kulcsokat a perselyekbe, minden perselybe egy kulcsot. Mekkora a valészintisége, hogy csak egyetlen
perselyt kell 6sszetorném ahhoz, hogy minden perselyt kinyissak?

. feladat. Melyik az a legkisebb k természetes szam, amelyre 7% = id teljesiil minden m € S;¢ esetén?

. feladat. Oldja meg az Sy csoportban a (25) (234) - = - (678) (789) = (4276) (934) egyenletet.
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5. feladat. Oldja meg Ss-ben az 2% = (125) egyenletet.

6. feladat. Bizonyitsa be, hogy minden paros permutécié felbonthaté harmas ciklusok szorzatéra.
7.

feladat. Az el6addson lattunk négy ,megolddst” Sam Loyd feladvanydra (38. oldal). A megfelel§ permutdciok paritdsdnak
vizsgalataval igazolja, hogy ezek az allasok valéban elérhetéek a Loyd altal feladott kezd64llasbdl (ahol 14 és 15 meg van cserélve)
szabélyos 1épésekkel.

8. feladat. Hany ekvivalenciareldcié adhaté meg egy kételemii alaphalmazon? Es hérom- illetve négyeleml halmazon?

9. feladat. Megadhatoé-e egy 8 elemi alaphalmazon olyan ekvivalenciarelacio, amely pontosan 40 elemparbol all? Es olyan,
ami pontosan 41 elemparbél all?

10. feladat. Melyek azok a relacidk, amelyek egyszerre szimmetrikusak és antiszimmetrikusak is?

11. feladat. Igazolja, hogy minden leképezés felbonthaté egy injektiv és egy sziirjektiv leképezés szorzatara. Részletesebben:
tetszoleges f: A — C' leképezéshez meg lehet adni egy alkalmas B halmazt, egy g: A — B injekciét és egy h: B — C sziirjekcidt

tgy, hogy f = gh.

12. feladat. Igazolja, hogy minden leképezés felbonthaté egy sziirjektiv és egy injektiv leképezés szorzatara. Részletesebben:
tetszoleges f: A — C' leképezéshez meg lehet adni egy alkalmas B halmazt, egy g: A — B sziirjekciot és egy h: B — C injekcidt

ugy, hogy f = gh.

13. feladat. Van-e olyan n természetes szdm, amelyre (D,;|) Hasse-diagramja a kovetkez4? Hény ilyen n szdm van?
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14. feladat. Tekintsiik a kovetkez6 allitast: ,,Létezik olyan részbenrendezett halmaz, amelyben a minimalis elemek szama. . ..
és a legkisebb elemek szdma ...”. A pontozott helyekre (egymdstdl fiiggetleniil) ,nulla”, ,egy” vagy ,legaldbb kett&” irhato,
igy Osszesen kilenc allitdst kapunk. Dontse el mind a kilencrél, hogy igaz-e. Amelyik igaz, ahhoz rajzoljon egy megfelel§

Hasse-diagramot, amelyik nem igaz, annal igazolja, hogy valéban nem létezik olyan részbenrendezett halmaz.

15. feladat. Egy n oldalszamu szabélyos sokszog egyik csicsdaban allok. A sokszog oldalainak hossza 1 mérfold, rajtam pedig
m-~mérfoldes csizma van, igy egy lépéssel az m-edik csuicsba jutok. Elindulok az egyik irdnyba, és addig meg se allok amig vissza
nem jutottam oda, ahonnan elindultam. Hény 1épést fogok tenni? A csicsok hanyadrészét jarom be?

16. feladat. Szdaz szdl virdgot vasaroltunk harom kiilonboz6 fajtabdl, dsszesen 30000 forintért. Az egyes virdgfajtak ara
darabonként rendre 130,190 és 320 forint. Mennyit vettiink az egyes fajtdkbol?

17. feladat. Bizonyitsa be, hogy a tizes szdmrendszerben felirt a,, - - azaiag szam akkor és csak akkor oszthaté 37-tel, ha az
a1a9 — G203 + Gza3 — G505 + - - - szam oszthatd 37-tel. Dontse el ennek segitségével, hogy oszhatd-e 37-tel 334989655.

18. feladat. Igazolja, hogy a 11, 111, 1111, ... sorozatban nincs négyzetszam.

19. feladat. Hatdrozza meg az Gsszes olyan n természetes szamot, amelyre 1! + 2! + 3! + - - - 4+ n! négyzetszdm.
20. feladat. Bizonyitsa be, hogy a Fibonacci-sorozat minden negyedik tagja oszthaté harommal.

21. feladat. Milyen szamjegyeket kell irni a és b helyére, hogy 1456ab oszthaté legyen 41-gyel?

22. feladat. Mennyit ad 73-mal osztva z maradékul, ha 2% = 22 (mod 73) és 2!% = 69 (mod 73)?

23. feladat. Mennyit ad maradékul 31-gyel osztva 33 - ... 597

24. feladat. Egy tizenhéttagu kalozcsapat egy zsak aranypénzt lopott. Amikor megprobalték egyenl6en elosztani, azt tapasz-
taltak, hogy harom aranypénz kimaradt. A kimaradt aranyak f6lotti vitaban egy kal6zt megoltek. Ezutan Gjraosztottak egyenld
ardnyban a zsdkményt, s most tiz arany maradt ki. Az e folotti vitdban egy tjabb kal6zt 6ltek meg, s ezutdn méar el tudtdk
osztani a lopott aranyat gy, hogy mindenki ugyanannyit kapott. Legkevesebb hany aranypénzt zsakmanyoltak?

25. feladat. Oldja meg a 73z = 1 (mod 247) kongruenciét. (Utmutatés: Vizsgéljuk kiilon modulo 13 és modulo 19 a kongru-
encidt, majd ezek megolddsaibdl , gytrjuk dssze” az eredeti kongruencia megolddsdt a kinai maradéktétel segitségével.)

26. feladat. Melyek azok a természetes szdmok, amelyek négyzete tizes szamrendszerben 29-re végz6dik? (Akércsak az el6z8
feladatndl, itt is haszndlhat6 a kinai maradéktétel.)



27. feladat. Melyik az a legkisebb természetes szam, amelynek pontosan 25 osztdja van?

28. feladat. Mennyi lehet az n természetes szdm értéke, ha o (n) = 3077

29. feladat. Melyek azok a természetes szamok, amelyeknek paratlan sok osztéjuk van?

30. feladat. Bizonyitsa be, hogy 3 | o (3n — 1) minden n természetes szamra.

31. feladat. Oldja meg a o (n) = n + 3 egyenletet a természetes szdmok halmazén.

32. feladat. Oldja meg az n + 7 (n) = o (n) egyenletet a természetes szamok halmazén.

33. feladat. Mutassa meg, hogy 2" + 1 csak akkor lehet prim, ha n kettShatvany (4.11. Alh’tés).

34. feladat. Adjon meg olyan egész szamokat, amelyek teljes maradékrendszert alkotnak modulo 8, és egyuttal redukalt
maradékrendszert alkotnak modulo 15.

35. feladat. Igazolja, hogy az n = 1,2 esetek kivételével ¢ (n) sosem pératlan.
36. feladat. Oldja meg a ¢ (2n) = n egyenletet a természetes szdmok halmazén.

37. feladat. Oldja meg a ¢ (n) = n — 2 egyenletet a természetes szdmok halmazan.

38. feladat. Mennyit ad 53-mal osztva maradékul 80(111%)7
39. feladat. Mennyit ad héttel osztva maradékul 111...111 (99 egyes)?
40. feladat. Bizonyitsa be, hogy minden n természetes szam esetén az n,n® — 1,n® + 1 szdmok koziil az egyik oszthat6 17-tel.

41. feladat. Mutassa meg, hogy ha (a,100) = 1, akkor a?® = 1 (mod 100) teljesiil. Hasonlitsa 6ssze ezt az allitdst az Euler-
Fermat-tétellel.

42. feladat. Igazolja, hogy a®%!

= a (mod561) bérmely a egész szamra.

43. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha n nem oszthaté se 2-vel se 5-tel, akkor van 99 - --99 alakd tobbszorose.
44. feladat. Mennyi lehet n értéke, ha ¢ (n) =40, és o (n) =n + 17

45. feladat. Oldja meg a p(x) + 2 = u (6z) egyenletet a természetes szdmok halmazan.

46. feladat. Jelolje az f gyengén multiplikativ szdmelméleti fiiggvény Osszegzési fiiggvényét F. Hatdrozza meg F (45) értékét,
ha f(3)=2,f(5) =7, f(45) = 21.

47. feladat. Hatdrozza meg az f (n) = % szamelméleti fliggvény Osszegzési fliggvényét.

48. feladat. Hatdrozza meg az F (n) = logn szdmelméleti fiiggvény megforditdsi fiiggvényét.

49. feladat. Oldja meg az R [z] polinomgyfiriiben az 22 - f = % — 2z (mod z® + z) kongruenciat.

50. feladat. Sorolja fel a Zj [z] / (22 + = + 1) négyelemdi test elemeit, és frja fel az dsszeadds és a szorzds miivelettéblazatét.
51. feladat. Hatarozza meg a 121-elemi test Gsszes elemének Osszegét.

52. feladat. Szdmitsa ki a Zs [z] / (2® + 2% + 2 + 1) gyfiriben a 222 + 4 elem inverzét.

53. feladat. Szamitsa ki a Z; [z] / (#% 4 1) testben az u- v, u/v, v/u elemeket, ahol u =7 és v =1z + 1.
54. feladat. Gyoktelenitse az 1/ (4 +372+ \3/1) tort nevezdjét.

55. feladat. Mely p primszdamok esetén létezik multiplikativ inverze az x — 2 € Z,, [x] polinomnak modulo 22+ 2+ 1?7 Szamitsa
is ki a multiplikativ inverzet, amikor 1étezik.

56. feladat. Adja meg az 2 + 3z* + 23 + 322 + 42 + 2 € Zj [x] polinom irreducibilis felbontasat.
57. feladat. Adja meg az P — x € Z,[x] polinom irreducibilis felbontésat tetszOleges p primszam esetén.
58. feladat. Mely p primszamok esetén van raciondlis gyoke az x* + 222 — 1622 + 22 + p polinomnak?

59. feladat. Adjon meg végtelen sok olyan n egész szamot, melyre az 22 + 100z + n polinom irreducibilis Q felett, és végtelen
sok olyat is, amelyre nem irreducibilis.

60. feladat. Hatérozza meg a p és g komplex paraméterek értékét gy, hogy az 2% — px? + 11z — ¢ polinom gydkei egymaést
koveto egész szamok legyenek.

61. feladat. Hatérozza meg a A komplex paraméter értékét gy, hogy az =3 — Tz + X polinom egyik gyoke valamelyik mésik
gyok kétszerese legyen.

62. feladat. Hatdrozza meg az Gsszes primitiv pitagoraszi szamharmast amelyben szerepel a 12.

63. feladat. Igazolja, hogy barmely (z,y, z) primitiv pitagoraszi szdmhdrmasra 12 | zy és 60 | zyz.



