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Tartalom

1. Gyokok és egyiitthatok kozotti Osszefliggés



Gyokok és egyiitthatok kozotti osszefiiggés

Ha az f = x% + ayx + ap € C [x] polinom gydkei a1 és ap, akkor

X2+81X+30: (x—le) (X—D&z) :Xz—(lX1+062)X+061062,

kovetkezésképp i
—a; = a1 +ax és ag = K1lo.

Ha az f = x3 + axx® + a1x + ap € C [x] polinom gydkei a1, ap, a3, akkor

X3—|-82X2—|—31X+30=(X—D&l)(X—DQ)(X—Dég)Z

=x> - (061+062+0¢3)X2 + (@pao + wya3 + apa3)x — aganas,

kovetkezésképp
—az = a1 +ap + a3,
al = K1&p + X143 + K2K3,
—ap = K1KoK3.



Gyokok és egyiitthatok kozotti osszefiiggés

1. Tétel.
Legyenek az n-edfokii f = x" + ap,_1x" "1+ -+ + ayx + ap € C [x] f&polinom
komplex gydkei a1, ..., a, (mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a

multiplicitdsa). Ekkor fenndllnak az aldbbi dsszefiiggések:

—an-1 = &1+ &2+ -+ &y,
ap—2 = Q102 + X1A3 + -+ -+ Ap_1&p;

—ap—3 = w1003 + 10 + -+ Ap_20p—1&n;

n—1
(—1)" a1 = a2 @p2@p-1 + X1 - Rp_2&p -+ A2AF Kp—10n;
(—l)n ap = K123 - - Kp_10&p.



Viete-formulak

2. Megjegyzés.

A fenti képleteket Viete-formuldknak hivjuk. A k-adik sor bal oldaldn (— )k an—k

all, a jobb oldalon pedig az a1, ..., a, betlikbdl képezett Osszes k-tényezds szorzat
Osszege, tehat egy ())-tagl Gsszeg. Formdlisan:

(—l)ka,,,k = 2 Qjy - Wy oo

»
1<ii<ip<--<ix<n
Még formalisabban:

(_1)k3n—k = Z HD‘I

IC{1,...,n} i€l
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2. Tobbhatadrozatland polinomok



Tobbhatarozatland polinomok

3. Definicié.

Adott T test feletti n-hatarozatlani monomnak nevezziik az ax{(1 .- ~x,lf” alakua
formalis kifejezéseket, ahol 0 £ a € T és ki, ..., k, € INg. Az ilyen monomok
véges Osszegeit pedig T feletti n-hatarozatlani polinomoknak nevezziik.

Jelolés.

A T feletti n-hatdrozatland polinomok halmazdt T [x1, ..., x| jeldli.
4. Tétel.

A természetes mddon definidlt szorzdssal és 6sszeaddssal T [Xl, . ,x,,}

integritastartomany.

5. Megjegyzés.

Az n-hatarozatlanid polinomok gyiiriijét lehetne rekurzivan is definidlni: legyen
Tlxt,ooooxn] = (T X1, Xn=1]) [Xa] ,

azaz a T [x1,...,Xxp—1] integritdstartomdny feletti (egyhatarozatlanu)
polinomgylirii.



Tobbhatarozatland polinomok
Példa.
f= 7X12X3 — 2x1x2x§l + Ix1x0 — 3x12x2x§ + x1x2x§3 — 2x12+
5x1x22><3 - X12X2X3 — 6x1x3 + 2X32 + X1X32 + 4x22x32 +8 € R[x1,x, x3]
f= X12 ( 3X2X3 — XoX3 + Tx3 — 2)
X1 - (5X2X3 — 2X2X3 + X2X3 + 9% + X3 — 6X3) +
(4x3x2 4 2x2 + 8) € R [x2, x3] [x1]
(Xz (—3x3 — x3) + (7x3 — 2))+
X1 - (x (5x3) — x2 (2x§1 + x33 + 9) + (x% — 6X3))+
(4

X5 - (4X32) + (2x32 + 8)) € R [x3] [x2] [x1]



Lexikografikus rendezés

6. Definicié.
Azt mondjuk, hogy az ax{(1 - -x,’,‘" monom lexikografikusan megel6zi a
bx{1 .. -x,l," monomot, ha

E”E{l,...,n}: ki=Hh,....kic1=1_1és k; > I.

(Vagyis megkeressiik az elsé eltérést a ki, ko, . . ., knpésaz i, b,..., In
kitevOsorozatok kozott, és amelyikben nagyobb szam all ezen a helyen, az keriil
elérébb a lexikografikus sorrendben.)

Jelolés.

Tetszbleges M, N € T [x1, ..., Xs] monomok esetén M 1 N jeldli azt, hogy

M lexikografikusan megel6zi N-et, MN pedig azt, hogy M 3 N vagy M ~ N.
A 2 relaciét lexikografikus rendezésnek nevezziik.



Lexikografikus rendezés

Példa.

X2X99X§3X71

—2xf’x2x:f;1 X42_

X1X2 X§X4

12x12x§’><3x2

TC

[

[

?N

3 2.5
X X2 X35 X3

l4xf’ X2 x§ X;:’

3x§1 x36 X‘%

— 9X12 XS’ X3 X;?



Lexikografikus rendezés

7. Allitas.
A monomok halmazan =2 reflexiv, tranzitiv és dichotém reldcid, valamint M2N és
MEN akkor és csak akkor all fenn egyszerre, ha M és N asszocidlt.

8. Megjegyzés.

Az el6z6 Allitas szerint a = reldcid teljes rendezés (dichotdm részbenrendezés) a
monomok halmazan ,modulo asszocidltsag". Altalban egyszerre csak egy adott
polinomban el6fordulé monomokat vizsgalunk, ezek kozott pedig nincsenek
asszocidltak (azokat &ssze lehetne vonni egy taggd), tehat ilyenkor valdjaban
teljesen rendezett halmazzal dolgozhatunk.

9. Allitas.

A monomok szorzdsa monoton a lexikografikus rendezésre nézve, azaz tetszbleges
M, M, N, N monomokra ha M2IN és M2N, akkor MMZNN, és itt asszocialtsag
csak akkor teljesiil, ha M ~ N és M~ N.

10. Allitas.

Tetszéleges f, g € T [x1,...,Xxn] nemzéré polinomokra fg lexikografikusan elsé
tagja nem mds, mint f és g lexikografikusan elsé tagjanak szorzata.



Lexikografikus rendezés

Példa.

A korabbi példaban szerepl6 polinom tagjai lexikografikusan csékkend sorrendben:
f= —3x12X2X§ —X12X2X3 + 7X12X3 — 2><12 + 5X1X22X3 — 2X1X2X§—|—

—|—x1x2x§ + 9x1x0 + xlxsg — bx1x3 + 4X22X32 + 2x32 +8



Tartalom
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Szimmetrikus polinomok

11. Definicid.
Az feT [Xl, - ,x,,] polinomot szimmetrikus polinomnak nevezziik, ha invarians
a hatdrozatlanok minden permutdcidjara, azaz

Ve Sy f (X - Xnr) = F (X1, .--, Xn) -
12. Definicid.

A k-adik n-hatarozatlani elemi szimmetrikus polinom az xg,..., x,
hatdrozatlanokbdl képezett Gsszes k-tényezds szorzatok Gsszege (k =1,...,n).

Jelolés.
A k-adik n-hatdrozatland elemi szimmetrikus polinomot oy jeldli (az alaptest és n
értéke altaldban vildgos a szévegkdrnyezetbdl), tehat

0 = Z Xy Xip et Xj, = Z HX,' € T[x1, ..., %n].
1

1§i1<i2<-~~<ik§n /g{ ..... n} i€l

13. Megjegyzés.
Az elemi szimmetrikus polinomokkal mar taldlkoztunk: segitségiikkel fejezheték ki
egy komplex egyiitthatds fépolinom egyiitthatdi a polinom gyokeibdl. Tehdt a
Vigte-formuldk oy (a1,...,an) = (—1)% a,_ alakban is felirhaték.



Szimmetrikus polinomok

Példa.

Hatdrozzuk meg az x3 + 2x? + 8x + 6 polinom gyokeinek négyzetosszegét.
A Viete-formuldk szerint

K1 +ar+a3 = 01 (061,062,063) = -2,
w10 + 103 + oz = 02 (g, a2, 03) = 8,
K1koX3 — 03 (0(1,062,&3) = —6.
tx% +1x% +o¢§ = (a1 + a2 +1x3)2 — 2 (agop + a3 + pnz) =4 —16 = —12

A megoldas kulcsa az, hogy az X12 +X22 + X32 € Q [x1, x2, x3] polinomot ki lehet
fejezni az elemi szimmetrikus polinomok segitségével:

x12—|—x§+x§ 2012—202.

Ez pedig azért tehetd meg, mert xZ + x5 + x3 szimmetrikus polinom.



A szimmetrikus polinomok alaptétele

14, Tétel.
A szimmetrikus polinomok részgyiiriit alkotnak a T [x1, ..., Xn] polinomgyiiriiben.
15. Lemma.
Ha ax{(1 - -x,lf” egy szimmetrikus polinom lexikografikusan elsé tagja, akkor
ky =2 -+ 2> k.
16. Lemma.
Tetszbleges k1 > - -+ > kn nemnegativ egészekhez léteznek olyan Iy, ..., I,
nemnegativ egészek, hogy (7{1 b eT [x1,...,xn| lexikografikusan elsé tagja

éppen x{q coxfn,

17. Tétel (a szimmetrikus polinomok alaptétele).

Bdrmely szimmetrikus polinom felirhaté, mégpedig egyetlen médon, az elemi
szimmetrikus polinomok polinomjaként. Formalisan:

Ve Txt,....xn|: f szimmetrikus => 3the€ T [x1,...,xp| : f =h(0o1,....00).



A szimmetrikus polinomok alaptétele

Példa.

Fejezze ki az f = x3 + x3 + x3 € R [x1, x2, x3] polinomot az elemi szimmetrikus
d| . 1 > 3 p

polinomok polinomjaként.

fzzxf%—x%—%xg

fAA—Uf = 4—3xfngf 3xfx3 4—3x1x§ 4—6x1x2x3A4'3x1x§ 4—3x%x3 4—3x2x§

f— O'f’ + 30102 = 3x1x0x3

f—03 430100 — 303 =0
Tehat

f = (Tf — 30105 + 303 = h(01,0’2,0’3) , ahol h(Xl,X2,X3) = Xf — 3x1x2 + 3x3.



SZPAT +Viete

Példa.
Anélkiil, hogy megkeresné a gyokdket, hatdrozza meg az f = x3 —3x2 + x — 8
polinom gydkeinek kobosszegét, valamint szamtani, mértani és harmonikus kdzepét.

A Viete-formuldk szerint
a1 +ax+ a3 = o1 (ag,a2,a3) = 3,
K100 + K13 + aox3z = 0o (0(1, ao, 063) =1,
N1lo3 = 03 (0(1,0(2,0(3) = 8.
Az el6z6 feladat alapjan
d4a3+ad=mn (a1, a2, a3)% — 30 (a1, a2, 43) 02 (a1, a2, 23) 4 3073 (a1, ap, az) =

=3%-3.3.14+3.-8=42



SZPAT +Viete

Példa (folyt.).
a1 +ax+as = o1 (a1, a0,a3) = 3,
a1a + a3 + won3 = 02 (&g, a2, 43) = 1,
araon3 = 03 (01, w0, 43) = 8.

szamtani kozép:

&1 +ax+a3 3

=1
3 3
mértani kdzép:
Yaqjanns = V8 =2
harmonikus kozép:
3 3 30(10(20(3 3-8

1,1 41 a ety a3 +apns
i + = + i Tyians K1 + K1K3 + Ao



SZPAT +Viete

Hazi feladat.
Fejezze ki az Xf + Xg +x§' cR [Xl,XQ, X3} polinomot az elemi szimmetrikus
polinomok polinomjaként.

Hazi feladat.
Anélkiil, hogy megkeresné a gyokoket, hatdrozza meg az f = 2x3 + 4x° — 6x + 2
polinom gydkeinek negyedik hatvanydsszegét.



Diszkriminans

18. Definicio.

Az f € C [x] fépolinom diszkriminansa:

(aj —aj)°,
1<i<j<n

ahol &y, ..., &, az f polinom komplex gydkei (mindegyiket annyiszor feltiintetve,
amennyi a multiplicitdsa).

A diszkrimindns a gyokok szimmetrikus polinomja, ezért kifejezhetd a polinom
egyitthatdi segitségével.

Hazi feladat.
Hatdrozza meg az f = x? + bx + ¢ = (x — a1) (x — a2) polinomra a
D = (a1 — a3)? diszkriminnst (csak latin betiikkell).



A harmadfokd polinom diszkriminansa

D= (1 — x2)? (1 — )2 (32 — )

01 = X1 + X2 + X3
02 = X1X2 + X1X3 + X2X3

03 = X1X2X3

D= ><f><22 — 2XfX2X3 + xfx32 — 2X13X§’ + 2X13X22X3 + 2XfX2X32 — 2Xfx§’
—}—><12x§1 + 2X12X§’X3 — 6X12x22x§ + 2x12xzx§’ + x12x§1 — 2X1X§X3

+2x1x§x32 + 2x1x22x§ — 2x1x2x§l + xgxsg — 2x§’x§’ + x22x§1



A harmadfokd polinom diszkriminansa

D — o203 =
—4foQX3 4x1 x2 — 6x1 x2 X3 — 6x1 x2x3 4x1 x3
—6x12X§’X3 21x1 x2 x3 — 6x] x2x3? — 4X1X§X3

—6x1x23x32 — 6x1x22X§’ — 4x1x2x:_‘51 — 4x23x§

D — 0203 + 40303 =
—4x1 x2 + 6x3 x2 X3 + 6x3 ><2><%7 4x3x3 + 6x1 x3 X3 ;
+3x2x5 X2 + 6x3x0X3 + 6x155 X3 + 6x15X3 X3 — A3 x5

D — 0203 + 4c303 + 403 =

18x13x22X3 + 18X13X2x§ + 18X12X23X3 + 27X12x22X32

+18x12x2x§’ + 18x1x23x3? + 18x1x22x33
D — 0202 + 40303 + 403 — 18010203 = —27x7x3%5

D — 0203 + 40303 + 403 — 18010203 + 2703 = 0



A harmadfokd polinom diszkriminansa

D = 0202 — 40303 — 403 + 18010203 — 270%

Ha (x —a1) (x —a2) (x —a3) = x3 + px + q, akkor a Viéte-formulak szerint
o1 (a1, a2,23) =0,
02 (&1, 02, 3) = p,
o3 (w1, @2, a3) = —q,
tehat
D (a1, a0, 03) = —403 (a1, ap, 03)> — 2703 (a1, ap, a3)?

= —4p® — 274>

~w (9 (9))
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