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Relacidk

srelacid lat. 1. kapcsolat, viszony; 6sszefiiggés vmivel 2. viszonylat, vonatkozas
3. mat halmazok elemei kozétti kapcsolat [...]"
Bakos Ferenc: Idegen szavak és kifejezések szdtara
1. Definicid.
Adott A halmazon értelmezett relacion A-beli elemekbdl alkotott elemparok
halmazat értjiik, azaz egy tetszbleges p C A X A halmazt.

Jelolés.
Az egyszeriiség kedvéért (a, b) € p helyett gyakran azt irjuk, hogy apb.

Példa.
» A=N, aob < a| b
» A=R, apb <= a<b
» A = a sik egyeneseinek halmaza, apb <= a L b
» A = hdromszogek halmaza, apb <= a és b egybevdgd
» A = emberek halmaza, apb <= a gyermeke b-nek

> A={123}, p={(11),(22),(33).(23).32)}
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Ekvivalenciarelaciok

2. Definicié.
Ekvivalenciarelacionak nevezziik a p C A x A reldciét, ha rendelkezik az aldbbi
hdrom tulajdonsiggal:

(1) Ya € A: apa (reflexivitas);
(2) Va,b e A: apb = bpa (szimmetria);
(3) Va,b,c € A: (apb és bpc) = apc (tranzitivitds).
Példa.
» A = a sik egyeneseinek halmaza, apb <= a || b
» A = hdromszogek halmaza, apb <= a és b hasonlé
» A=P (U), apb <= létezik a — b bijekcié
» A = emberek halmaza, apb <= a testvére b-nek

> A={123}, p={(11),(22),(33).(23).3.2)}

> ..



Leképezés magja

3. Allitas.

Tetszbleges f: A — B leképezés esetén a
ker f := {(a1,a2): f(a1) =f(a2)} CAXA

reldcio ekvivalenciareldcié az A halmazon, amelynek neve az f leképezés magja.

Példa.
Legyen f: {—1,0,1,2,3} - Z, x — x2. Hatdrozzuk meg f magjat.

kerf = {(—-1,-1),(-1,1),(1,-1),(1,1), (0,0), (2,2), (3,3)}
Példa.

Az f: A — B leképezés akkor és csak akkor injektiv, ha magja az egyenléség reldcio:

kerf = {(a,a):a€ A}.
Példa.

Az f: A — B leképezés akkor és csak akkor konstans, ha magja a teljes relacié:

ker f = A X A.



Ekvivalenciaosztdlyok

4. Definicié.
Legyen p € A x A egy ekvivalenciareldcié és a tetszdleges eleme A-nak.
Ekkor az
a:={bec A:apb}
halmazt az a elem p szerinti (ekvivalencia)osztalyanak (vagy blokkjanak), az

ekvivalenciaosztdlyok halmazat pedig az A halmaz p szerinti faktorhalmazanak
nevezziik.

Jelolés.

Az a elem p szerinti osztdlydt szokds a/p-val, @-val vagy [a] -val jeldIni, de mi
inkdbb az egyszerlibb 3 jel6lést haszndljuk. Ez ugyan nem utal p-ra, de &ltaldban
kideriil a szovegkdrnyezetbdl, hogy mi a széban forgd ekvivalenciareldcid.

A faktorhalmazt A/p jeldli, tehat

Alp={a:ac A}.



Ekvivalenciaosztdlyok

Példa.
Legyen A= {1,2,3}, p = {(1,1),(2.2),(3,3),(2,3),(3,2)}. Ekkor

T={1}, 2={23}, 3= {2.3};

Alp={{1}, {2.3}}.

Példa.
Legyen A={-1,0,1,2,3}, f: A= Z, x+— x2 és o = ker f. Ekkor

1= {-1,1}, 1={-11}, 0={0}, 2={2}, 3= {3};
Alp={{-11}, {0}, {2}, {3}}.

Figyeljiik meg, hogy ha apb, akkor 3 = b, egyébként pedig 3 és b diszjunkt
halmazok.



Ekvivalencidk és osztalyozasok
5. Definicié.

Egy nemiires halmaz osztalyozasan olyan paronként diszjunkt nemiires
részhalmazainak halmazat értjiik, amelyek egyiitt lefedik az alaphalmazt.
Formalisan: C C P (A) osztalyozas a nemiires A halmazon, ha

(1) VB eC: B #Q;

Q) VB1 # B, eC:BiNB,=0Q;

3) U B=A

BeC

6. Tétel.

Legyen A egy nemiires halmaz.

> Ha p C A X A ekvivalenciareldcid, akkor A/p osztilyozds az A halmazon

» Ha pedig C C P (A) osztdlyozds, akkor az apb <= 3B € C:a be B
formuldval definidlt p reldcié ekvivalenciareldcié az A halmazon.

A most megadott ,ekvivalenciareldcié — osztdlyozds” és
,osztalyozds — ekvivalenciareldcio” megfeleltetések egymds inverzer.



Ekvivalencidk és osztalyozasok

Példa.
Legyen A= {a,b,c,d} ésp={(a a),(b,b),(c,c),(d d),(ab), (b a)}.
Hatdrozzuk meg az A/p osztalyozast.

Hazi feladat.
Legyen A= {a,b,c,d e} és
p=1{(aa),(bb) (cc) (dd) (ee) (ab) (ba),
(c,d).(d,c),(ce).(ec), (de), (ed)}

Hatarozza meg az A/p osztalyozast.

Példa.

Hatdrozzuk meg az A= {1,,..., 7} halmazon azt a p ekvivalenciareldciét, amelyre

A/p={{1,6,7},{2,3},{4.5}}.

Hazi feladat.
Hatdrozza megaz A= {1,,..., 5} halmazon azt a p ekvivalenciareldciét, amelyre

Alp=1{{1.4}.{2.3} {5}}.



Leképezés magja

Példa.
Legyen A={-2,...,3} és p: A= Z, x — |x|.
Hatdrozzuk meg az A/ ker ¢ osztalyozast.

Példa.
Legyen B = {0, ..., Ty ésyp: B—Z, x — |x/3].
Hatdrozzuk meg a B/ ker ¢ osztalyozast.

Hazi feladat.
Legyen C ={-2,...,3} é(: C - Z, x — sgnx.
Hatdrozza meg a C/ ker { osztalyozést.

Hazi feladat.
Legyen D ={0,...,10} és&: D — Z, x — {\/}J
Hatdrozza meg a D/ ker { osztélyozast.



Az ekvivalenciarelacié, mint fogalomalkoté eszkoz

Példa.
» A = a sik egyeneseinek halmaza, apb < a || b ~> az irdny fogalma
» A = hdromszogek halmaza, apb <= a és b hasonlé ~~ az ,alak” fogalma
» A=P (U), apb <= létezik a — b bijekcié ~+ a szdmossag fogalma

» A=Z xZ\ {0}, (a1,a2)p (b1, b2) <= a1bp = axhy ~> a tort fogalma

Hazi feladat.
Mutassa meg, hogy a fenti utolsé példdban p valéban ekvivalenciareldcié.



A szdmfogalom (egy) felépitése

Természetes szamok
A véges halmazok ,halmazdn” értelmezziik a p ekvivalenciareldciét a

kovetkezOképpen:
ApB <= létezik A — B bijekcid.

A természetes szamok nem masok, mint a megfelelé ekvivalenciaosztédlyok. Példdul
3={1,23}={a,b,c}={80, &} =---.
Az sszeadas a diszjunkt unié segitségével definialhaté: A+ B = AU B. Példaul
2+3= {75 W)+ (#.0.8) = 5 W} 0{4.0.&] =
= {F N0 &} =5

A szorzas a Descartes-szorzat segitségével definidlhaté: A- B = A x B. Példaul

2-3= {F5, M) (A0, &) = {5 M) = (4.0, &) =
= {(2*.8), (220), (&), (Ms) MO (s} =6

Ezek a miiveletek joldefinidltak (mit jelent ez?) és rendelkeznek a szokdsos miiveleti
tulajdonsdgokkal. (Ldsd még: Peano-axiémarendszer.)



http://www.math.u-szeged.hu/~szabol/szffelep.pdf#page=7

A szdmfogalom (egy) felépitése

Egész szamok
Az INg x INg halmazon értelmezziik a p ekvivalenciareldciét a kdvetkezéképpen:

(a1, 22) p (b1, b2) <= a1+ bp = a2 + by,
Az egész szamok nem mdsok, mint a megfelelé ekvivalenciaosztédlyok. Példdul
-3=(0,3)=(L,4)=(2,5)="--.

Az Osszeadas, kivonds és szorzds mivelete értelmezhetd ezen ekvivalenciaosztalyok
halmazdn (hogyan?), és rendelkeznek a szokdsos miiveleti tulajdonsagokkal. lgy
kapjuk az egész szamok Z gylrijét.

Raciondlis szamok

A Z x Z\ {0} halmazon értelmezziik a p ekvivalenciarelaciét a kovetkezdképpen:
(31, 32) [Y (bl, bz) <= ai1bp = axb;.

A racionélis szimok nem masok, mint a megfelel6 ekvivalenciaosztalyok. Példaul
2

5= (2,5) = (4,10) = (6,15) = - - -.

Az 6sszeadds, kivonds, szorzds és osztas muvelete értelmezhetd ezen ekvivalencia-

osztalyok halmazan (hogyan?), és rendelkeznek a szokdsos miiveleti tulajdonsdgok-

kal. lgy kapjuk a racionalis szdmok Q testét.




A szdmfogalom (egy) felépitése

Valds szamok
A racionilis szamokbdl allé Cauchy-sorozatok halmazan értelmezziik a
p ekvivalenciareldciét a kovetkezéképpen:

{an}p{bn} = HIPOO (an — bp) = 0.

A valds szamok nem masok, mint a megfelelé ekvivalenciaosztédlyok. Példaul

n=(3,31, 314, 3141,...)=(4, 32, 3,15, 3,142,...) =---.

Az Osszeadds, kivonds, szorzads és osztas muivelete értelmezhetd ezen ekvivalencia-
osztalyok halmazéan (hogyan?), és rendelkeznek a szokasos miiveleti tulajdonsigok-
kal. Igy kapjuk a valds szdmok R testét. (Ldsd még: Dedekind-szeletek.)

Komplex szamok

A komplex szamok szokasos definicidja nem haszndl ekvivalenciareldcidkat, de
késobb majd latunk egy alternativ definiciét valds polinomok ekvivalenciaosztalyai
segitségével.


http://www.math.u-szeged.hu/~szabol/szffelep.pdf#page=23
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Részbenrendezési relacid

7. Definicié.
Részbenrendezési relacionak nevezziik a p C A X A reldciét, ha rendelkezik az
alabbi harom tulajdonsaggal:

(1) Va € A: apa (reflexivitas);
(2) Ya,b € A: (apb és bpa) = a = b (antiszimmetria);
(3) Va,b,c € A: (apb és bpc) = apc (tranzitivitds).

Ha még a kovetkezd tulajdonsag is teljesiil, akkor p-t teljes rendezésnek (vagy
linedris rendezésnek) nevezziik:

(4) Va, b e A: apb vagy bpa (dichotémia).

Példa.

» A=R, apb <= a<b

» A=Np, apb < a|b

» A=P(U), apb <= aC b



Részbenrendezett halmaz

Jelolés.
A részbenrendezéseket szokds a < szimbdlummal jeldlni, még akkor is, ha az

alaphalmaz elemei esetleg nem is szimok. Ha a < b de a £ b, akkor azt irjuk, hogy
a<b.

8. Definicié.
Részbenrendezett halmazon egy (A; <) part értiink, ahol A egy nemiires halmaz,
és < részbenrendezés A-n.

Példa.

Ime hdrom négyelemi részbenrendezett halmaz:

» ({1,2,3,4}; <),
» ({1,2,3,4};]),
> (P({a b}); Q).



Hasse-diagram

9. Definicié.

Legyen (A; <) egy részbenrendezett halmaz, és legyen a, b € A. Azt mondjuk, hogy
b fedi a-t, ha a < b, de nem létezik olyan ¢ € A, amelyre a < ¢ < b. Ezt a tényt
a < b jeloli, és a < reldciét az adott részbenrendezéshez tartozd fedési relacionak

hivjuk.

10. Tétel.

Véges részbenrendezett halmazt egyértelmiien meghatdrozza a fedési reldcidja.
11. Definicié.

Egy véges (A; <) részbenrendezett halmaz Hasse-diagramjan egy 4brat értiink,
amelynél A elemeit (sikbeli) pontokkal dbrazoljuk oly médon, hogy a < b esetén a
b-nek megfelel6 pont ,féljebb” van, mint az a-nak megfelel6 pont, és e két pontot
akkor és csak akkor kétjiik dssze, ha b fedi a-t.

Példa.

Rajzoljuk fel a (Di2;|) és (Di2; <) részbenrendezett halmazok Hasse-diagramjat.

Hazi feladat.

Rajzolja fel a (P ({a, b,c}); C), (D3o;|) és (D3s; |) részbenrendezett halmazok
Hasse-diagramjat.



Minimalis, maximdlis, legkisebb, legnagyobb elem

12. Definicié.

Legyen (A; <) egy részbenrendezett halmaz.

Az a € A elemet minimalis elemnek nevezziik, ha nincs ndla kisebb elem, és
legkisebb elemnek nevezziik, ha 6 mindenki masnal kisebb.

Hasonléan a € A maximalis, ha nincs nédla nagyobb elem, és a € A legnagyobb,
ha 6 mindenki masnal nagyobb. Formalisan:

» a minimalis <= ﬂb EA:b<a;
> alegkisebb <= Vbe A:a<p;
» amaximidlis <= AbcA:b>a
> alegnagyobb <— Vb€ A:a>b.

Példa.
Az (INp;|) részbenrendezett halmaz legkisebb eleme 1,
a legnagyobb eleme pedig 0 (!).



Minimalis, maximdlis, legkisebb, legnagyobb elem

Példa.
Rajzoljunk olyan részbenrendezett halmazt, amiben 4 minimalis és 2 maximalis elem
van.

Hazi feladat.
Rajzoljon olyan részbenrendezett halmazt, amiben van legnagyobb elem, de nincs
legkisebb elem.

Hazi feladat.
Rajzoljon olyan négyelemii részbenrendezett halmazt, amiben 2 minimalis és 3
maximalis elem van.

13. Tétel.

Részbenrendezett halmazban legféljebb egy legkisebb elem létezhet. Ha van
legkisebb elem, akkor az minimalis elem is, s6t 6 az egyetlen minimalis elem.
Hasonlé érvényes a legnagyobb elemre is.

Hazi feladat.
Bizonyitsa be, hogy véges részbenrendezett halmazban mindig van maximalis elem.



Lexikografikus rendezés

14. Definicié.
Legyen (A; <) egy linedrisan rendezett halmaz (4bécé) és legyen A" az A elemeibdl
képezett elem n-esek halmaza (szavak).

Azt mondjuk, hogy az a = (a1, ..., ap) € A" sz6 lexikografikusan kisebb a
b= (b1,...,bn) € A" széndl (jeldlés: a C b), ha

Jdie{1,...,n}: aj < bj és minden j < i esetén a; = b;.

AzaLCb <= aLC bvagy a=b képlettel definidlt C relaciét lexikografikus
rendezésnek nevezziik.

Példa.
Soroljuk fel lexikografikusan ndvekvd sorrendben az A = {a, b, c} dbécé feletti
kétbetiis szavakat.

aaCabC acC balC bbC bcC calC cbC cc

Példa.

Soroljuk fel lexikografikusan névekvé sorrendben az A = {0, 1} 4bécé feletti
harombetiis szavakat.

goocoo1co10Cco011C100CC 101 110 111



Lexikografikus rendezés

15. Tétel.

Tetszbleges (A; <) linedrisan rendezett halmaz és n pozitiv egész sz3m esetén
a C reldcid linedris rendezés az A" halmazon.

16. Tétel.

Az (INg; C) rendezett halmazban nincs végtelen hosszi csékkend sorozat.

17. Tétel.

A szam n-esek komponensenkénti 6sszeadasa szigortian monoton a lexikografikus
rendezésre nézve: birmely a,b,a,b € ]Ng esetén

aCb, aCb = a+a C b+b,

és egyenlbség csaka =Db, a = b esetén teljesiil.



Megértést ellenorzé kérdések

Igazak-e az alabbi allitasok?
1. Ha p € A x A ekvivalenciareldcié, akkor minden a, b, ¢ € A esetén
(apb és cpb) = apc.

2. TetszOleges p Qﬂ X A ekvivalenciarelacié és a, b € A esetén
aZxzb = anNb#Q.

3. Ha A végtelen halmaz, akkor minden A-n értelmezett ekvivalenciarelaciénak
végtelen sok osztdlya van.

4. Haa ¢: A — B leképezés magjara |A/ ker ¢| = 2 teljesiil, akkor
@ értékkészlete kételemii halmaz.

5. Az (INp; |) részbenrendezett halmazban 6 fedi 2-t.

6. Ha egy részbenrendezett halmaznak két minimélis eleme van, akkor nincs
legkisebb eleme.

7. Az (INp; |) részbenrendezett halmaz legkisebb eleme a nulla.

8. Minden véges részbenrendezett halmaznak van minimalis eleme.
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