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1. Definicid.

Permutacionak nevezziik egy nemiires (véges) halmaz dnmagdra vald bijektiv
leképezését.

2. Definicié.

Az {1,2,..., n} halmaz dsszes permutdciéi csoportot alkotnak a leképezésszorzas

muveletével. Ezt a csoportot n-edfoki szimmetrikus csoportnak nevezziik, és
Sn-nel jeloljiik.

Egy 7T € S, permutdciét megadhatunk egy 2 X n-es matrixszal ugy, hogy
{1,2,...,n} minden eleme ald odairjuk a 7t melletti képét:

1 2 3 -+ n
1t 2m 37 --- nm/)°

Vegyiik észre, hogy 7t bijektivitdsa azt jelenti, hogy a matrix alsé sordban az
1,2,..., n szamok egy permutacidja van.



Példa.

Szamitsuk ki Sg-ban a 7tp, pTt, 1 és 772014 permutdcidkat, ahol
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Hazi feladat.
Szamitsa ki Sg-ben a np’l, p27'c, 2, 3, 7t m°, 2014

n_123456789 (1 2 3 45 6 7 8 9
“3as5917862) P7l2381609754)

permutacidkat, ahol

3. Definicié.
Legyen m€ Spésac {1,2,..., n}.
» Ha art = a, akkor azt mondjuk, hogy a fixpontja 7t-nek.
» Ha arr # a, akkor azt mondjuk, hogy a mozgatott eleme 7-nek.

Hazi feladat.
Mutassa meg, hogy ha a 7T és p permutdciéknak nincs kozos mozgatott eleme,
akkor egymdssal felcserélhetdek, azaz mp = prr.

Hazi feladat.

Bizonyitsa be, hogy tetszbleges 7 és p permutdcidk esetén (np)_l = p’l

7'[71.



4. Definicid.
Legyenek ai,...,ax € {1,2,..., n} kiilonbdzd elemek, és legyen 7w € S, az aldbbi
permutacié:
a17T = ap, @ = as,...,a_17T = ay, a,7T = aj és
brt=bhab¢ {a1,...,a}.

Ezt a 71 permutdci6t roviden igy jeldljik: 7= (agap - -- ax_1 ax) és ciklikus
permutacionak vagy roviden ciklusnak nevezzik.

5. Definicié.

Két ciklus idegen, ha mozgatott elemeik halmaza diszjunkt.

6. Tétel.

Ha 7t és p idegen ciklusok, akkor folcserélhetbek, azaz tp = prr.

7. Tétel.

Minden Sp-beli permutacié el6all paronként idegen ciklusok szorzataként, és ez az
eléallitas a tényezbk sorrendjétdl eltekintve egyértelmii.



Példa.
Bontsuk idegen ciklusok szorzatdra az aldbbi 7t és p permutdcidkat, majd szamitsuk
ki 99-edik hatvdnyukat:

(123456 /123456
T=\3 51296 4)" P={2 31 4 6 5)°

7= (13) (2564) — 799 = ((13) (2564))%° = (13)%° (2564)%° =
= (13)249T1 . (2564)*243 = (13)! (2564)% = (13) (2465) =

(123456
“\341625

Hazi feladat.
Kiszamolni a p%° permuticiét.



Példa.

Adjuk meg idegen ciklusok szorzataként az aldbbi permutaciét:
(134) (3247) (14527) = (173) (25)

Példa.

Adjuk meg idegen ciklusok szorzataként az aldbbi permutdcidt:
(1234) ! (1526) (1234) = (2536)

Hazi feladat.
Szamitsa ki Sg-ben az aldbbi permutacidkat. A végeredményt adja meg idegen
ciklusok szorzataként és 2 x 9-es matrixként is (minden elem ald a képét irva).

(1356) (2463) (342), (4732) ' (15423), mp, p2m, ((123) )~ %, (123) 1ot

/1 234567809 (123456789
T™=\3 45 981627) P \6284137509



Példa.
Oldjuk meg Sg-ban az (123) (2345) 7t (456) = (134) egyenletet.

szorozzunk be balrél (123) '-zel: (2345) 7 (456) = (321) (134)
szorozzunk be balrdl (2345)71-ze|: 7T (456) = (5432) (321) (134)
szorozzunk be jobbrdl (456)71—ze|: T = (5432) (321) (134) (654)
szamoljuk ki: T (165) (24)
Az elsé két 1épés Osszevonhatd:
szorozzunk be balrél [(123) (2345)] 7 = (5432) (321)-gyel.

Tetsz8leges csoportban az axb = ¢ egyenlet egyetlen megolddsa x = a~tch™ 1.

Hazi feladat.

Oldja meg az Sg csoportban az aldbbi egyenleteket.
> x-(134) (246) = (12)
> (25) (234) - x - (678) (789) = (4276) (934)



Példa.
Oldjuk meg Sz-ben a 712 = (134) egyenletet.

Egy S4-beli permutécid ciklusszerkezete 6tféle lehet:

T= (), (ee), (eee), (eo0eoe), (eo)(ee)
= (0, (. (eee), (se)(ee), 0
Tehat 7t csak egy harmas ciklus lehet.

Ekkor 713 = id miatt 72 = m~1 = (134),
és igy 7w = (143) az egyetlen megoldds.



8. Definicid.

A 2 hosszdségu ciklusokat, vagyis az (ij) alaki permutdcidkat transzpoziciknak
nevezziik.

9. Tétel.

Az S, csoportot generadljak a transzpoziciok, azaz minden Sp-beli permutacio eléall
transzpozicick szorzataként.

Példa.
7 = (13) (2564) = (13) (25) (26) (24)
vagy

- (13) (25) (45) (56) = id = 7 = (56) (45) (25) (13)



Egy jaték
> Az alabbi kezd6allasbdl indul a jaték:
53 87 46 21

> A jatékosok felvdltva megcserélhetnek két szamot.

> Akielériaz 12345678 sorrendet, az a nyertes.

Kinek van nyerd stratégidja (és mi az)?



10. Tétel.
Egy Sp-beli permutacié transzpozicick szorzataként vald felirdsdban a tényezbk
szamanak paritdsa egyértelmiien meghatarozott. Eszerint beszélhetiink paros
permutaciokrdl és paratlan permutaciékrdl
Bizonyitas.
Tegylik fel, hogy

T2 Tk41 = 0102 02,

ahol mindegyik T; és 0 transzpozicié. Ekkor az identikus permutdcié el8all paratlan
sok transzpozicié szorzataként:

id =TT - Tok4102/ - - - 02071
Megmutatjuk, hogy ez lehetetlen.
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metszéspontok szama = 2



metszéspontok szdma =2+ 2



metszéspontok szima=2+2+2



metszéspontok szima=2+2+2+4



metszéspontok szima=2+2+2+4+4+2



metszéspontok szdma =2+ 2+ 2+ 4+ 2+ 2 (paros szdm)






metszéspontok szima =1



metszéspontok szima=1+3



metszéspontok szima=1+3+5



metszéspontok szima=1+3+5+1



metszéspontok szima=1+3+5+1+1



'

metszéspontok szdma= 1+ 3+ 5+ 1+ 1+ 3 (annyi paratlan szdm, ahdny csere)



metszéspontok szamanak paritdsa = cserék szdmanak paritdsa = paros



11. Allitas.

Permutacick szorzatinak a paritasa a kovetkezéképpen alakul:

pdros - pdros = pdros pdros - pdratlan = pdratlan
pdratlan - paratlan = paros pdratlan - pdros = pdratlan
12. Allitds.

A pdros hossziisagti ciklusok paratlan permutdcick, mig a paratlan hosszisagi
ciklusok pdros permutaciok.

Példa.

Hatarozzuk meg az alabbi permutacidk paritasat.

L (1234567 .
27 4135 6/)P

1 2 3 45
2 3 5 17

[e)}

v

[e)}

[AF aratlan
4 " p

v

123) (4567): paratlan

v

(
(12) (3456) (78): paratlan
(12) (345) (6789): péros



Hazi feladat.
Hatarozzuk meg az alabbi permutacidk paritasat.

. 1 2 3 45 6 7
2 3 41 6 7 5
> (12) (45) (1245)

> ((1346) (45761) (352) (4162))2014

13. Tétel.

Az Sp-beli permutdcick fele pdros és fele pdratlan.






Samuel Loyd (1841-1911)
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The older inhabitants of Puzzics
tand will remeniber how in the early
seventics T drove the entire world
erazy oyer a little box of movable
Blocks which became known as the
Y1415 Puzele” The fifteen blocks
were arrunged in the square hox in
ragulir order, enly with the 14 and
13 reversed, as shown in the above
i The puzzle eonsisted in

he went for his noon lunch and was
dizcovered by his frantic staff long
past midnight pushing little pieces of
pie around on a plate! Farmers are
known to have deserted their plows
and I have taken one of such in-

stances as an illustration for the
sketch,

Several new problems developed
from the original puzzle which are

PPy || PSR S, S

Fig 2, Fig 3
23] [=]w]e]s]
[als |67 [e|= ==
slolwofu]lelal=ls
efufuis] |==[z] |

The Picnic Puzsle,
When they started off on the oreat



: AMERICAN

J ournaj of Mathematws

PURE AND,AP _LIED

Eprror 1x Carse: J.J. SYLVESTE
Assootars Evrron xx Cuanon: WILLTAM B. STOR

Wirn taE Co-0PERATION OF-
SIMON NEWCQMB, H.°A. NEWTON,} AND H.A.

- PUBLISHED UNDER'THE AUSPICES OF. TH

Number 4

BALTIMORE:

PrivTED FOR THE EpIToRs BY Joun Mureiry & Co. -+

B. WEsSTERMANN & Co., Tklllllll & Co., London.
D. Van Nostran, } e York: GAvtaIE Vitnans, Paris.
Fesuer & Co., Philadelphia, ; A&, Ksuwn & Co, Berlin.

DECEMBER, 1879




Notes on the “15” Puzzle.
L.
By Wit WooLsEY JOHNSON, Annapolis, Md.

THE puzzle described below has recently been exercising the ingenuity
of many persons in Baltimore, Philadelphia and elsewhere. A ruled square
of 16 compartments is numbered as in this diagram :

1 2 3 4

13 14 15

the 16th square being left blank. Tifteen counters, numbered in like man-
ner, are placed at random upon the squares so that one square is vacant.
The counter occupying any adjacent square may now be moved into the
vacant square—thus: If No. 7 is vacant, either of the counters occupying
Nos. 3, 6, 8, 11 can be moved into it, but no diagonal move is allowed. The
puzzle is to bring all .the counters into their proper squares by successive
moves.

It seems to be generally supposed, by those who have tried the puzzle,
that this is always possible, whatever be the original random position of the
counters, but this is an error, as the following demonstration will show :

When the blank or sixteenth square is the vacant one, the arrangement
of the counters may be called a positive or negative one, according as the
term of the 15-square determinant, which has for first and second subscripts

the numbers on the squares and counters, is positive or negative. Let
- 101 N .




404 8rory, Note on the “ 15" Puzzle.

natural arrangement that which is obtained from the natural arrangement by
reversing all the rows, leaving the left-hand square of the lower row blank.
Using the notation just employed, the natural order may be reversed by
# er —1 interchanges, when ¢ is even ; and by % (¢ — 1) 7 interchanges, when
¢is 0dd; i. e. the condition for the possibility of forming the reversed natural
arrangement from any given arrangement will be the same or the opposite
as that for the natural order, according as the number last obtained [# er —1,
if ¢ is even; and # (c—1) r, if ¢ is 0dd] is-even or odd. Thus if r =4, c=4;
ter—1=Tand the reversed arrangement can always be formed when the
natural arrangement cannot, and only then. Ifr=5,¢=5; ¥ (c—1)r=10,
and the reversed arrangement can be formed when the natural order can be,
and only then. I ¢. with the ordinary “15” puzzle, it is always possible to
arrange the numbers in the natural order with the 1 in the right-hand upper
square, when it is not possible to do it with the 1 in the left-hand upper
square (as Mr. Johnson has remarked in the postseript to his note) ; but on a
square board with five squares on a side, a solution is possible from each of
the four corners, or not at all.

There are other arrangements beside the natural and reversed natural
which may be regarded as solutions of the puzzle, viz: beginning at either
corner of the board, the counters may be arranged in their natural order by
rows or by columns, there being in all eight such solutions.

The 157 puzzle for tho last few weeks has been prominently before.the American public, and may safely
e said to have engaged the attention of nine out of ton porsons of both sexes and of all uges and conditions of
the community. But this would not have weighed with the editors to induce them to insert articles » upen soch
a subject in tho American Journal of Mathematies, but for the fact that the principlo of the game has its root
in what all mathematicians of the present day ure awaro constitates the most subtlo and characteristic concep-
tion of modern algebra, viz: the law of dichotomy applicable to the soparation of the terms of every completo
systom of permutations into two matural and indofoasiblo groups, a luw of tho nnor world of thought, which
may be said to prefigure the polar relation of left and right-handed scrows, or of objects in spaco and their
reflexions in & mirror. Accordingly the editors havo thought that they would be doing no disservice to their
science, but rathor promoting its interosts by oxhibiting this d priori polar law under u concrete form, through
the modium of & game which has taken so strong a hold upon the thought of the country that it may almost be
said to have risen to th importance of a national institution. Whoevor has made himself master of it may
fairly be said to have taken his first lesson in tho theory of determinants.

t may be mentioned us a parallel easo that Sir William Rowan Hamilton invented, and Jacques & Co.
the purveyors of toys and conjuring tricks, in London (from whom it may possibly still bo procured), sold
gume called the * Kikosion » gume, for illustrating certain consoquences of tho mothod of quaternions.—Eps.
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Ha az lres hely visszakeriilt a jobb alsé sarokba,
akkor pdros szamu csere tortént.






Tizenotos jaték

16 kis négyzet:
16! = 20922789 888 000 permutacié

parossag miatt csak a fele lehetséges:

!
176' = 10461 394 944 000 lehetdség




2x2x2-es biivos kocka

8 kis kocka:
8! = 40320 permutacié

egy kis kocka 3-féleképpen allhat:

3.3-3-3.3.3-3.3 =3% = 6561 orientacié

az utolsé kis kocka allasa kotott:

8!- 37 = 88179840 lehet8ség



3x3x3-as biivos kocka

8 sarokkocka:

8! = 40320 permutacid, 3% = 6561 orientacié

12 élkocka:

12! = 479001600 permuticié, 212 — 4096 orientacié

parossag, utolsé sarok-, ill. élkocka:

8! 12!

> 37. 211 = 43252003274 489 856 000 lehetéség




Megértést ellenorzé kérdések

Igazak-e az aldbbi allitdsok?

1. |S3| =8.

2. Sg-ben tiz transzpozicid van.

3. S3-ban minden permutécié ciklus vagy identitas.

4. Van olyan transzpozicié, aminek pontosan 3 fixpontja van.
5. Tetsz8leges 7, p € S5 permutacick esetén (1p)? = 71202
6. Minden 71 € S4 permutaciéra 71® = id teljesiil.

7. Minden hdarom hosszlsagu ciklus el6all négy transzpozicié szorzataként.

8. Paratlan permutdcié inverze is paratlan.



