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1. Defińıció.
Permutációnak nevezzük egy nemüres (véges) halmaz önmagára való bijekt́ıv
leképezését.

2. Defińıció.
Az {1, 2, . . . , n} halmaz összes permutációi csoportot alkotnak a leképezésszorzás
műveletével. Ezt a csoportot n-edfokú szimmetrikus csoportnak nevezzük, és
Sn-nel jelöljük.

Egy π ∈ Sn permutációt megadhatunk egy 2× n-es mátrixszal úgy, hogy
{1, 2, . . . , n} minden eleme alá odáırjuk a π melletti képét:(

1 2 3 · · · n
1π 2π 3π · · · nπ

)
.

Vegyük észre, hogy π bijektivitása azt jelenti, hogy a mátrix alsó sorában az
1, 2, . . . , n számok egy permutációja van.



Példa.
Száḿıtsuk ki S6-ban a πρ, ρπ, π−1 és π2014 permutációkat, ahol

π =

(
1 2 3 4 5 6
3 5 1 2 6 4

)
, ρ =

(
1 2 3 4 5 6
2 3 1 4 6 5

)
.

πρ =

(
1 2 3 4 5 6
1 6 2 3 5 4

)

ρπ =

(
1 2 3 4 5 6
5 1 3 2 4 6

)

π−1 =

(
3 5 1 2 6 4
1 2 3 4 5 6

)
=

(
1 2 3 4 5 6
3 4 1 6 2 5

)

π2 =

(
1 2 3 4 5 6
1 6 3 5 4 2

)
=⇒ π4 = id =⇒ π2014 =

(
π4)503 · π2 = π2



Házi feladat.
Száḿıtsa ki S9-ben a πρ−1, ρ2π, π2, π3, π4, π5, π2014 permutációkat, ahol

π =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 4 5 9 1 7 8 6 2

)
, ρ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 3 8 1 6 9 7 5 4

)
.

3. Defińıció.
Legyen π ∈ Sn és a ∈ {1, 2, . . . , n}.

I Ha aπ = a, akkor azt mondjuk, hogy a fixpontja π-nek.

I Ha aπ 6= a, akkor azt mondjuk, hogy a mozgatott eleme π-nek.

Házi feladat.
Mutassa meg, hogy ha a π és ρ permutációknak nincs közös mozgatott eleme,
akkor egymással felcserélhetőek, azaz πρ = ρπ.

Házi feladat.
Bizonýıtsa be, hogy tetszőleges π és ρ permutációk esetén (πρ)−1 = ρ−1π−1.



4. Defińıció.
Legyenek a1, . . . , ak ∈ {1, 2, . . . , n} különböző elemek, és legyen π ∈ Sn az alábbi
permutáció:

a1π = a2, a2π = a3, . . . , ak−1π = ak , akπ = a1 és

bπ = b ha b /∈ {a1, . . . , ak} .

Ezt a π permutációt röviden ı́gy jelöljük: π = (a1 a2 · · · ak−1 ak ) és ciklikus
permutációnak vagy röviden ciklusnak nevezzük.

5. Defińıció.

Két ciklus idegen, ha mozgatott elemeik halmaza diszjunkt.

6. Tétel.
Ha π és ρ idegen ciklusok, akkor fölcserélhetőek, azaz πρ = ρπ.

7. Tétel.
Minden Sn-beli permutáció előáll páronként idegen ciklusok szorzataként, és ez az
előálĺıtás a tényezők sorrendjétől eltekintve egyértelmű.



Példa.
Bontsuk idegen ciklusok szorzatára az alábbi π és ρ permutációkat, majd száḿıtsuk
ki 99-edik hatványukat:

π =

(
1 2 3 4 5 6
3 5 1 2 6 4

)
, ρ =

(
1 2 3 4 5 6
2 3 1 4 6 5

)
.

π = (13) (2564) =⇒ π99 = ((13) (2564))99 = (13)99 (2564)99 =

= (13)2·49+1 · (2564)4·24+3 = (13)1 (2564)3 = (13) (2465) =

=

(
1 2 3 4 5 6
3 4 1 6 2 5

)

Házi feladat.
Kiszámolni a ρ99 permutációt.



Példa.
Adjuk meg idegen ciklusok szorzataként az alábbi permutációt:
(134) (3247) (14527) = (173) (25)

Példa.
Adjuk meg idegen ciklusok szorzataként az alábbi permutációt:
(1234)−1 (1526) (1234) = (2536)

Házi feladat.
Száḿıtsa ki S9-ben az alábbi permutációkat. A végeredményt adja meg idegen
ciklusok szorzataként és 2× 9-es mátrixként is (minden elem alá a képét ı́rva).

(1356) (2463) (342) , (4732)−1 (15423) , πρ, ρ2π, ((123)π)−1 , (123)−1 π−1

π =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 4 5 9 8 1 6 2 7

)
, ρ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
6 2 8 4 1 3 7 5 9

)



Példa.
Oldjuk meg S6-ban az (123) (2345)π (456) = (134) egyenletet.

szorozzunk be balról (123)−1-zel: (2345)π (456) = (321) (134)

szorozzunk be balról (2345)−1-zel: π (456) = (5432) (321) (134)

szorozzunk be jobbról (456)−1-zel: π = (5432) (321) (134) (654)

számoljuk ki: π = (165) (24)

Az első két lépés összevonható:
szorozzunk be balról [(123) (2345)]−1 = (5432) (321)-gyel.

Tetszőleges csoportban az axb = c egyenlet egyetlen megoldása x = a−1cb−1.

Házi feladat.
Oldja meg az S9 csoportban az alábbi egyenleteket.

I x · (134) (246) = (12)

I (25) (234) · x · (678) (789) = (4276) (934)



Példa.
Oldjuk meg S4-ben a π2 = (134) egyenletet.

Egy S4-beli permutáció ciklusszerkezete ötféle lehet:

π = () , ( • • ) , ( • • • ) , ( • • • • ) , ( • • ) ( • • )

π2 = () , () , ( • • • ) , ( • • ) ( • • ) , ()

Tehát π csak egy hármas ciklus lehet.

Ekkor π3 = id miatt π2 = π−1 = (134),
és ı́gy π = (143) az egyetlen megoldás.



8. Defińıció.
A 2 hosszúságú ciklusokat, vagyis az (i j) alakú permutációkat transzpoźıcióknak
nevezzük.

9. Tétel.
Az Sn csoportot generálják a transzpoźıciók, azaz minden Sn-beli permutáció előáll
transzpoźıciók szorzataként.

Példa.
π = (13) (2564) = (13) (25) (26) (24)

vagy

π · (13) (25) (45) (56) = id =⇒ π = (56) (45) (25) (13)



Egy játék

I Az alábbi kezdőállásból indul a játék:

5 3 8 7 4 6 2 1

I A játékosok felváltva megcserélhetnek két számot.

I Aki eléri az 1 2 3 4 5 6 7 8 sorrendet, az a nyertes.

Kinek van nyerő stratégiája (és mi az)?



10. Tétel.
Egy Sn-beli permutáció transzpoźıciók szorzataként való feĺırásában a tényezők
számának paritása egyértelműen meghatározott. Eszerint beszélhetünk páros
permutációkról és páratlan permutációkról

Bizonýıtás.
Tegyük fel, hogy

τ1τ2 · · · τ2k+1 = σ1σ2 · · · σ2l ,

ahol mindegyik τi és σj transzpoźıció. Ekkor az identikus permutáció előáll páratlan
sok transzpoźıció szorzataként:

id = τ1τ2 · · · τ2k+1σ2l · · · σ2σ1.

Megmutatjuk, hogy ez lehetetlen.



















metszéspontok száma= 2



metszéspontok száma= 2 + 2



metszéspontok száma= 2 + 2 + 2



metszéspontok száma= 2 + 2 + 2 + 4



metszéspontok száma= 2 + 2 + 2 + 4 + 2



metszéspontok száma= 2 + 2 + 2 + 4 + 2 + 2 (páros szám)





metszéspontok száma= 1



metszéspontok száma= 1 + 3



metszéspontok száma= 1 + 3 + 5



metszéspontok száma= 1 + 3 + 5 + 1



metszéspontok száma= 1 + 3 + 5 + 1 + 1



metszéspontok száma= 1 + 3 + 5 + 1 + 1 + 3 (annyi páratlan szám, ahány csere)



metszéspontok számának paritása = cserék számának paritása = páros



11. Álĺıtás.
Permutációk szorzatának a paritása a következőképpen alakul:

páros · páros = páros páros · páratlan = páratlan
páratlan · páratlan = páros páratlan · páros = páratlan

12. Álĺıtás.
A páros hosszúságú ciklusok páratlan permutációk, ḿıg a páratlan hosszúságú
ciklusok páros permutációk.

Példa.
Határozzuk meg az alábbi permutációk paritását.

I

(
1 2 3 4 5 6 7
2 7 4 1 3 5 6

)
: páros

I

(
1 2 3 4 5 6 7
2 3 5 1 7 6 4

)
: páratlan

I (123) (4567): páratlan

I (12) (3456) (78): páratlan

I (12) (345) (6789): páros



Házi feladat.
Határozzuk meg az alábbi permutációk paritását.

I

(
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 1 6 7 5

)
I (12) (45) (1245)

I
(
(1346) (45761) (352) (4162)

)2014
13. Tétel.
Az Sn-beli permutációk fele páros és fele páratlan.





Samuel Loyd (1841-1911)















14 13 5 12

2 3 15 4

8 11 9

10 1 7 6

14 13 5 12

2 15 4

8 3 11 9

10 1 7 6

14 13 5 12 2 3 15 4 8 t. 11 9 10 1 7 6

14 13 5 12 2 t. 15 4 8 3 11 9 10 1 7 6



12 12

12 12

Ha az üres hely visszakerült a jobb alsó sarokba,
akkor páros számú csere történt.





Tizenötös játék

16 kis négyzet:
16! = 20 922 789 888 000 permutáció

párosság miatt csak a fele lehetséges:

16!
2

= 10 461 394 944 000 lehetőség



2×2×2-es bűvös kocka

8 kis kocka:
8! = 40 320 permutáció

egy kis kocka 3-féleképpen állhat:

3 · 3 · 3 · 3 · 3 · 3 · 3 · 3 = 38 = 6561 orientáció

az utolsó kis kocka állása kötött:

8! · 37 = 88 179 840 lehetőség



3×3×3-as bűvös kocka

8 sarokkocka:

8! = 40 320 permutáció, 38 = 6561 orientáció

12 élkocka:

12! = 479 001 600 permutáció, 212 = 4096 orientáció

párosság, utolsó sarok-, ill. élkocka:

8! · 12!
2
· 37 · 211 = 43 252 003 274 489 856 000 lehetőség



Megértést ellenőrző kérdések

Igazak-e az alábbi álĺıtások?

1. |S3| = 8.

2. S5-ben t́ız transzpoźıció van.

3. S3-ban minden permutáció ciklus vagy identitás.

4. Van olyan transzpoźıció, aminek pontosan 3 fixpontja van.

5. Tetszőleges π, ρ ∈ S5 permutációk esetén (πρ)2 = π2ρ2.

6. Minden π ∈ S4 permutációra π6 = id teljesül.

7. Minden három hosszúságú ciklus előáll négy transzpoźıció szorzataként.

8. Páratlan permutáció inverze is páratlan.


