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1. lrreducibilis polinomok



Emlékezteto

Definicié vagy tétel?
Legyen T egy test és p € T [x]. A p polinom irreducibilis T felett, ha legaldbb
elséfokd, és nem bonthaté deg p-nél kisebb fokszamu polinomok szorzatéra:

MgeT[x]: p=Ff-g é 1<degf degg < degp.

Vigydzat!
Gyliriik felett ez altaldban nem igaz! Példdul a p = 2x € Z [x] polinom nem
irreducibilis Z felett, mert a p = 2 - x felbontds itt nem trividlis (miért?).

1. Tétel.

> Az elséfokii polinomok barmely test felett irreducibilisek.
» Ha f € T [x] irreducibilis és deg f > 2, akkor f-nek nincs gydke T-ben.

» Haf € T[x] és2<degf <3, akkor f pontosan akkor irreducibilis, ha nincs
gyoke T-ben.



Irreducibilitds vs. gyokok

Osszefoglalva:

Az

irreducibilis = nincs gyoke
implikacié igaz a legaldbb masodfokd polinomokra. Elséfokiiakra nem igaz: azok
mindig irreducibilisek és mindig van gyokiik!
A

nincs gyoke = irreducibilis

implikdcid igaz a masod- és harmadfoku polinomokra, de magasabbfokiakra nem!

Példa.

Az f = x* +2x%2 4+ 1 € R [x] polinomnak nincs valés gydke, mégsem irreducibilis R
felett:

f= (X2+ 1)(x2+ 1).



Irreducibilitds vs. gyokok

Legaldbb negyedfoki polinomok esetén

A GYOKNELKULISEGBOL

nem Nem NEM NEM NEM NEM NEM

KOVETKEZIK
AZ IRREDUCIBILITAS!!!



Egy irreducibilis faktorizacié

Példa.

Bontsuk irreducibilis tényezok szorzatara az alabbi polinomot:
F=x0+3x*—x3+2%2 +x—-1€Zs [x].

Mivel az alaptestnek csak ot eleme van, egyenként kiprébalhatjuk, hogy gyoke-e
valamelyik az f polinomnak.

Amelyik igen, annal a Horner-mddszerrel megallapitjuk a multiplicitast, és
levélasztjuk a gyoktényezoket:

f=(x—1)2(x—3) (x—4) (x* +4x+2).

Az x? + 4x + 2 polinomnak nincs gydke (ha lenne, megtalaltuk volna), és csak
masodfoku, ezért irreducibilis.

(Ha negyed- vagy magasabb foki polinom marad a gyoktényezok kiemelése utan,
akkor valami triikkre van sziikség . ..)



Még néhany irreducibilis faktorizacidé

Példa.
Bontsuk irreducibilis tényez6k szorzatdra az x% + x + 1 polinomot Z3, Zs és Z7
felett.

Hazi feladat.
Bontsa irreducibilis tényez6k szorzatara az x* + 3x3 + x2 4 4 polinomot Z3, Zs és
77 felett.

Példa.

Hatdrozzuk meg Z; felett az 6sszes legfeljebb harmadfokd irreducibilis polinomot.

Példa.
Bontsuk irreducibilis tényez6k szorzatdra az x* + x + 1 és x* + x? 4+ 1 polinomokat
Z felett.



Véges testek

2. Tétel.

Akkor és csak akkor létezik g-eleml(i test, ha q primhatvany.

Bizonyitas helyett.

Barmely p primszam és n pozitiv egész szam esetén |étezik n-edfoku irreducibilis
polinom Z,, felett (messze nem trividlis!).

Ha f € Z, [x] egy ilyen polinom, akkor T [x] / (f) egy p"-elemii test.

Ha K egy véges test, akkor tartalmaz prim elemszadmi résztestet (kdzel sem
trivilis!).
Ha T egy p-elemii részteste K-nak, akkor K vektorteret alkot T felett.

Ha ez a vektortér n-dimenzids, akkor K = T", ezért |K| = p".

A g-elemii testet (mely izomorfia erejéig egyértelmiien meghatarozott),
Galois tiszteletére GF (q) jeldli (Galois Field).



Véges testek
Példa.
> kételemii test: @ GF (2) = Z,
> haromelemii test: & GF(3) = Zs
> négyelemii test: & cr (4) = Zs[x]/ (x> +x+1)
> Stelemli test: @ GF (5) 2 Zs

» hatelemii test: @ nincs!

> hételemii test: @ GF (7) =2 Zy
» nyolcelemii test: & cF (8) 2 Zs[x]/ (x*+x+1)
> kilencelemii test: & GF (9) 2 Z3[x]/ (x*+1) ={a+bi: a,be Z3}

> tizelem( test: @ nincs!



Emlékezteto

3. Definicié.

Az f = apx" 4+ ---+a1x+ap € T [x] polinom ¢ € T helyen vett helyettesitési
értékén az f (c) = apc” +---+arc+ap € T elemet értjiik.

Az f € T [x] polinomhoz tartozé polinomfiiggvény pedig nem mds, mint az

f:T—T,c—f(c)
leképezés.

A polinomot és a hozza tartozé polinomfiiggvényt ugyantgy jeloljiik; a
szovegkornyezetbdl kideriil, hogy mikor melyikrdl van szé. Ha polinomfiiggvényekrdl
van sz6, akkor x-et valtozénak nevezziik (nem pedig hatdrozatlannak).



Polinom vs. polinomfliggvény

Példa.

Az f = x3 € Z3 [x] polinomhoz tartozé polinomfiiggvény:
7352500 =01T=122=20
A g = x € Z3 [x] polinomhoz tartozé polinomfiiggvény:
Z3z — 73,00, 1—1, 2+ 2.

Latjuk, hogy f-hez és g-hez ugyanaz a polinomfiiggvény tartozik (nevezetesen az
identikus fiiggvény), noha f és g két kiilonbozd polinom. Ezért nagyon fontos, hogy

NE KEVERJUK A POLINOMOT
A POLINOMFUGGVENNYEL!!!



Polinom vs. polinomfliggvény

Altaldnosabban, ha T egy g-elem test, akkor
> a T — T leképezések szama @ g9, mig
> T feletti polinombdl @ végtelen sok van,

igy végtelen sok kiilonb6z6 polinomhoz tartozik ugyanaz a polinomfiiggvény. Ezért
nagyon fontos, hogy

NE KEVERJUK A POLINOMOT
A POLINOMFUGGVENNYEL!!!



Tartalom

2. Irreducibilis polinomok a raciondlis szamtest felett



Irreducibilitas kiilonbozo testek felett

Példa.

Az f = x> 4+ 1 € R [x] polinom irreducibilis, de ugyanez a polinom C [x]-ben mar
felbomlik: & x2 +1=(x+1i)(x—1i).

Példa.

Az f = x> — 2 € Q[x] polinom irreducibilis, de ugyanez a polinom R [x]-ben mar
felbomlik: & x2 —2 = (x —V2)(x +V2).

(Es persze C [x]-ben is felbomlik.)

Altaldban, minél nagyobb az alaptest, anndl ,tobb esélye” van egy polinomnak
felbomlani.

Ha T részteste K-nak és f € T [x], akkor

f irreducibilis K felett Z f irreducibilis T felett.

Emlékeztetd
A komplex szamtest felett csak az els6foki polinomok irreducibilisek, a valds
szamtest felett pedig csak az els6fokiak és a negativ diszkrimindansi masodfokdak.



Felbontds Q, illetve Z felett

4. Tétel.

Ha egy legalabb elséfokii egész egyiitthatds polinom nem bonthaté fel nala kisebb
fokszamii egész egyiitthatds polinomok szorzatara, akkor Q felett sem bomlik igy
fel, és viszont. Formdlisan: ha f € Z [x} ésdegf = n > 1, akkor az alabbi két
allitas ekvivalens:

(1) 3g,he Z[x]: f =gh és 0 < degg,degh < n;

(2) 3g,he Q[x]: f=gh és 0 < degg,degh < n.

5. Megjegyzés.

A masodik feltétel azzal ekvivalens, hogy f reducibilis Q felett. Az els6 viszont nem
ekvivalens azzal, hogy f reducibilis Z felett (miért?).

Tehat a fenti tételt nem fogalmazhatjuk meg egyszeriien gy, hogy egy egész

egyiitthatds polinom akkor és csak akkor irreducibilis Z felett, ha irreducibilis Q
felett.

6. Megjegyzés.

Az (1) = (2) irdny vildgos (ugye?), a (2) == (1) irany viszont egyéltaldn nem
trividlis (még Gauss is kell hozza!).



Kronecker mddszere

Példa.
Irreducibilis-e az f = x* — 4x3 4+ 7x? — 6x + 3 € Q [x] polinom?

AMN
Tth. f =g-h, ahol g, h€ Z[x] és 0 < degg < degh < n.
Ekkor deg g < @ 2, és minden k € Z esetén g (k) | f (k). Példaul
a:=g(0)]f(0)=3, b:=g(l)|f(1)=1 c:=g(2)|f(2)=3.

Tehat az (a, b, ¢) szdmharmasra @ 32 lehetéség van:

(a,b,c) € {-3,-1,1,3} x {—1,1} x {—3,-1,1,3}.
Mind a 32 esetben egyértelmilien meg tudjuk hatarozni a g polinomot @
Lagrange-interpolacidval.

Ha valamelyik osztja f-et, akkor kapunk egy nemtrividlis felbontast;
ha egyik se osztja f-et, akkor f irreducibilis.

(a,b,c)=(1,1,3) ~ g=x2—x+1 ~ f=(x>—-x+1)(x*>—-3x+3)



Schonemann—Eisenstein

7. Definicié.
Azt mondjuk, hogy a p primszdm pontos osztdja az a egész szdmnak, ha a
oszthaté p-vel, de p?-tel mar nem.

Jelolés.
A pontos oszthatésagot || jeldli: p || a <= p|aés p?ta.
Példa.

312 de 2)12

8. Tétel (Schonemann—Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium).
Legyen f = apx" + - - -+ a1x + ag € Z [x]. Ha létezik olyan p primszam amelyre
pfan plan-1,..., p|ai pl ao,

akkor f irreducibilis a raciondlis szamok teste felett.



Irreducibilis polinomok Q felett

9. Kovetkezmény.

Minden n > 1 egész szamra létezik Q felett irreducibilis n-edfoki polinom.

Bizonyitas.

@ x"+2

Erdemes ezt 6sszehasonlitani a komplex és a valds szamtest esetével:
» C felett csak az elséfokuak,
> IR felett csak az els6fokiak és bizonyos masodfokiak

irreducibilisek.

Még szerencse, hogy a raciondlis szdimok testének mar nincs valddi részteste! @



VIZSGAN KERDEZNI FOGOM!

10. Megjegyzés.

A Schénemann—Eisenstein-tétel megforditasa...

NEM IGAZ!!!

Vagyis abbdl, hogy nem létezik olyan p primszam, ami teljesitené a megfelel
oszthatdsagi feltételeket, nem kovetkezik, hogy a polinom nem irreducibilis

(keressiink ellenpéldat! @ ).
A megforditas helyett kdvetkezzék inkabb a tétel ,tiikorképe".

11. Tétel (muiativl izstilidioubsi sldt-nistenszid—nnsmsndrae).

Legyen f = apx" + -+ -+ aix + ag € Z [x|. Ha létezik olyan p primszdm amelyre
pll anp|an-1,....p| a1, p1ao, akkor f irreducibilis a raciondlis szdmok teste
felett.



Racionalis gyokok

12. Tétel (Rolle tétele).

Legyen f = apx" + - - - 4 a1x + ag egy tetszbleges egész egyiitthatds polinom.
Ha g egy egyszeriisithetetlen tért alakjdban felirt raciondlis szam (azaz
p.gE€Z, q#0éslnko(p,q) = 1), akkor

f(I;):O = qlanésp|ao.

Specidlisan: egész egyiitthatds fépolinom raciondlis gydkei mindig egész szamok.

Természetesen a fenti nyil nem fordithaté meg: q | a, és p | ap nem garantilja,
hogy % gyoke f-nek.

A Rolle-tételben ,,az a jé", hogy egy véges halmazt ad meg, amelyben az Gsszes
raciondlis gyokdt megtalalhatjuk (ha van egyaltaldn raciondlis gyok).



Racionalis gyokok

Bizonyitds.
Tegyiik fel, hogy & gydke f-nek (Inko (p, q) = 1).
n n—1
0= f(p) :an&n+an—1%+"'+alg+ao.
q q q q

Szorozzunk be g"-nel:

0= anp" +ap-1p" tq+---+a1pg" !

+ apq
\.\/
" s
Hasonléan:
an,Dn an—1P"71q +---+ alpqnil + ann =0
N

qlan <= q| q|

e +



Irreducibilis felbontas Q felett

Példa.

Bontsuk Q felett irreducibilis polinomok szorzatara az aldabbi polinomot:

f=2x" +5x5 +4x5 + 13x* + 54x3 + 84x% + 54x + 12

Racionlis gyék csak & 11,42, 43, +4, 46,412, +1,+3 lehet.
Ezek koziil —1 és —% valéban gyok. Horner-mddszerrel levalasztva a gyokényezoket
azt kapjuk, hogy

f= (x+ %) (x+1)% (2x* +12x +24) = (2x + 1) (x + 1)% (x* + 6x + 12).

A kék polinom irreducibilis Q felett @ (Schénemann-Elsenstein, p = 3).



Irreducibilis felbontas Q felett

Példa.

Bontsuk Q felett irreducibilis polinomok szorzatara az alabbi polinomokat:

> 2x100 — 3x73 4 69x — 12;

» x34+5x% +6x+1;

» x7 — 7x5% +24x5 — 50x* 4+ 68x3 — 57x2 4 25x — 1;
> x®+125.

Hazi feladat.
Bontsa Q felett irreducibilis polinomok szorzatdra az aldbbi polinomokat:

> 4X4—7X2—5X—1;
» 5x8 —Bx7 +4x2 —2x — 2;
» x* — x3 4 2x +1 (Gtmutatds: térjiink 4t az y = x — 1 hatérozatlanra);

» x0 —125:

v

x4+ 36.



Tartalom

3. Elemi tortekre bontds



Elemi tortekre bontas a racionalis szamok korében

13. Definicié. c
Elemi torteknek nevezziik a — alakd torteket, ahol p primszam, k és c pozitiv
p
egészek, és ¢ < p.
14. Tétel.
Minden raciondlis szam felirhatd egy egész szam és elemi tértek Gsszegeként.
Bizonyitds (vazlat).
Harom ,triikkre” lesz sziikségiink:
1. Tetszbleges a, b,c € Z (a, b # 0) esetén
c X
alb= Ixyecz: =247
ab a b
Ezt ismételten alkalmazva minden raciondlis szamot fel tudunk bontani
primhatvany nevezdjii tortek Gsszegére. Példaul:

157 157 x |y _ 21+—4
72 23.32 23 32 23 32



Elemi tortekre bontas a racionalis szamok korében

Bizonyités (folyt.)
2. Maradékos osztas segitségével levalasztva a tortek egészrészét, elérhetjiik, hogy
. o c .
minden tortiink — alakd legyen, ahol 0 < ¢ < pk:
p

LA PR R ) R
72 0 238 32 23 32 23

5
37 .

3. Minden ik alaku tortben a nevezét felirjuk p-alapd szdmrendszerben, és
»szamjegyenként szétszedjiik™:

5 101, 2241 22 1 1 1

23

BB T B B @R
5 123 342 3.2 1 2
-~z —x@ptyaEpT3ty

Tehat a végeredmény:
157—1+1+i+1+3
72 2 23 3 32



Polinomokra minden ugyanigy megy

Tetszleges T test esetén a T [x] polinomgylirii elemeivel ,,ugyantigy” lehet
szdmolni, mint egész szdmokkal (maradékos osztds, euklideszi algoritmus), ezért az
elébbi eljaras T feletti polinomokra is miikodik.

15. Definicid. .
A T test feletti racionalis térton — alakd formdlis kifejezést értiink, ahol

g
f,g € T [x] és g # 0. Minden racionilis torthéz tartozik egy racionalis
tortfiiggvény (a két fogalom nem dsszekeverendd!). A T feletti raciondlis tortek
halmazit T (x) jeldli.

16. Definicié.

A T test felett elemi tértnek (vagy parcidlis tortnek) olyan raciondlis tortet
neveziink, amelyben a nevezé T felett irreducibilis (fé)polinom hatvanya, és a
szamlalé foka kisebb ezen irreducibilis polinom fokanal:

f
ok

€ T(x), aholf,pe T[x], k€N, pirreducibilis T felett, degf < deg p.
p



Elemi tortekre bontas test feletti racionalis tortek korében

17. Tétel.

Tetszéleges T test felett minden racionalis tort felirhato egy polinom és elemi
raciondlis tértek bsszegeként.

18. Kovetkezmény.

A komplex szamok teste felett minden raciondlis tért felirhaté egy polinom és véges

sok
A

(x+a)

alakd raciondlis tért bsszegeként.

(A acC, keN)

19. Kovetkezmény.
A valés szamok teste felett minden raciondlis tort felirhaté egy polinom és véges sok

A
ﬁ (AlaeR, ke N), illetve
x+a
_ Bxc (B,C,b,c €R, b*—4ac <0, k€ N)
(x2—|—bx—|—c)k

alakd raciondlis tért sszegeként.



Elemi tortekre bontas test feletti racionalis tortek korében

Példa. )
Bontsuk parcidlis tortek dsszegére R felett az ——— raciondlis tortet.
x?% 4+ x
1 1 _A B  Ax+1)+Bx (A+B)x+A
x2+x  x(x+1) x x+1  x(x+1) x(x+1)
)
A+B=0éA=1
)
A=1éB=-1

Tehat




Elemi tortekre bontas test feletti racionalis tortek korében

Példa. )
3 2x+1
Bontsuk parcidlis tortek Osszegére R felett a xextl raciondlis tortet.
x4+ 2x5 + x3
3x% +2x 41 32 +2x+1  3x®4+2x+1

XTH23+x3 7 3 (A +224+1) 3 (x2+1)?

A B c D E Fx+ G

S A S

X  x2 x2+1 (x2 + 1)2

Ax2(x2+1)2+Bx(X2+1)2+C(x2+1)2+(Dx+E)x3(x2+1)+(Fx+G)x3 -
x3(x2+1)? o

_ (A+D)XS+(B+E)x>+(2A+C+D+F)x*+(2B+E+G)x3+(A+2C)x*>+Bx+C
o x3(x2—‘,-1)2

)

A+D=0 B+E=0,2A+C+D+F =0,

x3

2B+E+G=0, A+2C=3, B=2 C=1



Elemi tortekre bontas test feletti racionalis tortek korében

Példa (folyt.).

A kapott hétismeretlenes linedris egyenletrendszert megoldjuk:

A=1 B=2 C=1 D=-1 E=-2 F=-2, G=2

Tehat )
3xc+2x+1 1 2 1 —x =2 —2x —2
==+ =+ +— + 5"
x*+1  (x241)

xT+2x5+x3  x  x x3



Elemi tortekre bontas test feletti racionalis tortek korében

Példa. )
3 2 1
Bontsuk parcialis tortek 6sszegére C felett a SxtAexdl raciondlis tortet.
x7 +2x5 + x3
3 +2x+1  3x*+2x+1  3x*+2x+1
X250 +x3 32 +1)2 X3 (x+ 1) (x —i)?
_A + B + < + D + £ + F + G
Cox o x2 X3 x4 (x+i)2 X —i (x—i)2

0

A+D+F=0, B-iD+E+iF+G=0, 2A+C+D—-2[E+F+2iG=0,

2B—iD-E+4+iF-G=0, A+2C=3, B=2, C=1



Elemi tortekre bontas test feletti racionalis tortek korében

Példa (folyt.).
A kapott hétismeretlenes linearis egyenletrendszert megoldjuk:

1 1 1 1 1
A:1,B:2,C:].,D:_E_gl,EZE_*I,F:_*—F*I,G:*‘i‘ii.
Tehat

3x*+2x+1 1 3+i+_%_%i+%_%’ —I4+3i 14l
x2 X3 X+ (x+i)? X—i (x —i)?

xT+2x54+x3  x



Megértést ellenorzé kérdések

> Létezik-e harmadfoki irreducibilis polinom Z, felett?
> Létezik-e 2014-edfokd irreducibilis polinom R felett?

> lgaz-e minden f € Q [x] polinomra, hogy ha f irreducibilis Q felett, akkor
f-nek nincs valds gyoke?

» Létezik-e olyan f € Q [x] polinom, ami irreducibilis R felett, de nem
irreducibilis Q felett?

> lgaz-e tetszéleges T testre és f,g € T [x]| polinomokra, hogy ha minden
c € T esetén f (c) = g (c), akkor f = g?

> Létezik-e olyan 0 # f € Z [x] fépolinom, amelynek % gyoke?
> Létezik-e olyan irreducibilis polinom Q felett, amelynek van raciondlis gyoke?

> lgaz-e tetszbleges f = apx" + - - - + a1x + ag € Z [x] polinomra, hogy ha nem
létezik olyan p primszdm, amelyre ptan, p | an—1,...,p | a1, p || a0, akkor f
nem irreducibilis Q felett? Ha nem, akkor adjon meg egy ellenpéldat!




	1. Irreducibilis polinomok
	2. Irreducibilis polinomok a racionális számtest felett
	3. Elemi törtekre bontás

