Csoporthatasok




Csoporthatas

Definicié.

Legyen G egy csoport és () egy halmaz. Ha a G csoport minden eleme ,csinal
valamit” az () halmaz elemeivel (permutélja &ket), akkor azt mondjuk, hogy a G
csoport hat az () halmazon. Jeldlje w e g azt az elemet, ahovd a g € G
csoportelem viszi az w € () elemet. Elvérjuk, hogy a hatds konzisztens legyen a
kovetkez6 értelemben:

(a) Vg.he G YweO: (weg)eh=we(gh);
(b) Vwe O): welg =w.

Példa.
1. Az S, csoport természetes médon hat az {1, e, n} halmazon.
2. A Dy, csoport hat a szabdlyos n-szég csticsain (oldalain), ezeket megszamozva

pedig az {1, ..., n} halmazon is.
A kocka forgascsoportja hat a kocka csticsainak (éleinek, lapjainak) halmazan.

Az R" halmazon hat az R* csoport (skaldrral valé szorzds) és a GL, (R)
csoport (linedris transzformacidk).



A hatszog atloi

A Dg diédercsoport nemcsak a hatszog cslicsain és élein hathat, hanem az 4tldin is.
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Palyak

Allitss.

Ha a G csoport hat az () halmazon, akkor aza ~ f <= Jg € G: neg =2
képlettel definidlt ~ reldcié ekvivalenciarelacié az () halmazon.

Definicid.

A fenti allitdsban szerepl6 ekvivalenciareldciéhoz tartozé ekvivalenciaosztalyokat a

csoporthatas palyainak nevezziik.

Tehat egy w € Q) elem pélydja: {weg:g e G}.

Definicid.

Tetszbleges g € G és w € () esetén w stabilizatora az w-t fixen hagyd
csoportelemek halmaza: Stab(w) = {g € G:we g = w}.
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Stabilizator:

Mellékosztalyok:

{id, a* t,a%t} < De.

{id,a3, t, a3t},
{a,a% a°t, 2%t}

{22, a° a*t,at}.



Palyak és stabilizatorok
Tétel.
Hasson a G csoport az () halmazon.

(1) A stabilizdtorok részcsoportok: Stab(w) < G.

(2) Azonos palyan lévé elemek stabilizatorai konjugdltak:
Stab(w e g) = g ! Stab(w)g.

(3) Két csoportelem akkor és csak akkor esik ugyanabba a Stab(w) szerinti jobb
oldali mellékosztalyba, ha ,ugyanoda viszik” az w elemet:

weg =weh < Stab(w)g = Stab(w)h.
(4) A palya mérete megegyezik a stabilizator indexével:
{weg:ge G} =[G:Stab(w)].
Bizonyitas.
(3) weg=weh <+= (weg)eh = (weh)ehl
— weghl=wehhl=w

<= gh™! € Stab(w) <= Stab(w)g = Stab(w)h [



Szinezések

Hanyféleképpen lehet kiszinezni az X-pentomindt n szinnel, ha a forgatdssal vagy
tlikrozéssel egymadsba vihetd szinezéseket nem tekintjiik kiilonboznek? (Lehet

n > 5 is, mert nem kotelezd az Gsszes szint felhasznalni.) Példaul az aldbbi harom
szinezés egyformanak szamit

= 4 o

de a kovetkezé szinezések mar kiildnbdznek a fentiektél (és egymdstdl is):

ms =

Itt D4 hat a szinezések halmazan, és a palyak szamara vagyunk kivancsiak.



Az Osszes szinezés

Legyen () az dsszes szinezések halmaza. Nyilvan |Q)] = n®. Példaul n = 2 esetén:
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A szinezések osztdlyozasa

Legyen () az dsszes szinezések halmaza. Nyilvan |Q)] = n®. Példiul n = 2 esetén:
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Piros szamok

Legyen () az dsszes szinezések halmaza. Nyilvan |Q)] = n®. Példiul n = 2 esetén:
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palydk szama = Z piros szamok
Q



Csoportelmélet!
at 83
Stabilizator:  {id, at} < Dj.

[:E. Mellékosztalyok:  {id, at},
{a, t},
{a?, &%t}
{a3, 2%t}

Egy rogzitett w € () szinezést a sajat palydjanak minden elemébe ugyanannyi
Dy4-beli elem visz el, (mert we g = w e h < Stab(w)g = Stab(w)h).

Tehat egy w szinezéshez irt piros szam nem mas, mint

|Stab(w)| _ [{g € Da:weg=w}
| D4 | Da

=Plweg=uw).



Valészinliségszamitas!

palydk szama

2 piros szamok
Q

Z Plweg=w)

Q

E (g fixpontjainak szdma)

atlagos fixpontszam

1
Da] Y (g fixpontjainak szama)
Dy



Kombinatorika!

Tetszbleges w € () és g € Dy esetén w e g = w akkor és csak akkor teljesill,

ha egysziniiek azok a négyzetek, amelyek egymdasba mennek a g transzformacié
végrehajtdsa sordn. Ha g-nek, mint az 6t kis négyzet permutaciéjanak, c ciklusa
van, akkor az ilyen szinezések szdma n°®.

Dy eleme S5 eleme ¢ fixpontok szdma (()-ban)
id 1E)E) @G 5 n®
- a (1254) (3) 2 n?
1 a2 (15) (24) (3) 3 n3
2]3]4] 2 ws)E) 2 e
5 t 1) (4)(3)(56) 4 n*
o at (14) (25) (3) 3 n3
a’t (15) (2) (3) (4) 4 n'
adt (12) (3) (45) 3 n3

palydk szama = 4&tlagos fixpontszdm = % - (n® +2n* +3n% + 2n%)



Pélya—Redfield-mddszer

Legyen G < Sp egy permutdciécsoport. Tetszdleges g € G esetén jellje ¢ (g)
a g permutécié ciklusainak szamat (beleértve az 1 hosszisagu ciklusokat is).
Az
f= Zxc(g) € Z|[x]
geG

polinomot a G csoport ciklusszdmlalé polinomjanak nevezziik (majdnem).

Tétel (John Howard Redfield, 1927 és Pdlya Gydrgy, 1937).

Az A halmaz n szinnel tdrténd szinezéseinek szdma ,,modulo G" éppen f (n).

Példa.
A kocka forgascsoportja 24-elemii (22 S4). Ha a forgatdsokat, mint a lapok
permutdcidit tekintjiik (azaz Sp részcsoportjaként), akkor a ciklusszamlalé polinom:

1
= (x® 4+ 3x" + 12 4+ 8x7).
24

Tehat a kocka lapjait ennyiféleképpen lehet x szinnel kiszinezni, ha a forgatdsokkal
egymasba vihet6 szinezéseket nem tekintjiik kiildnboz6nek.



