ABSZTRAKT ALGEBRA
feladatok
2022 tavaszi félév, OT

Az 1-16. feladatok (megoldésai) interaktiv formaban megtalalhatoak itt:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/regi/dimat2_2020tavasz/algebra/algebral-muveletek.html
1. feladat. Miivelet-e. ..
(a) az Osszeadas a harommal oszthato egész szamok halmazan?
(b) az Osszeadas a harommal nem oszthato egész szamok halmazan?
(c) az osztés a pozitiv egész szamok halmazan?
(d) az dsszeadas az {a + bi | a,b € RT} halmazon?
(e) xxy = \/zy a valos szamok halmazan?
(f) =+ y = /2y a komplex szdmok halmazan?
(g) a metszés az {0, {1},{2},{3},{1,2},{1,3}} halmazon?

2. feladat. Mivelet-e. ..
(a) a szorzas a harommal oszthato egész szamok halmazan?
(b) a szorzas a harommal nem oszthat6 egész szamok halmazan?
(c) az Osszeadés a [0,1] intervallumon?
(@)
(e) a szorzéas az {a+ bi | a,b € RT} halmazon?
(f) az egyesiteés az {0, {1}, {2}, {3},{1,2},{1,3}} halmazon?

a szorzés a [0, 1] intervallumon?

3. feladat. Vizsgaljuk meg a tanult miiveleti tulajdonsagok (kommutativitas, asszociativitas, zéruselem, egységelem, inver-
zek, kancellativitas) szempontjabol az A = {a, b, ¢, d} halmazon az alabbi tablazattal definialt * miveletet.

x|a b c d
ala b ¢ d
blb a ¢ d
cle ¢ ¢ c
dld d ¢ c

=

4. feladat. Vizsgaljuk meg a tanult mtveleti tulajdonsago
definialt o miiveletet.

szempontjabol az A = {a, b, ¢, d} halmazon az alabbi tablazattal

ola b ¢ d
alc a b b
bla b ¢ d
clb ¢ b a
dlb d ¢ a

5. feladat. Irjuk fel a Zs halmazon a szorzas mivelettablazatat, és vizsgaljuk meg a tanult miveleti tulajdonsagok szem-
pontjabol.

6. feladat. Irjuk fel a P({u,v}) halmazon az egyesités miivelettablazatat, és vizsgaljuk meg a tanult miiveleti tulajdonsigok
szempontjabol.

7. feladat. Irjuk fel az {1, —1,i, —i} halmazon a szorzas miivelettablazatat, és vizsgaljuk meg a tanult mtiveleti tulajdonsagok
szempontjabol.

8. feladat. Irjuk fel az {igaz, hamis} halmazon az implikici6 miivelettablazatat, és vizsgaljuk meg a tanult miveleti
tulajdonsagok szempontjabol.

9. feladat. Irjuk fel az {1,2,3} halmazon az z My = min{x,y} mivelet mivelettablazatat, és vizsgaljuk meg a tanult
miiveleti tulajdonsagok szempontjabol.

10. feladat. Vizsgaljuk meg a tanult miveleti tulajdonsagok szempontjabol az A = {u, v, w} halmazon az alabbi tablazattal
definialt ¢ miveletet.

11. feladat. Vizsgaljuk meg a tanult miveleti tulajdonsagok szempontjabol az egész szamok halmazéan értelmezett a e b =
a + b+ 23 miiveletet.

12. feladat. Vizsgaljuk meg a tanult miveleti tulajdonsagok szempontjabol az egész szamok halmazan értelmezett a ® b =
b+ 2 miveletet.


http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2020tavasz/algebra/algebra1-muveletek.html

13. feladat. Vizsgéljuk meg a tanult mitiveleti tulajdonsagok szempontjabol a valos szdmok halmazan értelmezett a x b =
12 — 3a — 3b + a - b miveletet.

14. feladat. Vizsgaljuk meg a tanult mtiveleti tulajdonsagok szempontjabol az egész szamok halmazan értelmezett a®b = a
miiveletet.

15. feladat. Vizsgaljuk meg a tanult miveleti tulajdonsagok szempontjabol a komplex szamok halmazan a kivonas miiveletét.

16. feladat. Vizsgaljuk meg a tanult miiveleti tulajdonsidgok szempontjabol a valds szamok halmazan értelmezett a A b =
ab — 2(a + b) 4+ 6 miveletet. Ennek a feladatnak Kunos Adam &ltal készitett megoldasa megtalalhato itt:
https://drive.google.com/file/d/1gU3ulW4bYRUMnVMmoHkAOv6uncspgyEQ/view

A 17-20. feladatok (megoldésai) interaktiv formaban megtalalhatoak itt:
http://www.math.u-szeged.hu/ "twaldha/tanitas/regi/dimat2_2020tavasz/algebra/algebra2-strukturak.html

17. feladat. Milyen algebrai strukturak az alabbiak?

(@) (N;+) (8) (25 \{0};)
(b) (Z;+) (h) (Zs\ {0};+)
(c) (%) (i) (R2¥2;+)
(d) (Z\{0};-) () (R¥*2)
(e) (Zs;+) (k) (R*2\ {0};")
() (Zs;-) (1) GL2(R) := ({A € R**? | det(A) # 0}; )
18. feladat. Milyen algebrai struktirak az alabbiak?
(a) (Q\{0};+) (e) (Z75+)
(b) (@\{0};+) (f) (Zs\{0};-)
(c) (@*+) (g) (N;-)
(d) (@*;)
19. feladat. Milyen algebrai strukturak az alabbiak?
(a) ({u,v,w};0) (b) ({a,b,¢,d};0) (©) ({a,b,¢,d}; %)
ola b ¢ d xla b ¢ d
alc a b b ala b c d
bla b ¢ d blb a ¢ d
clb ¢ b a clc ¢ ¢ ¢
d|b d c a did d c c
(d) (P{u,v});V) (e) ({igaz,hamis}; —) () ({1, 1,4, —i};-)
20. feladat.
(a) Milyen algebrai struktira (Z;¢), ahol a b =a — b?
(b) Milyen algebrai struktura (Z;e), ahol a @b =a + b + 237
(c¢) Milyen algebrai struktira (Z; ®), ahol a ® b = b+ 27
(d) Milyen algebrai struktura (Z; ®), ahol a ® b = a?
(e) Milyen algebrai struktira (Q; ), ahol axb=12—3a —3b+a - b?
(f) Milyen algebrai struktara (Q\ {3};%), ahol axb =12 —3a —3b+a - b?

21. feladat. Gyrtirtt, illetve testet alkotnak-e az alabbi halmazok a szokéasos Osszeadassal és szorzéassal?

(a) (C (e) N (1) Zlg
(b) R (£) Za, Z3, Zy, Ls, Zs () Z13
(c) Q (8) Zio (k) R2*2
(d) z (h) Z14 (1) R2%3
22. feladat. Hatarozza meg az alabbi grupoidok osszes részalgebrajat, és rajzolja fel a részalgebrahaloikat.
*x|la b ¢ x|la b c
A — ala b c B — ala b c
bla b a bla a ¢
cla ¢ c cla a b
xla b c x|la b ¢
D — ala a b - ala c
bla b ¢ bla c
cla a ¢ c|lb ¢ ¢



https://drive.google.com/file/d/1gU3u1W4bYRUMnVMmoHkA0v6uncspgyEQ/view
http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2020tavasz/algebra/algebra2-strukturak.html

23. feladat. Hatérozza meg alabbi grupoidokban az Osszes részalgebrat, és rajzolja fel a részalgebrahaloikat. Van-e egy-,
illetve kételemii generatorrendszeriik?

*x|a b ¢ d * lu v ow z
ala b ¢ d ulu v ow oz
A= blc d a b |, B= v|lu w v =z
cla b ¢ d wlu w v oz
dlc d a b zlu v w z
24. feladat. Hatarozza meg az ({a,b,c,d};*) grupoidban az alabbi részgrupoidokat.
(a) [e,d] =7 xla b c d
(b) [a.b] =7 ala b e b
(c) [a] =7 b|b b b b
d g =2 cle b ¢ a
( ) [(1, }* d d b b a
(e) [d =7
25. feladat. Hatarozza meg az ({a,b,c,d};*) grupoidban az alabbi részgrupoidokat.
(a) [a] =7 *|a b ¢ d
(b) [b] =7 ala ¢ b d
(C) [b, C] _9 blb ¢ b a
d g7 cle a ¢ a
( ) [CL, }* d d c a d
(e) [c,d] =7
26. feladat. Hatarozza meg az (N;+) félcsoportban az aldbbi részfélcsoportokat.
(a) [2,9] =7 (b) [2,5] =7 (c) [3,5] =7 (d) [4,10] =7
27. feladat. Hatarozza meg az (N;-) félcsoportban az alabbi részfélesoportokat.
(a) [2,9] =7 (b) [2,5] = () [3.5) =7 (@) [4,10] =

28. feladat. Dontse el, hogy a B részhalmaz részalgebrat (részcsoportot, részgytirtt) alkot-e az A algebraban.

(a) A =(Ss;-), B ={id, (135), (153)}

(b) A= (Clz];+,-), B={f e Z[z]: f(1) = 0}

(¢) A= (Zlzli+,-), B={f € Zl] : 2| J(0)}:

(d) A= (Dsg;-), B={id,t,a? a’t}

(e) A= (P(X);N), B={Y C X :|Y|=2}, ahol X tetszoleges halmaz

(1) A= (Rla):+.-), B ={f €2l : f(1) = 0}

(&) A= (Zs;+), B=1Zs

(h) A = (Z12;+,), B =2, U{0}

(i) A= (Z[i];+,-), B={a+bi€Zi] : 2| a+b}

() A= (Z[i};+,-), B={a+bi € Z[i] : 2 | ab}

(k) A=(Sy;-), B={id, (13),(24),(13)(24)}

29. feladat. Részcsoportot alkot-e a H halmaz a G csoportban?

(a) G=Z, H=Ny (i) G=C, H={ib:beR}
(b) G=Z, H={a€Z:4]|a} (j)) G=C*, H={ib:be R\ {0}}
() G=2Z, H={a€Z:41a} (k) G =7y, H =171\ {0}
(d) G=Q, H=Q" () G =Zo, H =173,
(e) G=Q*, H=Q" (m) G =75, H=1{0,3,6,9,12}
H G=Q*, H=Q~ (n) G =75, H={1,4,11,14}
(g) G=C, H={z€C:|z|=1} (o) G=1273%5, H=1{1,4,11,14}
(h) G=C*, H={2€C:|z| =1} (p) G =R+, H = {véges tizedes tértek}



30. feladat. Hatarozza meg az A algebraban a T részhalmaz altal generalt részalgebrat. (Az (i) és (j) feladatokban
m(z,y,2) = —y+z, az (s) és (t) feladatokban f (z) = x szamjegyeinek négyzetosszege).

(a) A=(P(N);U), T = {haromelemd halmazok}
(b) A=(P(N);n), T = {haromelemd halmazok}
() A=(P(N);U,n), T = {haromelemd halmazok}
(d) A=(P(N);A), T = {haromelemi halmazok}
(e) A=(N;+), T=1{23}

() A=N;), T={2,3}

(&) A=), T=1{3,5}

() A=+, T=1{3,5}

(1) A=(Zim), T={-22}

() A=(Zm), T={1,38;

k) A=(C;+), T={zeC:|z <1}
1) A=(C;), T={zeC:|z <1}
(m) A= (C;+), T={z€C:Rez>0}
(n) A= (C;), T={zeC:Rez >0}
(0) A=(C;4), T={z€C:Rez=0}
() A=(C;), T={:€C:Rez=0}
(@) A=(C;+,-), T={2eC:Rez=0}
(r) A=(Zl];+,), T={i}

(s) A=(Zf), T = {2018}

(t) A= (Zf), T = {2019}

31. feladat. Hatarozza meg a G csoportban a T részhalmaz altal generalt részcsoportot.

(a) G=12, T =1{30,42,105}
(b) G=7Z12, T={9}

(©) G=2Z, T={10}

(d) G=12Z3, T={610}

() G=1Zs, T={6,10}

(f) G=12s, T={5}

() G=17;, T={5}

(h) G = Doy, T=1{a"}

(i) G =Dy, T={ta}

(j) G=Dia, T={a%d%}

k) G = D12, T = {0,5, a2t}
1) G=Dy, T={a* d’t}

(

(

(m) G=8, T =1{(12453)(34)}
() G=8, T=7{(1234),(13)}
) G=C,  T={13)

) G=C, T={-Z+%i}
(@ G=C*, T={cosl? +isinl™
0 G=c, T={ii+¥i}

) 6=0Q T={}34}

() ¢=0Q, T={3%}}

32. feladat. Hatérozza meg a G csoportban a B halmaz altal generalt részcsoportot.

(b) G =17, B={6,10}
G =17, B=1{610,15}
G=17, B={51T7}

G =17, B=1{2565)

G =17, B={30,42,105}

N G=C B={}1

273

(
(s) G=C*, B={11
(



33. feladat. Hatérozza meg a G csoportban a g elem rendjét.

(a) G =739, g =18 (j) G=C, g=1i (s) G=57, g=(1234)(765)
(b) G = Zsy, g =19 (k) G=C*, g—i (t) G=Ss, g = (1234)(7654)
(c) G =1Z3, g=20 ) G=Zyg=2 (u) G =Dis, g=a*

(d) G =12Z3, g=21 (m) G=Z;9=3 (v) G=Dig, g=a’

(e) G =173, g=22 (n) G=Z5, g=2 (w) G = Dig, g = ta"tata™?
(f) G=R, g=-1 (0) G=1Zi5, g=11 (x) G=C*, g=1-;

(8) G=R", g=-1 (p) G=1Z3,9=4 (y) G=C*, g=—} - B;

(h) G=R, g= (@) G =57, g=(1234)

(z) G=GL2(R), g=(}7')

(i) G=R* g=2 (t) G =S:, g=(1234)(76)

34. feladat. Szamitsa ki az alabbi csoportokban az egyes elemek generatumait (azaz a ciklikus részcsoportokat), majd
hatarozza meg az Osszes részcsoportot, végiil rajzolja fel a részcsoporthalé Hasse-diagramjat.

ZlSa Z42a ZT57 ZZQ? Z§4a D37 S3a ‘/7 Q

35. feladat. Hatarozza meg az R egységelemes gytirtd T részhalmaza altal generalt részgytrijét, valamint egységelemes
részgytrtjét.

(a) R=R[z], T={z} ( » T={i}
(b) R=Rlz], T={a2"} ( c T={-1+ %}
() R=2Z[x], T={a? 23} (h) R=R, T={V2}
( (
( (

d) R=Z[z], T={z-1} i) R=Q, T={i}
) R=Q, T={33
36. feladat. Adjon meg minimalis generatorrendszert a kovetkezs algebrakban:

(a) (P({1,2,3,4,5});N);

(b) (@*;-, 71 1).

37. feladat. Létezik-e haromelemd minimalis generatorrendszere a (Z;+, —) algebranak?

o R=R¥? T={(§})

38. feladat. Hatéarozza meg a 7Z gytiri részgytriit és egységelemes részgyrtit.
39. feladat. Hatarozza meg az (N;’) algebra részalgebrait és generatorrendszereit, ahol n’ = n + 1 tetszéleges n € N-re.
40. feladat. Tekintsiik az A = (Z; m) algebrat, ahol m(a, b, c) = a — b + ¢ tetszdleges a,b, ¢ € Z-re. Mutassa meg, hogy
(a) barmely n pozitiv egészre minden modulo n maradékosztaly részalgebra A-ban, és
(b) A minden részalgebraja ilyen.
41. feladat. Hatarozza meg az (Z; f,g) algebra Osszes részalgebrajat, ahol f (z) = 2z és g (x) =z — 1.

42. feladat. Leteszlink egymés mellé néhany pénzérmét tgy, hogy mindegyiken fej van feliil. Egy lépésben barmelyik két
egymés melletti érmét megfordithatjuk. Milyen fej-iras mintézatokat érhetiink el ilyen lépésekkel?

43. feladat. Igazolja, hogy ha egy integritdstartomany nemtrivialis részgytirtjének van egységeleme, az megegyezik az
integritastartoméany egységelemével. Mutasson példat arra, hogy ez nem marad igaz, ha elhagyjuk a zérusosztomentesség
feltételét.

44. feladat. Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek hamisak (a valaszt indokolni is kell).
(a) Kommutativ gytirt minden részgytrije is kommutativ.
(b) Nemkommutativ gytirii egyetlen részgytriije sem kommutativ.
(c
(d

(e) Egy algebra barmely két generatorrendszerének a metszete is generatorrendszer.

Végtelen gytird minden részgytirije végtelen.

Egy algebra barmely két generatorrendszerének az egyesitése is generatorrendszer.

)
)
)
)



A 45.) 46. feladatok miivelettablazatai interaktiv formaban megtalalhatoak ebben a ,szinezében”:
http://www.math.u-szeged.hu/"twaldha/tanitas/absztot_2022tavasz/szinezo.html

45. feladat. Kompatibilis osztalyozasa-e C az alabbi grupoidnak? Ha igen, irja fel a hozza tartozo faktoralgebra miivelet-
tablazatat.

a) €= {{a,b}, {e.d}, {e}} cla b ocod e
(b)Cz{{a}7 {b,c,d,e}} alec b c c e
(¢) €= {{a,c}, {b,e}, {d}} bla e c e c
(@) ¢ = {{a.b.c.e}., {d}} 1
(e) € = {{a}, {b}, {c.d.c}} ela ¢ c e c
(t) ¢ = {{a,c,d,e}, {b}}

) C= {{a}7 {bve}a {C}’ {d}}
46. feladat. Kompatibilis osztalyozasa-e C az alabbi grupoidnak? Ha igen, irja fel a hozza tartozo faktoralgebra miivelet-
tablazatat.

(a) C= {{a,c}, {b}7 {d}}
(b) € = {{a,c}, {b,d}}

*

)
(c) € ={{a,b}, {c}, {d}}
(d) €= {{a}, {c}, {b,d}}
)
)

QU 0o o9

o & o Q|8
QU QLo
2 0o 2 oo
S QL O |

e) C={{a}, {b,c,d}}
f) C= {{a,b,c,d}}

) C= {{a}v {b}7 {C}a {d}}

47. feladat. Hatéarozza meg az aldbbi grupoidok Gsszes kongruenciajat és a megfelel faktorgrupoidokat.

(
(

*

I EEC ST~ I
)

&
I
n 33

L=}
w3 % 3
v 2 % 3w

s S

48. feladat. Dontse el, hogy a megadott C osztalyozas kompatibilis-e az A, illetve a B algebra miiveleteivel. Ha igen, akkor
hatarozza meg a megfelel§ faktoralgebrat.

(a) A= (P(N); ﬂ) , B=(P(N);A), C={{véges halmazok}, {végtelen halmazok} }

(b) A=(R;+), B=(R;-), C={R", {0}, R*}

(¢c) A= (C;+), B=(C;-), C = {{algebrai szamok}, {transzcendens szamok} }

(d) A=(N;4), B=(N;:), C ={{3-mal oszthato szamok}, {3-mal nem oszthato szamok} }
(e) A= (Ng;+), B=(Np;-), C={{0,1}, {2,3,...} }

(f) A= (Z5-), B=(25:7"), €= {{27}.{1.8}, {45} }

() A=(Z5:). B=(Zg:7"), €= {{2.7} . {1}, {8} . {45} }

(h) A=(Ss5), B= (55;_1)7 C={455\45}

49. feladat. Dontse el, hogy a megadott p relacié kongruenciaja-e az A, illetve a B algebranak. Ha igen, akkor hatarozza
meg a megfelels faktoralgebrat.

(a)A:(N;HvB:(N;'),P:{(a,b):alb}

(b) A=(C+), B=(C;-), p={(zw): |2[ = w]}

(c) A= (P(N); %B (P(N);4), p={(X,Y):[X]|=[Y]}
(d) A=(Z;+), B=(Z;), p={(a,b): 3| a® — b}

(€) A= (Zgi+), B=(Zs;-), p={(a,b):2a = 2b}

(f) A= (Z[z];4), B=(Z[z];), p={(f,9): (1) =g (1)}

50. feladat. Definialjuk a természetes szamok halmazan a p relaciot a kovetkezSképpen:
apb < {keNg:5" |a} = {keNy:5"|b}.

Igazolja hogy p kongruenciaja az (N ;-) algebranak, és hatarozza meg a hozza tartozod faktoralgebrat. Mi a helyzet, ha p

P


http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/absztot_2022tavasz/szinezo.html

51. feladat. Homomorfizmusok-e az alabbi leképezések?

(a) ¢: (RT;) = (R;+), o — logz (i) ¢: RT3 +,) = (R +, ),z 1/
(b) ¢: (Ci+,) = (Ci+,), 2 Z () o1 (Z;+,7) = (Za; +, ), > 2
(C) P ((C7+) — (Ra +)’ z+— Rez (k) P (Z37+7 ) — (Z3;+7')7'x = .TQ
(d) @i (C;) = (R;-), 2+ Rez (1) ¢: (P(U);N) = (P(U); V), H s H,

ahol U nemiires halmaz
(e) p: (R ) = (R;:), M+ det M

. (m) (P(N);u,n) — (P(N);U,N),H —{1,2,3} UH

© ¢: (G015 +) = (B4, f s [ () (0) (K +,) = (B4, {an} > i soc a0,

ahol K a konvergens valds szdmsorozatok halmaza
(g) ¢: (R;*) = (R*;0), 2 — 37,

ahol zxy = észoy = /a7y (0) ¢: (R;+) = (R;+),2 = 2°

(h) P (Za =+, ) - (Z;+7 '),SIJ = 2x
52. feladat. A ¢: N — N leképezésrdl annyit tudunk, hogy 2¢ = 16 és 5p = 40.

(a) Lehetséges-e, hogy ¢: (N;+) — (N; +) homomorfizmus? Mi lehet ez a homomorfizmus? Hany lehetSség van?
(b) Lehetséges-e, hogy ¢: (N;+) — (N;-) homomorfizmus? Mi lehet ez a homomorfizmus? Hany lehet&ség van?
(c) Lehetséges-e, hogy ¢: (N;:) = (N;+) homomorfizmus? Mi lehet ez a homomorfizmus? Hany lehetség van?
(d (N;

) Lehetséges-e, hogy ¢: (N;:) — (N;-) homomorfizmus? Mi lehet ez a homomorfizmus? Hany lehetség van?
53. feladat. Oldja meg az el6z6 feladatot a 2 = 4, 5p = 32 adatokkal is.

Az 54., 55. feladatok miivelettablazatai interaktiv formaban megtalalhatoak ebben a ,szinezében”:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/absztot_2022tavasz/szinezo.html

54. feladat. Adjon meg izomorfizmust az A és B grupoidok kozott.

(a) A= ({igaz,hamis};<3), B = (Z2;+) x|la b c d
(b) A= ({igaz hamis};A), B = (Zs;") ala b cd

blb a ¢ d
(C) A= ({17_1’i7_i}; ')7 B = (Z4;+) cle ¢ ¢ ¢
(d) A=({-1,1};-), B=(Za;+) dld d c ¢

(e) A= ({a,b,c,d};*), B=(Zyg;-)

55. feladat. Izomorf-e az A grupoid B és C koziil valamelyikkel? Ha igen, akkor adjon meg egy izomorfizmust; ha nem,
akkor indokolja meg, hogy miért nem.

(a) A = ({igaz,hamis};—), B=({0,1};0) C=({0,1};%)

oo 1 «[0 1
0]1 1 0lo o
10 1 1{o 1
(b) A=({1,2,3}ymin), B=({0,1,2};3), C=({0,1,2};%)
2 |0 1 2
2 0lo o0 o
1 1o 1 2
2 210 2 0

(c) A=(P({L,2});u), B=({0,1,2,3}s&), C=({0,1,2,3};%)

&0 1 2 3 *|10 1 2 3
0j0 1 3 1 0j0 1 0 1
11 1 1 1 111 1 1 1
213 1 2 0 210 1 2 3
311 1 0 3 3|11 1 3 3
(d) A = ({igaz,hamis};V), B=({0,1};¢), C=({0,1};®)

o0 1 ®|0 1

01 0 010 1

110 0 111 1


http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/absztot_2022tavasz/szinezo.html

() A=({-1,0,1};-), B=({0,1,2};®), C=({0,1,2};0)

olo 1 2
0lo 0 o0
1o 1 2
200 2 0
(f) A= (2, B=({0,1,23}0), C 91
ol0 1 2 3 elo 1 2 3
0lo 1 2 3 0jo 1 2 3
11 2 3 0 111 0 3 2
212 3 0 1 212 3 0 1
313 01 2 313 21 0

56. feladat. Melyek izomorfak egyméssal az alabbi grupoidok koziil?

*x|la b ¢ xla b ¢
A:aabc IB%:aabc

bla b a bla a ¢

cla ¢ c cla a b

xla b c x|la b ¢
D:aaab E:aa c o

bla b ¢ bla b ¢

cla a ¢ c|lb ¢ ¢

57. feladat. Milyen bettiket kell irni a kérd&jelek helyére, hogy A — B homomorfizmusokat kapjunk? Mindegyik homomor-
fizmusnak hatarozza meg a magjat, és irja fel a homomorfiatétel altal szolgaltatott izomorfizmust.

(a) av=wu, bv=v, cv="7 dv="

*la b ¢ d *x lu v w z
(b) ap =2z, bp=7 cp=7 dp=w ala b ¢ d ulu v w z
(c) ax=7, bx=2, cx=u, dx=" A=ble d a b B— vlu w v 2
(d) ap =7, =7 chb=u, dp=uw cla b ¢ d wlu w v oz
Jaw=2z2, bw=v w=7 dw=" djc d a b Zlu v ow z

58. feladat. Hatarozza meg az osszes A — B, illetve B — A homomorfizmust.

*pq’I"S
plp ¢ r r
B= qglq qrr
r|i\r r r r
s s S S S

59. feladat. Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek hamisak (a valaszt indokolni is kell).

(a) Egy véges algebra barmely kompatibilis osztélyozasdban minden osztély elemszama azonos

(b) Két olyan homomorfizmus szorzata is lehet izomorfizmus, amelyek egyike sem izomorfizmus.

(c) Tetszoleges A algebra minden részalgebréaja el6all egy alkalmas A-ba vezeté homomorfizmus képekeént.
)

(d) Tetsz6leges A algebra minden faktoralgebraja eldall egy alkalmas A-ba vezeté homomorfizmus képeként.

60. feladat. Legyen R az A = (A;+) Abel-csoport endomorfizmusainak halmaza. Definialjuk R-en a @ és ® mitiveleteket
a kovetkezdképpen: a(p ® ) = ap + ay, és a(p ® 1) = (ap)® minden p,1) € R és a € A esetén. Mutassa meg, hogy
(R; ®,®) gylrt. Ezt a gytrit nevezziik A endomorfizmusgydrijének.

61. feladat. Talalos kérdés: Abel-csoport, aminek az endomorfizmusgytrtjébe be van agyazva a valos szamtest. Mi az?



62. feladat. Dontse el, hogy normalosztoja-e a H részcsoport a G csoportnak, és ha igen, hatarozza meg a G/ H faktorcsopor-
tot. Ha H nem normaloszto, akkor szamitsa ki az altala generalt N normalosztot, és hatarozza meg a G /N faktorcsoportot.

(a) G=17Z, H=]|3] (h) G=D,, H=][d?]

(b) G =171, H=[4] (i) G=D,, H=|d*all

(¢) G=1273, H={17813,20} (j)) G=D,, H=|da?t]

(d) G=23, H=[1 (k) G=Ds H=a*

() G=C, H=R ) G=S853, H=I(12)]

() G=R*, H=R* (m) G=S,, H=V

@ G=@ H=[1 () G=8i, H=[(1234),(13)

63. feladat. Hatarozza meg az alabbi csoportokban a konjugéltosztalyokat. Ennek segitségével keresse meg az Osszes
normalosztojukat, majd rajzolja fel a normalosztohélot.

D3, Dy, Ds, Ds, S3, Sa, Q
64. feladat. Adjon meg minél t5bb olyan 7 € S5 permutaciot, amelyre 7=1 (123) m = (345).
65. feladat. Igazolja, hogy A,-ben barmely két 4 hosszusagu ciklus konjugélt (minden n > 4 esetén).
66. feladat. Bizonyitsa be, hogy Ag-ban (12345) és (21345) nem konjugaltak.

67. feladat. Igazolja, hogy egy G csoport H részcsoportja akkor és csak akkor normalosztd, ha minden a,b € G esetén
abe H =— bac H.

68. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha N = {1,n} egy kételemii normaloszt6 a G csoportban, akkor n felcserélheté G minden
elemével.

69. feladat. Hatérozza meg a Zi;/ [4] faktorcsoport Gsszes részcsoportjat.

70. feladat. Csoporthomomorfizmusok-e az alabbi leképezések? Amelyik igen, annak hatarozza meg a magjat és az érték-
készletét, majd irja fel a homomorfiatételbdl adodo izomorfizmust a mag szerinti faktorcsoport és a homomorf kép kozott.

(a) C*=TR*, =z |z (h) Zyg — Zyo, k= k+2
(b) C =R, 2z Imz () Zyo — Zyo, ks 4k
(c) Z—C*, kwcisZr G)  Zwo — Z15, k> 6k
(d) Z— D3, k> a” (k) Zyp —Zg, k> 3k
(e) Zio — Dg, ks aS* 1) Zs— 2%, E—3
(f) Dy —Zo, 'kt (m) Zs—Zi, Kok
(g) Q—Q, x>z (n) Z3, — Zs,, x+— x?

71. feladat. Létezik-e injektiv/szlirjektiv/nemtrivialis homomorfizmus a megadott csoportok kozott? Ha létezik, akkor adja
is meg az Osszeset.

(a) Zia — Zsg (e) Dy— Sy (i) S3— Zg

(b) Zg — Dg (f) Dy — 74 () S1i00 — D1oo
(¢) Zg—Q (8) Zig — 77, (k) Z— Ss

(d) Zy—Q (h) Q — Dg 1) Z—-Q

72. feladat. Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek hamisak (a véalaszt indokolni is kell).

(a) Ha egy csoport minden részcsoportja norméloszto, akkor a csoport kommutativ.
Tetsz6leges csoport minden kommutativ részcsoportja normaloszté.

Tetszbleges csoport minden normalosztoja kommutativ részcsoport.

Tetsz6leges csoport barmely 2 rend(i részcsoportja norméaloszto.

Tetszbleges N, K, G csoportok esetén, ha N < K és K < G, akkor N < G.

)

)

)

)

) Ciklikus csoport minden faktorcsoportja is ciklikus.

) A konjugéltsagi relacié minden csoport esetében kongruenciarelécio.

) A konjugéltsagi relacio minden Abel-csoport esetében kongruenciarelacio.
) Ha egy csoportban két elem egyméas konjugaltja, akkor a rendjiik azonos.
)

Egy csoport azonos rendii elemei egymés konjugéltjai.



73. feladat. Dontse el, hogy a megadott R gytriiben az I részhalmaz idealt alkot-e. Ha igen, akkor adja meg a hozza tartozd
kompatibilis osztalyozast, valamint az R/I faktorgytri elemeit és miivelettablazatait.

(a) R a paros egész szamok gytrdje, I a 4-gyel oszthato egészek halmaza

(b) R=Z[i), I = Z

(c) R=2[i), I = {a+bi€Zli]:2]a,b}

(d) R=2[i), I ={a+bicZ[i]:4]a, 6|b}

(€) R=Z[x], I ={ana" + -+ a1z +ap € Z[z] : 2 | ao}
(f) R=Z[z], I = {apa" + -+ arw +ap € Z[z] : 2| a1}
(&) R=Z[x], I = {f € Z[x] : £(1) = 0}

(h) R=R>2 [ ={(29): a,bcR}

74. feladat. Gytrithomomorfizmusok-e az alabb leképezések? Amelyik igen, annak hatarozza meg a magjat és az értékkész-
letét, majd irja fel a homomorfiatételbdl adodéd izomorfizmust a mag szerinti faktorcsoport és a homomorf kép kozott.

(a) CoR,a+bi—a () R—Riz]/(x), a— 2a+ (x)
(by C—>C,z—72Z (f) Z[i] = Z, a+ bi— a® + b
(¢) Z[z] = Z, f — f(0) (¢) Z[i|—>Z,a+bi—a—0
(d) Zz] > Z, a0+ a1x+ -+ az™ — a; (h) Z[i] > Za,a+bir>a—0b

75. feladat. A feladatban (azokban a részekben, ahol I idedl) adjon meg egy olyan R — S sziirjektiv gytirtthomo-
morfizmust (alkalmas S gytrivel) amelynek magja éppen I, és hatérozza meg az R/I faktorgytrit ennek segitségével is.
Konstrualja meg a[77} feladatbeli faktorgytirtiket is hasonloképpen a homomorfiatétel segitségével.

76. feladat. Hatarozza meg az R gytirti T részhalmaza altal generalt idealjat.
(a) R=2Z,T =1{18,30}
(b) R=Zi, T ={1+1}
(¢) R=Zz], T ={4,z}
(d) R=Qz], T = {2®> —4a+3, 22 +2 -2}
77. feladat. Adja meg az alabbi faktorgyfirtik elemeit és miivelettablazatait.
(a) Z4/(0) (c) Zio/(4) (e) Z[z]/(4,x)
(b) Zs/(4) (d) Z[]/(1+17) () Z2[x] /(=)

78. feladat. Dontse el, hogy testek-e az alabbi faktorgytirtk, és hatarozza meg elemeik szamat.

(a) Zpla]/(2* +a+1) (€) Zpla]/(2® +x+1) (i) Rifz]/{@®-2)
(b) Zs[z] /{x* +1) () Zo[az]/(z' +2+1) G Z[]/2)

(¢) Zslx]/(z*+1) (&) Zslx]/(2® +a%+1) (k) Z[]/{1+49)
(d) Zs[x] /{z* +2) (h) Q] /(a® - 2) ) Z[i)/2+14)

79. feladat. Legyen R =7Z**% ¢s I = {(2%) : a,b,c,d paros}. Mutassa meg, hogy I ideal az R gy(rtiben, és hatarozza meg
az R/I faktorgytrit. (Mik az elemei, hogyan végezziik rajtuk a miiveleteket?)

80. feladat. Legyen R = {(g ) :abe Q}. Mutassa meg, hogy I = {A € R | A? = 0} ideal az R gyfirtiben, és hatarozza
meg az R/I faktorgytrtt. (Mik az elemei, hogyan végezziik rajtuk a miiveleteket?)

81. feladat. Hatarozza meg a Z és Z,, (n € N) gytriik idealjait.
82. feladat. Mutassa meg, hogy a Z gytirtd barmely m, n elemére
(m) N ({n) = (Ikkt(m,n)) és (m)+ (n) = (Inko(m,n)).
83. feladat. Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek hamisak (a valaszt indokolni is kell).
(a) Egy egységelemes gytirtd valodi idedlja nem tartalmazhatja a gytird egységelemét.
(b) Egy kommutativ egységelemes gytird minden faktorgytrije is kommutativ és egységelemes.

d

)

(c) Egy gytird barmely I és J idealjara IJ =1NJ.

(d) Egy zérusosztomentes gytrti minden faktorgytrije is zérusosztomentes.
)

(e) Kommutativ gytrtiben minden részgyfiri ideal.



84. feladat. Szamitsa ki az aldbbi csoportokban az egyes elemek rendjét.
Zo X Ly, 7o XQ, Zsx Ds, 7ZoxSs

85. feladat. Melyek direkt felbonthatoak az alabbi csoportok koziil? Amelyik felbonthato, annak adja is meg egy felbontasat.

Ss, As, Zia, Lis, Zae, L34, L35, Zig, Z54, Da, D1g, D12, Q
86. feladat. Sorolja fel (izomorfia erejéig) az Osszes 896, 897, 898, 899 és 900 elemt Abel-csoportot.
87. feladat. Melyek izomorfak egyméassal az alabbi csoportok koziil?

L300, ZLa X Ls X Las, Lo X Lo X Lrs,  ZLs X Le X Lio, ZLs X Leo, ZLio X ZLso,

Ly X Lgs, L3 X ZLs X Log, Lo X Le X ZLas, Lo X Ly X Lsg

88. feladat. Melyek izomorfak egymassal az alabbi csoportok koziil?
Zs, Ly, Ls, Liss Liss Ly Ly Zoaf 6], Zi3/[8], Zis/[14], Z3,/[5],

Q, Dy, Dy/[a®], Du/[a*t], De/[a’], Des/[a®], Do/ [a® 1]
89. feladat. Melyek azok az n természetes szamok, amelyekre izomorfia erejéig csak egy n-elemti Abel-csoport létezik?
90. feladat. Igazolja, hogy Q direkt felbonthatatlan, mig Q* direkt felbonthato.
91. feladat. Igazolja, hogy ha G véges Abel-csoport, és m osztja G rendjét, akkor G-ben van m rendi részcsoport.
92. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha U egy n-elemt halmaz, akkor a (P (U); A, N) gytrd izomorf a Z3 gytirtivel.

93. feladat. Bizonyitsa be, hogy az R x S gy(rt pontosan akkor egységelemes, ha R és S is az, és ilyenkor R x S minden
idealja I x J alaki, ahol I < R és J < S.

94. feladat. Igazolja, hogy minden integritastartomany direkt felbonthatatlan.
95. feladat. Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek hamisak (a valaszt indokolni is kell).
(a) Tetszbleges G1, Ga csoportok esetén, ha Hy < Gy és Ho < Ga, akkor Hy x Hy < G X Gs.

(b) Tetszbleges Gy, Go csoportok esetén G X Go minden részesoportja el6all Hy x Ho alakban, ahol H; < Gy és Ha < Ga.

c¢) A G1 x G4 csoport pontosan akkor kommutativ, ha G| és Gy kommutativ.

)

(c)

(d) A Zy2 x Zqp csoport minden elemének legfeljebb 30 a rendje.
)

(e) A Zs x Z3 csoportnak négy részcsoportja van.
(f) Izomorfiatol eltekintve egyetlen 2019 elemd Abel-csoport van.

96. feladat. Hanyféleképpen lehet kiszinezni a sakktabla mez6it két szinnel, ha a forgatéssal vagy tiikrozéssel egymasba
vihet§ szinezéseket nem tekintjiik kiilonbozének?

97. feladat. Melyik ismert csoporttal izomorf a szabalyos tetraéder forgascsoportja?

98. feladat. Hatarozza meg a p-Sylow részcsoportokat az alabbi csoportokban (a p primszam minden széba jov6 értékére).
Héany p-Sylow részcsoport van?

S37 S47 A47 Z24a 225” ZT47 ZT57 Z;h D47 D57 D67 Q

99. feladat. Bizonyitsa be, hogy nem létezik 30-elemii egyszerii csoport.



