
4. Testb½ovítések, Galois-elmélet

Testb½ovítések fajtái

4.1. De�níció. Ha a K test részteste az L testnek, akkor azt mondjuk, hogy L testb½ovítése K-nak, és ezt így jelöljük:
L j K (lásd az 1.21. De�níciót). Az L1 j K és L2 j K testb½ovítések izomorfak , ha létezik olyan ' : L1 ! L2 izomor�zmus,
amelynek K-ra való megszorítása identikus (azaz a' = a minden a 2 K esetén).

A továbbiakban �hacsak mást nem mondunk �L j K mindig egy tetsz½oleges testb½ovítést jelöl.

4.2. De�níció. Tetsz½oleges # 2 L esetén jelölje I# mindazon f 2 K [x] polinomok halmazát, amelyeknek # gyöke:
I# = ff 2 K [x] : f (#) = 0g. Ha I# = f0g, akkor azt mondjuk, hogy # transzcendens K felett, ellenkez½o esetben pedig
azt mondjuk, hogy # algebrai K felett. Könnyen ellen½orizhet½o, hogy I# C K [x] (HF), és mivel K [x] f½oideálgy½ur½u,
I# f½oideál. Ezért, ha # algebrai K felett, akkor létezik egy olyan egyértelm½uen meghatározott m#;K 2 K [x] f½opolinom,
amelyre I# = hm#;Ki. Ekkor tehát minden f 2 K [x] esetén f (#) = 0 () m#;K j f . Az m#;K polinomot a # elem
K feletti minimálpolinomjának , m#;K gyökeit pedig a # elem K feletti konjugáltjainak nevezzük. Ha L minden
eleme algebrai K felett, akkor azt mondjuk, hogy L j K algebrai testb½ovítés, ellenkez½o esetben pedig transzcendens
testb½ovítésr½ol beszélünk.

4.3. Példa. A C j Q testb½ovítés algebrai elemeit algebrai számoknak , transzcendens elemeit pedig transzcendens
számoknak nevezzük.

4.4. Állítás. Bármely # 2 L algebrai elem esetén m#;K irreducibilis K felett. Fordítva, ha f 2 K [x] irreducibilis K felett
és f (#) = 0, akkor f � m#;K .

Bizonyítás. Ha m#;K = f � g (f; g 2 K [x]), akkor 0 = m#;K (#) = f (#) � g (#), ezért f (#) = 0 vagy g (#) = 0. Az els½o
esetben m#;K j f , és így f � m#;K (miért?), a második esetben pedig g � m#;K . Tehát az m#;K = f � g felbontás triviális
(minden f; g 2 K [x] esetén), azaz m#;K valóban irreducibilis. A második állítás igazolásához tegyük fel, hogy f 2 K [x]
irreducibilis K felett és f (#) = 0. Ekkor m#;K j f (miért?), de mivel f irreducibilis, asszociáltság erejéig csak két osztója
van: 1 és m#;K . Nyilván nem lehetséges, hogy m#;K � 1 (miért?), tehát m#;K � f . �

4.5. De�níció. Tetsz½oleges T � L halmaz esetén K [T ] jelöli a K [ T halmaz által generált részgy½ur½ut, és K (T ) jelöli
a K [ T halmaz által generált résztestet L-ben. Ha T = f#g egyelem½u halmaz, akkor egyszer½uen csak K [#]-t és K (#)-t
írunk. AK (#) j K alakú testb½ovítésket egyszer½u testb½ovítéseknek nevezzük (lásd az 1.23. De�níciót és az 1.22. Tételt),
és azt mondjuk, hogy K (#) a # elem K-hoz történ½o adjungálásával keletkezik.

4.6. De�níció. Ha L j K egy testb½ovítés, akkor L vektortertet alkot K felett. Ha ez a vektortér véges dimenziós, akkor
azt mondjuk, hogy L j K végesfokú testb½ovítés, és a dimK L dimenziót az L j K b½ovítés fokszámának nevezzük.
Jelölés: [L : K] = dimK L.

4.7. Tétel. Legyen m 2 K [x] irreducibilis n-edfokú polinom, és legyen L = K [x] = hmi. Ekkor L test, amelyben a
konstans polinomok modulo m maradékosztályai egy K-val izomorf résztestet alkotnak (K ! L; a 7! a+ hmi beágyazás),
tehát tekinthetjük úgy, hogy L b½ovítése K-nak. Ha az x + hmi 2 L elemet �-val jelöljük, akkor L minden eleme
egyértelm½uen el½oáll an�1�n�1 + � � � + a1� + a0 (an�1; : : : ; a1; a0 2 K) alakban. Következésképp L = K [�] = K (�) és
[L : K] = n. Az � elem gyöke az m polinomnak, tehát m�;K � m.

Bizonyítás. A 3.37. Tétel szerint K [x] = hmi valóban test, hiszen K [x] f½oideálgy½ur½u és m 2 K [x] irreducibilis. A
K [x] = hmi test elemei a K feletti polinomok modulo m maradékosztályai. A g 2 K [x] polinom maradékosztályát g+ hmi
helyett jelölje egyszer½uen csak g. A maradékos osztás tétele alapján minden maradékosztály egyértelm½uen reprezentál-
ható egy n-nél kisebb fokú polinommal, azaz L minden eleme egyértelm½uen felírható an�1xn�1 + � � �+ a1x+ a0 (ai 2 K)
alakban. Az � = x jelölést használva ez így is írható: an�1xn�1 + � � �+ a1x+ a0 = an�1 � xn�1 + � � � + a1 � x + a0 =
an�1�

n�1+� � �+a1�+a0. (Itt az ai 2 K elemekr½ol lehagytuk a vonásokat, mert aK testet azonosítjuk az L-be beágyazott
izomorf �másolatával�.) Összefoglalva, azt kaptuk, hogy

8� 2 L 9!a0; a1; : : : ; an�1 2 K : � = a0 + a1�+ � � �+ an�1�n�1: (3)

Ez azt jelenti, hogy Lminden eleme felírható, mégpedig egyértelm½uen, az 1; �; : : : ; �n�1 elemekK-beli együtthatós lineáris
kombinációjaként. Tehát 1; �; : : : ; �n�1 bázisa az KL vektortérnek, és így [L : K] = dimK L = n. Az is kiolvasható (3)-
ból, hogy L minden elme el½oáll �-ból és K elemeib½ol az els½o három alapm½uvelet segítségével, azaz L � K [�]. Mivel
K [�] � K (�) � L, az következik, hogy L = K [�] = K (�).
Az utolsó állítás igazolásához írjuk fel az m polinomot: m = cnx

n+ � � �+ c1x+ c0 2 K [x]. Számítsuk ki m (�) értékét
(ismét az � = x jelölést használjuk, és a K-beli konstansokra visszatesszük a vonásokat):

m (�) = cn�
n + � � �+ c1�+ c0 = cn � xn + � � �+ c1 � x+ c0 = cnxn + � � �+ c1x+ c0 = m:

Az világos, hogy m = 0 (miért?), tehát m (�) = 0 = 0. A 4.4. Állítás alapján ebb½ol és m irreducibilitásából már
következik, hogy m�;K � m. �
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4.8. Tétel. Legyen L = K (#) egyszer½u algebrai b½ovítése K-nak, és legyen az m = m#;K polinom fokszáma n. Ekkor az
L j K b½ovítés izomorf a K [x] = hmi j K b½ovítéssel, és így [L : K] = n.

Bizonyítás. Tekintsük a ' : K [x] ! L; f 7! f (#) �kiértékel½o� leképezést. Könnyen ellen½orizhet½o, hogy ' gy½ur½uhomo-
mor�zmus (HF). Az 1.22. Tétel szerint ' értékkészlete K [#], a 4.2. De�níció szerint pedig ' magja Ker' = I# = hmi. A
gy½ur½uelméleti homomor�atételt alkalmazva azt kapjuk, hogy K [x] = hmi �= K [#]. A homomor�atétel által szolgáltatott
izomor�zmus a következ½o:

 : K [x] = hmi ! K [#] ; a0 + a1�+ � � �+ an�1�n�1 7! a0 + a1#+ � � �+ an�1#n�1: (~)
(Itt kihasználtuk azt, hogy, az el½oz½o tétel jelöléseit használva, K [x] = hmi elmei egyértelm½uen írhatók a0 + a1� + � � � +
an�1�

n�1 = a0 + a1x + � � � + an�1x
n�1 (ai 2 K) alakba.) Tudjuk, hogy m irreducibilis (4.4. Állítás), ezért K [x] = hmi

test (3.37. Tétel). Mivel a K [x] = hmi és K [#] gy½ur½uk izomorfak, és a K [x] = hmi gy½ur½ur½ol most láttuk be, hogy test,
az következik, hogy K [#] is test, és így K [#] = K (#). Tehát  izomor�zmust létesít a K [x] = hmi és L = K (#) testek
között, és (~)-b½ol látható, hogy minden a0 2 K esetén a0 = a0. A 4.1. De�níció szerint ez épp azt jelenti, hogy L j K
izomorf a K [x] = hmi j K b½ovítéssel. Emiatt a két b½ovítés fokszáma is megegyezik, a K [x] = hmi j K b½ovítésr½ol pedig az
el½oz½o tétel alapján tudjuk, hogy n-edfokú, így [L : K] = n. �
4.9. Tétel. A K (x) j K b½ovítés egyszer½u transzcendens b½ovítés. Fordítva, ha L = K (#) egyszer½u transzcendens b½ovítése
K-nak, akkor az L j K b½ovítés izomorf a K (x) j K b½ovítéssel, és [L : K] =1.
4.10. Tétel. Legyenek L j K és M j L végesfokú testb½ovítések (tehát K � L � M), és legyen �1; : : : ; �` bázisa az KL
vektortérnek, �1; : : : ; �m pedig legyen egy bázisa az LM vektortérnek. Ekkor �i�j (i = 1; : : : ; `; j = 1; : : : ;m) bázisa az
KM vektortérnek. Következésképp [M : K] = [M : L] � [L : K] = m � `.
Bizonyítás. Tudjuk, hogy M minden � eleme el½oáll a �j elemek L-beli együtthatókkal felírt lineáris kombinációjaként.
Itt minden együtthatót fel lehet írni az �i elemek K-beli együtthatós lineáris kombinációjaként. Ezeket behelyettesítve a
megfelel½o együtthatók helyére, megkapjuk � el½oállítását az �i�j elemek K-beli együtthatós lineáris kombinációjaként (HF
felírni). Ezzel beláttuk, hogy az �i�j elemek generálják az KM vektorteret. A lineáris függetlenség igazolásához tegyük
fel, hogy
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i cij�i = 0 minden j esetén. Ebb½ol pedig az �i elemek K feletti lineáris függetlensége

miatt következik, hogy cij = 0 minden i és j esetén. �
4.11. Tétel. Minden végesfokú b½ovítés algebrai. Nulla karakterisztikájú testek (pl. számtestek) esetén minden végesfokú
b½ovítés egyszer½u algebrai b½ovítés: ha charK = 0 és [L : K] < 1, akkor létezik olyan # 2 L primitív elem , amelyre
L = K (#).

Bizonyítás. Csak az els½o állítást bizonyítjuk. Legyen [L : K] = n, és legyen # 2 L tetsz½oleges elem. Ekkor 1; #; : : : ; #n

lineárisan függ½ok K felett (miért?), tehát vannak olyan a0; a1; : : : ; an 2 K elemek, amelyek közül legalább az egyik nem 0,
és a0 �1+a1 �#+� � �+an �#n = 0. Ebb½ol következik, hogy # gyöke a nemnulla f = anx

n+� � �+a1x+a0 2 K [x] polinomnak.
(Az nem biztos, hogy deg f = n, mert nem biztos, hogy an 6= 0. De az ai együtthatók között van legalább egy nemzérus,
tehát f 6= 0.) Látjuk tehát, hogy L minden eleme algebrai K felett, azaz L j K valóban algebrai b½ovítés. �

4.12. Tétel. Minden testb½ovítésben az algebrai elemek résztestet alkotnak. Így például az algebrai számok is testet
alkotnak (lásd a 4.3. Példát).

Bizonyítás. Legyenek �; � 2 L algebrai elemek K felett, rendre n-edfokú és m-edfokú minimálpolinommal, és tekintsük a
K � K (�) � K (�) (�) = K (�; �) testtornyot. A 4.8. Tétel szerint [K (�) : K] = degm�;K = n és [K (�) (�) : K (�)] =
degm�;K(�) � degm�;K = m (miért?). A 4.10. Tétel segítségével felülr½ol becsülhetjük a K (�; �) j K b½ovítés fokát:
[K (�; �) : K] = [K (�; �) : K (�)] � [K (�) : K] � m � n. Tehát K (�; �) j K végesfokú b½ovítés, és így a 4.11. Tételb½ol
következik, hogy K (�; �) minden eleme algebrai K felett. Ezen elemek között pedig ott van �+ �, �� �, � � � és (� 6= 0
esetén) �=� is. Ezzel beláttuk, hogy a K felett algebrai elemek halmaza zárt a négy alapm½uveletre. �
4.13. De�níció. Ha egy L testre teljesülnek az alábbi (egymással ekvivalens) feltételek, akkor azt mondjuk, hogy L
algebrailag zárt .

(1) Minden nemkonstans L feletti polinomnak van gyöke L-ben.
(2) Minden nemkonstans L feletti polinom els½ofokú polinomok szorzatára bomlik az L[x] polinomgy½ur½uben.
(3) A L test felett csak az els½ofokú polinomok irreducibilisek.

Azt mondjuk, hogy L algebrai lezártja K-nak, ha L algebrailag zárt, és L j K algebrai b½ovítés (jelölés: L = K).

4.14. Tétel. Minden K testnek létezik algebrai lezártja, és az K feletti izomor�a erejéig egyértelm½u (vagyis ha L1 és L2
is algebrai lezártja K-nak, akkor van olyan ' : L1 ! L2 izomor�zmus, amelynek K-ra való megszorítása identikus).

4.15. Megjegyzés. Algebrailag zárt testnek nincs valódi algebrai b½ovítése, tehát K maximális algebrai b½ovítése K-nak.
Másrészt, K valódi résztestei már nem lesznek algebrailag zártak, tehát K minimális algebrailag zárt b½ovítése K-nak.
Meg lehet mutatni, hogy ezen két tulajdonság bármelyike jellemzi az algebrai lezártat.

4.16. Példa. Az algebra alaptétele szerint a komplex számok teste algebrailag zárt. Mivel C j R algebrai (miért?), R = C.
Ebben nem az a �pláne�, hogy R-nek van algebrai lezártja, hanem az, hogy az algebrai lezárt mindössze másodfokú b½ovítés:
elég az x2 + 1 polinom egy gyökét adjungálni, és máris minden polinomnak lesz gyöke. A racionális számok testével más
a helyzet: Q nem más, mint az algebrai számok teste (lásd a 4.3. Példát), és Q j Q végtelen fokú b½ovítés (miért?).


