3. Integritastartomanyok

Hanyadostest

3.1. Tétel. Legyen R = (R,+,0,—,+,1) integritdstartomdny, és értelmezziik az R x (R\ {0}) halmazon a @ és ®
miiveleteket, valamint a ~ reldciét a kovetkezoképpen:

a,b) D (c,d) := (ad + bc, , a,b) ~ (c, <= ad = bc.
(a,b) @ (¢,d) := (ad + be, bd) (a,b) ~ (¢,d) <% ad=1b

(a,0) © (¢, d) == (ac,bd),

Ekkor ~ eckvivalenciareldcié, ami kompatibilis a & és © miiveletekkel, vagyis kongruencidja az (R x (R\ {0});®,®)
algebranak; legyen QQr a megfelel faktoralgebra. A Qg algebra a kovetkez6 tulajdonsagokkal rendelkezik:

(1) Qg test, amelyben az (a, 1) alaki elemek egy R-rel izomorf részgyfiriit alkotnak;

-1

(2) Qg minden eleme eléall ,két R-beli elem hényadosaként”, azaz (a,1) ® (b,1) ~ alakban;

(3) ha K egy tetszdleges test, ami részgyliriiként tartalmazza R-et (vagy egy R-rel izomorf gyfirfit), akkor K-nak van
Q@ r-rel izomorf részteste.

3.2. Definicio. A fent megkonstrudlt Qg testet az R integritdstartomény hdnyadostestének nevezziik.

3.3. Példa. Az egész szdmok gylir{ijének hényadosteste a raciondlis szdmok teste: Qz = Q. Egy T test feletti polinom-
gyfirti hdnyadosteste a T feletti racionalis tortek teste: Qpp,) = T ().

3.4. Megjegyzés. A tételben szerepld harmadik tulajdonsdg igy is megfogalmazhaté: ha K egy test, és p: R — K

bedgyazds (azaz injektiv gytirthomomorfizmus), akkor 3: Qg — K, (a,1) ® (b,1)  — (ayp) (bp) ™" is bedgyazds. Ha az
(a,1) € Qr elemet azonositjuk az a € R elemmel, azaz R-et Qg részgylirijének tekintjiik (a tételbeli elsd tulajdonsdg
miatt ezt megtehetjiik), akkor @ kiterjesztése p-nek: (a,1)p = ap = (a,1)p. Tehdt R barmely testebe torténd bedgyazasa
kiterjed @Qpgr-nek ugyanabba a testbe torténd bedgyazasava.

3.5. Kovetkezmény. Minden integritdstartomény bedgyazhaté testbe. Izomorfia erejéig egyetlen olyan minimélis K test
létezik, amibe R bedgyazhaté (a minimalitds azt jelenti, hogy K-nak egyetlen valédi résztestébe sem dgyazhaté be R).
Ez a K test izomorf R hanyadostestével.

Gauss-gyiiriik

A kovetkezékben R = (R, +,0,—, -, 1) mindig tetszbleges integritdstartomanyt jelsl.

3.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a € R elem osztdja a b € R elemnek, ha létezik olyan ¢ € R, amelyre b = ac.
Jelolés: a | b.

3.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a és b elemek asszoctidltak, ha a|bésb|a. Jelolés: a ~ b.
3.8. Definicié. Az u € R elemet egységnek nevezziik, ha u | 1 (azaz u ~ 1). Az egységek halmazdt R* jeloli.

3.9. Allitds. Az oszthatésagi és asszocidltsagi reldcio, valamint az egységek minden integritdstartomanyban rendelkeznek
a szokasos tulajdonssgokkal. Igy példaul (R*;-) csoport, és két elem akkor és csak akkor asszocidlt, ha egymédstol csupdn
egység tényezOben kiilonboznek. Az oszthatésdg reflexiv és tranzitiv, valamint ,asszocidltsdg erejéig” antiszimmetrikus.
Teh&t ha az oszthatdséagi reldciot az asszocialtsdgi osztalyok halmazan értelmezziik, akkor egy (R/~;|) részbenrendezett
halmazt kapunk, amelynek legkisebb eleme 1/~ = R*, legnagyobb eleme pedig 0/~ = {0}.

Bizonyitds. A Bevezetés az absztrakt algebraba kurzusban szerepelt (ha nem, akkor HF). ([

3.10. Definicié. A d € R elemet az a és b elemek legnagyobb kdzds osztojanak nevezziik, ha kielégiti a kovetkezd két
feltételt:

(i) d]aésd]b;

(ii) Vke R: (k|aésk|b) = k|d.
A t € R elem legkisebb kozds tobbszorose a-nak és b-nek, ha kielégiti a kovetkezd két feltételt:

(i) altésb|t;

(ii) VkeR:(a|késb| k) = t|k.

3.11. Allitas. A legnagyobb kozos oszt6 és a legkisebb kozos tobbszorss asszocidltsag erejéig egyértelmiien meghatarozott,
és a szokdsos tulajdonsdgokkal rendelkezik (ha létezik egyaltaldn). Az (R/~;|) részbenrendezett halmazban a/ ~ és
b~ legnagyobb kozos alsé korlatja Inko (a, b) / ~, legkisebb kozos fels6 korldtjuk pedig 1kkt (a,b) / ~ (amennyiben létezik
Inko (a, b) és 1kkt (a,b)).
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Bizonyitds. A Bevezetés az absztrakt algebraba kurzusban szerepelt (ha nem, akkor HF). (I

3.12. Definicié. Azt mondjuk, hogy a p € R elem irreducibilis, ha nem nulla és nem egység, és csak igy bonthaté két
elem szorzatédra, hogy az egyik tényez6 asszocialt p-hez. (Ekkor a mdsik tényezd szitkségképpen egység; ilyenkor trividlis
faktorizaciorsl beszéliink.) Formalisan:

p»0,1 ¢és Va,be R:p=ab = (p~avagyp~b).

3.13. Definicié. Azt mondjuk, hogy a p € R elem prim, ha nem nulla és nem egység, és valahdnyszor osztéja egy
szorzatnak, mindannyiszor osztdja a szorzat egyik tényezdjének. Formadlisan:

p»0,1 é VabeR:p|lab = (p|lavagyp|b).

3.14. Teétel. Minden integritdstartomédnyban a prim elemek irreducibilisek.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy p € R prim elem. FEkkor p ~ 0,1, tehat azt kell ellenérizniink, hogy p = ab =
(p ~ avagy p~b) minden a,b € R esetén. Tegyiik fel, hogy p = ab; ekkor p | ab (miért?), tehdt a primtulajdonsdg
szerint p | a vagy p | b. Az elsd esetben azt kapjuk, hogy p ~ a, a masodikban pedig azt, hogy p ~ b (miért?). Ezzel
beldttuk, hogy p irreducibilis. ([

3.15. Tétel. Ha az R integritdstartomdnyban barmely két elemnek létezik legnagyobb kozos osztéja, akkor R-ben minden
irreducibilis elem prim.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az R integritdstartomanyban bdrmely két elemnek létezik legnagyobb kézos osztéja, és
legyen p € R irreducibilis elem. Ekkor p ~ 0,1, tehdt azt kell ellendrizniink, hogy p | ab = (p | a vagy p | b) minden

a,b € R esetén. Tegyiik fel, hogy p | ab; ekkor Euklidész lemmadjg|szerint m | bJ"| Mivel p irreducibilis, asszocidltsdg

erejéig csak két osztdja van, igy Inko (p,a) ~ 1 vagy Inko (p,a) ~ p. Az elsd esetben azt kapjuk, hogy p | b, a masodikban
pedig azt, hogy p | @ (miért?). Ezzel beldttuk, hogy p prim. O

3.16. Példa. A Z[v/-5] = {a+b\/—5: a,be Z} integritdstartomdnyban az a = 6 és b = 2 4+ 24/—5 elemeknek nem
létezik legnagyobb kozos osztéja. (Asszocidltsdg erejéig hdrom kozos osztéjuk van: 1, 2 és1 + +/—5, de ezek kozott
nincs legnagyobb az oszthatésag szerinti részbenrendezésben.) A Z[v/—5] gyliriiben a 2 elem irreducibilis, de nem prim:

2| (14++v=5)(1—+-5),de241++/-58s211—+/-5.

3.17. Definicié. Gauss-gytrinek nevezziik az olyan integritdstartomanyokat, amelyekben minden a nullétdl és az
egységektéﬂ kiilonb6z6 elem irreducibilis elemek szorzatdra bomlik, és ez a felbontds a tényezdk sorrendjétdl és asszo-
cidltsdgtol eltekintve egyértelmii. Tehdt az R integritdstartomdny Gauss-gy{iri, ha minden a € R (a # 0,a »~ 1) esetén
léteznek olyan p1,...,p, € R irreducibilis elemek, amelyekre a = p; - ... - p,; tovdbbd amennyiben a = ¢q; - ... - ¢ egy
maésik irreducibilis faktorizacio, akkor n = m, és létezik olyan m € S,,, amelyre p; ~ gir (i=1,...,n).

3.18. Példa. Az egész szamok gyfirfije, a Gauss-egészek gyliriije, és barmely test feletti polinomgyfirti Gauss-gy{irii. (A
testek is Gauss-gytliriik: a definicié iiresen teljesiil rajuk.)

3.19. Tétel. Legyen R Gauss-gyfirii, és legyen a,b € R irreducibilis felbontdsa a ~ p{* -... - p%m és b ~ pfl PPl (Az
«;, B; kitevbk nemnegativ egész szdmok; ha valamelyik p; csak a vagy csak b felbontdsaban szerepel, akkor a mésikban 0
kitevtvel vessziik.) Ekkor teljesiilnek az aldbbiak:

(Dalb+= a;<p (i=1,...,n);

(2) Inko (a,b) o pHE) L pinien i)
(3) lkkt (a,b) ~ prlnax(oq,&) . _pglax(an,ﬁn).

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy R Gauss-gylirli, és legyen a,b € R irreducibilis felbontdsa a ~ [[p;* és b~ [[p;".

(1) Ha a | b, akkor van olyan ¢ € R elem, amelyre b = ac. Legyen c irreducibilis felbontdsa ¢ ~ [[p)* (ha p; nem
szerepel ¢ felbontdséban, akkor v; = 0). Az ac = b egyenléségbdl azt kapjuk, hogy [] p?”% =11 pf ‘. A felbontés
egyértelmiiségébdl kovetkezik, hogy minden i-re a; + v; = 5;. Mivel y; > 0, ebbdl megkapjuk, hogy «; < ;.

A misik irdny igazoldsahoz tegyiik fel, hogy a; < ; minden i-re, és legyen ¢ = leﬁ 7% (itt fontos, hogy 8; — a; > 0,
mert ha negativ kitevés hatvdny jelenne meg, az multiplikativ inverzet jelentene, mérpedig multiplikativ inverze csak az
egységeknek van). Vildgos, hogy az igy megadott ¢ elemmel b = ac, azaz a | b.

(2) Jeloljiik d-vel a jobb oldalon 1év6 elemet, és az egyszeriiség kedvéért vezessitk be a ¢; = min («y, 5;) jelolést:
d= pri. Meg fogjuk mutatni, hogy d ~ Inko (a,b). Hogy d | a és d | b, az kovetkezik abbdl, hogy minden i-re d; < «; és
0; < B; (miért?). Az lnko definicidjaban szerepld (ii) feltétel bizonyitdsahoz tegyiik fel, hogy k € R egy tetszOleges elem,

1p legnagyobb kozos oszt6 szokasos tulajdonsdgai, és azok kovetkezményeként Euklidész lemméja is bebizonyithaté minden olyan integritds-
tartomanyban, ahol barmely két elemnek 1étezik legnagyobb kozos osztdja.

2Ttt a tort igazabdl nem osztast jelent. Mivel Inko (p,a) | p, van olyan ? € R elem, amelyre p =7 - Inko (p,a). A kérddjel helyére keriild

PR P

elemet jeloli Toko(p.a)

3Ha megédllapodunk abban, hogy az iires (nulla darab tényez6b6l 4ll6) szorzat értéke 1 (hasonléan ahhoz, hogy az iires osszeg 0), akkor az
egységeket is fel lehet bontani irreducibilis elemek szorzatdra, és ez a felbontds egyértelmi is lesz. A nulldt viszont mindenképp ki kell zédrni,
azt nem lehet irreducibilis elemek szorzataként felirni.
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amire k | a és k | b teljesiil. Legyen k irreducibilis felbontdsa k ~ [[p;*. Mivel k | @ és k | b, ezért minden i-re »; < o
és s; < f; (miért?). Ebbdl kovetkezik, hogy s; < §; minden i-re (miért?), tehat k | d (miért?). Eazzel beldttuk, hogy
d ~ Inko (a, b).

(3) A bizonyitds nagyon hasonlé az eléz6hoz, csak mindent a ,feje tetejére kell dllitani”. O

3.20. Definicié. Az (A; <) részbenrendezett halmaz teljesiti a leszdllolanc-feltételt, ha A-ban nem létezik végtelen
szigortian csokkend sorozat, azaz nem léteznek olyan ai,as,... € A elemek, amelyekre a; > as > ---. Maésképpen
fogalmazva, minden csokken6 sorozat elobb-utébb stabilizdlédik: ha aq > ag > -+, akkor ay = agy1 = -+ valamely k
természetes szdmra. Hasonléan definialhaté a felszalldlanc-feltétel is.

3.21. Tétel. Tetszbleges R integritdstartomany esetén ekvivalensek az aldbbiak:
(1) R Gauss-gyfirti;
(2) az (R/~;|) részbenrendezett halmaz teljesiti a leszalllanc-feltételt, és R-ben barmely két elemnek létezik leg-
nagyobb kozos osztéja;
(3) az (R/~;|) részbenrendezett halmaz teljesiti a leszallolanc-feltételt, és R-ben minden irreducibilis elem prim.

Bizonyitds. (1) — (2): Tegyiik fel, hogy R Gauss-gyliri. A Tételben belattuk, hogy bérmely két R-beli
elemnek létezik legnagyobb kozos osztéja. Tegyiik fel, hogy a1, a2,a3... € R egy végtelen szigorian csskkend sorozat az

oszthatésdg szerinti részbenrendezésben: --- | as | as | a1, és itt mindegyik oszthatdésdgnal valédi osztérdl van szé (azaz
ai+1 ~ a;). Legyen ap irreducibilis felbontdsa a; ~ [[ps*. A Tétel (1) allitasa szerint ai-nek asszocidltsag erejéig
csak véges sok osztéja van (hany darab?). Ez ellentmondés, mert aq, as, as, ... mind oszt6i a;-nek (miért?), és paronként

nem asszocidltak (miért?). (Hogyan kell médositani a bizonyitdst akkor, ha a; egyég, illetve akkor, ha a; = 07)

(2) = (3): Ez rogton kovetkezik a Tételbol.

(3) = (1): Tegyiik fel, hogy az (R/~;|) részbenrendezett halmaz teljesiti a leszéllolanc-feltételt, és R-ben minden
irreducibilis elem prim. Eldszor azt bizonyitjuk, hogy minden nemnulla elem irreducibilisek szorzatdra bonthaté. Legyen
NIF azon nemnulla R-beli elemek halmaza, amelyeknek nincs irreducibilis faktorizdcidja. Tegyiik fel, hogy NIF # ()
(indirekt feltevés), és legyen a1 € NIF. Ekkor a; nem egység (hiszen az egységeknek van irreducibilis faktorizdciojuk,
mégpedig az iires szorzat), és a; nem is irreducibilis (hiszen az irreducibilis elemeknek van irreducibilis faktorizaciéjuk,
mégpedig egytényez6s szorzat). Tehdt a; ~ 0,1 és nem is irreducibilis, igy (a Definicié szerint) van nemtrividlis
faktorizdcidja: léteznek olyan b,c € R elemek, amelyekre a; = be és b = aq, ¢ » a;. A b és ¢ elemek koziil legaldbb az
egyik NIF-ben van, ugyanis ellenkez6 esetben b-nek és c-nek is lenne irreducibilis faktorizédcidja, és ezeket egyméds mellé
biggyesztve megkapndnk a; egy irreducibilis faktorizaciéjat, ami ellentmond annak, hogy a; € NIF. Jelolje as azt az
elemet b és ¢ koziil, amelyik NIF-ben van (ha mindketté NIF-beli, akkor barmelyiket vdlaszthatjuk as-nek). Ekkor ag
egy NIF-beli valddi osztéja ai-nek (miért?). Ezzel beldttuk, hogy minden NIF-beli elemnek van NIF-beli valédi osztéja.
gy tehst as-nek is van NIF-beli valédi osztéja, legyen ez as. Hasonloképpen as-nak is van NIF-beli valédi osztéja, és
igy tovdbb. Az ai,as,as,... elemek egy végtelen, szigorian cstkkend sorozatot alkotnak az (R/~j;|) részbenrendezett
halmazban, tehat az mégsem teljesiti a leszdllolanc-feltételt. Ez az ellentmondds azt mutatja, hogy az indirekt feltevésiink
hamis volt: NIF = (), vagyis minden nemnulla R-beli elemnek van irreducibilis faktorizécidja.

Az unicitds bizonyitdsa hasonlé mdédszerrel torténik: legyen NEF azon nemnulla R-beli elemek halmaza, amelyeknek
nem egyértelm{i az irreducibilis faktorizdcidja. Tegyiik fel, hogy NEF # () (indirekt feltevés); ebbdl fogunk egy végtelen
leszall6 léncot konstrudlni. Legyen a; € NEF, ekkor ai-nek van két lényegesen kiilonboz6 irreducibilis faktorizécidja (azaz

nem csak sorrendben és/vagy asszocidltsdgban térnek el egymdstol): a1 ~ py - ... py,, illetve ag ~ g1 - ... - gm. Ekkor
PLoP2 - Pn ™~ G2 G, (%)
és itt a bal oldal szemldtomédst oszthaté pi-gyel, igy a jobb oldal is oszthaté vele: py | 1+ ...« gm. Mivel pp irreducibilis, a

tételbeli (3) feltevés miatt prim is. Ekkor tehat van olyan i € {1,...,m}, amelyre p; | ¢; (a primtulajdonsaghbdél kénnyen
levezethetd, hogy kettonél tobb tényezos szorzatokra is igaz, hogy ha p; osztdja egy szorzatnak, akkor osztdja valamelyik
tényez6jének). A jelolés megkonnyitése céljabol (és az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil) tegyiik fel, hogy i = 1. Mivel
q1 irreducibilis (és p; nem egység), a p1 | ¢1 oszthatésdg nem lehet valédi, azaz p; ~ q. fgy mindkét oldalét
egyszeriisithetjiik pi-gyel (vagy gi-gyel, {zlés szerint), és a két oldal még mindig asszocidlt marad: ay/p1 ~pa- ... pn ~
G2 .. qm (miért?). (Itt a;/p; nem osztast jelsl, hanem azt, hogy ,hdnyszor van meg” ai-ben p1). Ez a két faktorizdcidja
az as := a1/p; elemnek lényegesen kiilonboz6 (miért?), tehat as € NEF, és ay valédi osztéja ai-nek (miért?). Ezzel
beldttuk, hogy minden NEF-beli elemnek van NEF-beli valédi osztéja, és innen ugyanigy juthatunk ellentmondésra,
mint az egzisztencia bizonyitdsdnal. ([l

3.22. Tétel. Ha R Gauss-gyfir{i, akkor R [z] is az.
Bizonyitas. Nem bizonyitjuk. ]

3.23. Koévetkezmény. Ha K test, akkor K [z] és K [z,y] = K [z] [y] Gauss-gylirtik (és hasonléan K [z1,...,2,] is minden
n természetes szamra). Az egész egylitthatés polinomok Z [z] gyfirtije is Gauss-gyfirti.

Bizonyitas. Kovetkezik a fenti tételbdl, és abbdl, hogy K és Z Gauss-gyfiriik. O



Foidedlgyiiriik

3.24. Allitas. Bsrmely a,b € R esetén érvényesek az aldbbi ekvivalencidk:
(1) alb <= (a)2(b);
(2) a~b < (a)=(b);
(3) a~1 < (a) =R.

Bizonyitds. Emlékeztetd: mivel R integritdstartomény, az 1.74. Kovetkezmény szerint (a) = {ra : r € R}. Tehdt (a) nem
mds, mint (a) tobbszoroseinek, vagyis az a-val oszthaté elemeknek) a halmaza:

(a) ={teR:alt}. (M)
(1) Tegyiik fel, hogy a | b, és legyen t € (b). Ekkor @ szerint b | t. Igy tehdt a | t (miért?), ami @ alapjan azt
jelenti, hogy t € (a). Ezzel belattuk, hogy (a) O (b).
A mdsik irdny igazolasshoz tegyiik fel, hogy (a) D (b). Ebbdl b € (b) miatt rogton kovetkezik, hogy b € (a). Ez pedig
@ szerint azt jelenti, hogy a | b.
(2) Ez egyszeri kdvetkezménye az elsé résznek:

a~bd B albest|a B () > 0) es () D (a) = (a) = ().
(3) Ez egyszerii specidlis esete az elézének (b = 1), hiszen (1) = R (miért?). O

3.25. Kovetkezmény. Az a,b € R elemeknek a d € R elem akkor és csak akkor legnagyobb kozts osztéja, ha (d) a
legsziikebb olyan féidedl, ami tartalmazza (a)-t is és (b)-t is.

Bizonyitas. Nem kell méast tenniink, mint a Allitas segitségével atfogalmazni a legnagyobb kozos oszté definiciojét
féidedlokkal: d ~ Inko (a,b) akkor és csak akkor teljesiil, ha

(i) (d) 2 {a) és (d) 2 (b);

(ii) Vk € R: ((k) 2 (a) es (k) 2 (b)) = (k) 2 (d).
Az (i) feltétel azt jelenti, hogy (d) tartalmazza az (a)-t és (b)-t is, a (ii) feltétel pedig azt jelenti, hogy az ilyen tulajdonsdgu
foidedlok kozott (d) a legsziikebb. O

3.26. Megjegyzés. A legsziikebb idedl (nemcsak a féidedlok, hanem az 6sszes idedlok kozott), ami tartalmazza (a)-t és
(b)-t is, nem mds, mint (a) + (b) (ez az idedlhalébeli egyesités, ldsd az 1.76. Tételt és az 1.77. Megjegyzést). Csakhogy
(a) + (b) nem biztos, hogy 6idedl, és az sem biztos, hogy létezik Inko (a, b).

3.27. Definicié. Az R integritastartomanyt foidedlgytiritnek nevezziik, ha minden idedlja féidedl, azaz minden I <1 R
idedlhoz létezik olyan a € R elem, amelyre I = (a).

3.28. Allitas. Féidealgytiriiben barmely két elemnek létezik legnagyobb kozos osztGja (és igy legkisebb kozos tobbszorose
is), és az el6dll a két elem linedris kombindcidjaként”: Va,b € R Jz,y € R: ax + by ~ lnko (a, b).

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy R f6idedlgyfirii, és legyen a,b € R. Ekkor a legsziikebb olyan (f6)idedl, ami tartalmazza
(a)-t is és (b)-t is, nem mds, mint (a) V (b) = (a) + (b) (ldsd a [3.26] Megjegyzést). Mivel R-ben minden idedl féidedl, van
olyan d € R, amelyre (a) + (b) = (d). A Kovetkezmény szerint d ~ Inko (a, b), tovabba d € (a) + (b) miatt d elball
ax + by (z,y € R) alakban. O

3.29. Kovetkezmény. Foidedlgyiiriiben az ax + by = ¢ ,diofantoszi egyenletnek” akkor és csak akkor van megoldésa,
ha Inko (a,b) | ¢. Az altaldnos megoldds ugyanigy kaphaté meg egy partikuldris megolddsbdl, mint az egész szamok
gytiriijében.

Bizonyitds. A bizonyitds szinte sz6 szerint ugyanaz, mint az egész szdmok gyfirlijében (ldsd Algebra és szamelmélet 3),

csak itt a partikuldris megolddst nem az euklideszi algoritmusbdl, hanem a Allitasbol kapjuk. O
3.30. Definicié. Az R integritdstartomdnyt euklideszi gytriinek nevezziik, ha létezik olyan ||| : R — No, a — ||a]]

leképezés (tigynevezett euklideszi norma), amire teljesiilnek az aldbbiak tetszbleges a € R és b € R\ {0} esetén:
(1) |la]] =0 <= a = 0;
(2) a|b = |lall < [|b];
(3) 3g,r € R:a=bg+rés|r| <] -

3.31. Tétel. Minden euklideszi gytir{i féidedlgyfirti.

Bizonyitds. Legyen R eulideszi gyfir{i az ||-|| euklideszi normdval, és legyen I <t R. Ha I = {0}, akkor I nyilvén foéidedl
(miért?) tehat feltehetjiik, hogy I # {0}. Legyen d € I\ {0} az I-beli nemnulla elemek koziil a legkisebb norméji (ha
tobb olyan elem van, aminek a norméja a lehet6 legkisebb, akkor barmelyiket vdlaszthatjuk). Meg fogjuk mutatni, hogy
I ={(d). Az I C (d) tartalmazds igazoldsdhoz tekintsiink egy tetszbleges a € I elemet. Az euklideszi gy{iri definiciéja
szerint vannak olyan ¢,7 € R elemek, amelyekre a = dq + r és ||r|| < ||d|| (a-t osztjuk d-vel maradékosan). Ekkor
r =a—dq, tehdt r € I (miért?). Mivel ||r|| < ||d||, és d norméja volt a legkisebb az I-beli nemnulla elemek kozott, csak
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r = 0 lehetséges. Igy tehat a = dg, ami azt jelenti, hogy a € (d). Ezzel belsttuk, hogy I C (d), a més irdnyt tartalmazss
pedig vildgos (miért?), tehat I = (d). O

3.32. Megjegyzés. A tétel megforditdsa nem igaz: létezik olyan f6éidedlgyfiri, amely nem euklideszi. Ilyen példaul a
Zw]={a+bw:a,becZ} gyliri, ahol w = HT‘/TQ‘

3.33. Kovetkezmény. Az egész széamok gytiriije, minden test feletti polinomgyfirii, valamint a Gauss-egészek gyfiriije
féidedlgyfirii.

Bizonyitds. A fenti gy{iritk mindegyikeériil tudjuk, hogy euklideszi. (Honnan tudjuk? Mi az euklideszi norma?) d
3.34. Tétel. Minden féidedlgyiirit Gauss-gyfirii.

Bizonyitas. Ha R foidealgytiri, akkor a Allitas szerint barmely két elemének van legnagyobb kozos osztéja, igy
a Tétel szerint elég azt megmutatnunk, hogy az (R/~;|) részbenrendezett halmaz teljesiti a leszdlllanc-feltételt.
Tegyiik fel tehat, hogy aj,as, ... egy leszall6 ldnc az oszthatdsdg szerinti részbenrendezésben: --- | as | as | a;. Azt kell
igazolnunk, hogy van olyan k index, hogy ar ~ ag+1 ~ - --. Legyen I; = (a;) minden j € N esetén; a Allitas szerint
I, C I, CI3C---, és azt kell igazolnunk, hogy van olyan k index, hogy I = I+; = ---. Idedlok unidja dltaldban nem
idedl (ugye?), de mivel itt ,egymédsba skatulydzott” idedlokrdl van sz6, I = I; Ul UI3U-- - idedl R-ben. (Az 6sszeaddsra
val6 zartsag példaul igy ellendrizhet6: ha a,b € I, akkor van olyan i és j, hogy a € I; és b € I;. Ekkor k = max (4, 7)
esetén a,b € I. Mivel I idedl, a + b € I, és ebbdl kovetkezik, hogy a + b € I. Az idedl definicidjdban szerepld tobbi
feltétel hasonléan, s6t még egyszeriibben ellenérizhet$ (HF).) Tudjuk, hogy R-ben minden idedl f6idedl, tehdt I = (d)
alkalmas d € I elemre. Mivel d € [y Ul UI3U- -, van olyan k, amelyre d € I,. Ebb6l kovetkezik, hogy I = (d) C I, C I,
ez pedig csak akkor lehetséges, ha I = (d) = I, = I. Ez pedig azt jelenti, hogy Iy = Ij11 = --- = I (miért?). O

3.35. Megjegyzés. A tétel megforditdsa nem igaz: létezik olyan Gauss-gyfir(i, ami nem féidedlgyfirii. Ilyenek példaul a
Z[x] és K [z,y] gyliriik (tetszleges K test esetén).

Bizonyitas. A Kovetkezmény szerint Z [z] és K [z,y] Gauss-gyfirtik. A Z[z] gylirliben (2,z) olyan idedl, ami
nem foidedl, a K [z,y] gylirtiben pedig (z,y) nem féidedl. Csak az els6t ellendrizziik, a masik HF. Tegyiik fel, hogy
(dy = (2,z) valamilyen d € Z|[z] polinomra. A Allitas alapjan (d) = (2,z) D (2) = d | 2, és hasonl6éan
(d) = (2,z) D () = d|x. Olyan d € Z|[z] polinom, amire d | 2 és d | = teljesiil, csak kettd van: d = £1 (miért?). Azt
kaptuk tehdt, hogy (£1) = (2, x), ami lehetetlen (miért?). O

3.36. Kovetkezmény. Az egész szamok gyfliriije, minden test feletti polinomgyfir{i, valamint a Gauss-egészek gyfiriije
Gauss-gyfiri.

3.37. Teétel. Ha R féidedlgyfirti és m € R\ {0}, akkor az R/ (m) faktorgylirii akkor és csak akkor test, ha m irreducibilis.

Bizonyitds. Ha m ~ 1, akkor R/ (m) egyelemf{l gyfiri (miért?), igy nem lehet test. Ha m » 1, akkor R/ (m) legaldbb
kételemii kommutativ egységelemes gy{iri (miért?), tehat azt kell megvizsgdlnunk, hogy van-e minden nemnulla elemének
multiplikativ inverze. Tekintsiik eldszor azt az esetet, amikor m nem irreducibilis, azaz van nemtrivialis faktorizacioja:
m = ab, ahol a = m és b = m. Ekkor @ = a + (m) és b = b+ (m) zérusoszték az R/ (m) gyfiriben (miért?), igy az nem
test (s6t, még csak nem is integritdstartomény). Most tegyiik fel, hogy m irreducibilis, és legyen @ = a + (m) € R/ (m).
Ha @ # 0, akkor m { a, és m irreducibilitdsa miatt ez azt jelenti, hogy a és m relativ primek: Inko (a,m) ~ 1 (miért?). A
Allités szerint vannak olyan z,y € R elemek, amelyekre az + my = 1. Ebbél kovetkezik, hogy @ - T = 1 (miért?),
vagyis @ multiplikativ inverze T. Ezzel megmutattuk, hogy R/ (m) minden nemnulla elemének van multiplikativ inverze,
tehdt R/ (m) test. O



