ABSZTRAKT ALGEBRA
feladatok
2019 tavaszi félév, OT

1. feladat Melyek izomorfak egymassal az alabbi grupoidok koziil?

x|la b ¢ xla b c
A:aabc B:aabc

bla b a bla a

cla ¢ c cla a

iabc iabc
D:aaab E:aacc F

bla b c bla b ¢

cla a c clb ¢ ¢

2. feladat Hatdrozza meg az 1. feladatban szerepld grupoidok 6sszes részalgebrajdt, és rajzolja fel a részalgebrahaléikat.

3. feladat Hatdrozza meg aldbbi grupoidokban az 6sszes részalgebrat, és rajzolja fel a részalgebrahdléikat. Van-e egy-, illetve
kételemii generatorrendszeriik?

*la b ¢ d *x lu v w z
ala b c d ulu v ow z
A= ble d a b , B= v|lu w v =z
cla b ¢ d wlu w v oz
dlc d a b zlu v w =z

4. feladat Dontse el, hogy a B részhalmaz részalgebrat (részcsoportot, részgy{iriit) alkot-e az A algebréban.

(b) A= (Z[i];+,-), B={bi|be Z}

() A= (Claf;+,-), B=A{f€Zz]: f(1) =0}
(d) A=(C"), B=({z€C: |z =1},

(e) A= (Z[z];+,-), B={f € Z[z]:2] f(0)};

(f) A= (Dg;-), B={id,t,a? a’t}

(g) A= (P(X);n), B={Y C X :|Y| =2}, ahol X tetsz6leges halmaz
() & = (Rls)+,), B = {f € Zfa] : /(1) 2 0}
(i) A= (Ze,+), B=17Z;

(i) A= (Ziz;+,°), B =Zj, U{0}

(k) A= (Z[il;+,"), B={a+bi €Z[i]: 2] a+b}
(1) A= (Z[i];+,-), B={a+bi € Z[i] : 2| ab}

(m) A= (54-), B={id, (13),(24), (13)(24)}

5. feladat Hatdrozza meg az A algebraban a T részhalmaz éltal generdlt részalgebrat. (Az (i) és (j) feladatokban m (z,y, 2) =
x—y+ 2z az (s) és (t) feladatokban f (x) = = szdmjegyeinek négyzetosszege).

(a) A=(P(N);U), T = {hdromelemfi halmazok} k) A=(C;+), T={zeC:|z| <1}
(b) A=(P(N);n), T = {hdromelemii halmazok} 1) A=(C;), T={zeC:|z| <1}
() A=(P(N);U,n), T = {hdromelemfi halmazok} (m) A= (C;+), T={z€C:Rez >0}
(d) A=(P(N);A), T = {héromelemfi halmazok} (n) A=(C;), T={zeC:Rez >0}
(€) A=N;4), T=1{23 () A=(C;4), T={z€C:Rez=0}
) A=), T=1{2,3) (p) A=(C;), T={z€C:Rez=0}
(&) A=(N;+), T ={3,5} (@) A=(C;+,-), T={2eC:Rez=0}
(h) A=(N;+,-), T ={3,5} (r) A=(Z[i];+,), T=A{i}

i) A=(Z;m), T={-22} (s) A=(Zf), T = {2018}

() A=(Z;m), T={1,3,8} t) A=(Zf), T = {2019}



6. feladat Hatdrozza meg a G csoportban a T részhalmaz altal generalt részcsoportot.

(a) G=17, T =1{30,42,105} (k) G=Dy, T={d° a%}

(b) G =7, T={9} () G =D, T={a*dt}

() G=17Zy, T={10} (m) G=25y, T =1{(12453)(34)}

(d) G=17Z3, T={6,10} (n) G=254, T=1{(1234),(13)}

() G=2Zy, T=1{610} o) G=C, T=1{1,v2}

() G=2s, T={5} ) G=C, T={-%+%i}
() G=1z5 T={5} (@9 G=C*, T ={cos!¥ +isinll"
(h) G =Dy, T=1{a"} (r) G=Cr, T:{L§+§§

(i) G=Day, T ={ta®} s) G=Q, T={3%3

(i) G = D13, T ={a3 da*t} (t) G=Q+, T={3%3

7. feladat Szamitsa ki az alabbi csoportokban az egyes elemek generatumait (azaz a ciklikus részcsoportokat), majd hatdrozza
meg az Osszes részcsoportot, végiil rajzolja fel a részcsoporthdlé Hasse-diagramjét.

ZlSa Z42a ZTS? ZZQ) Z§4a D37 S37 ‘/7 Q

8. feladat Hatdrozza meg az R egységelemes gyfirlt T' részhalmaza éltal generdlt részgytliriijét, valamint egységelemes rész-
gyliriijét.

(a) R=Rlz], T=/{x} (f) R=C, T=1{i)

(b) R=R[z], T={a?} () R=C, T={-}+%}
(¢) R=2Z[z], T={2%2%} (h) R=R, T={V2}

(d) R=2Z[z], T={z-1} (i) R=Q, T={5}

(e) R=R>2 T={(88)} () R=Q T=1{}}

9. feladat Adjon meg minimélis generdtorrendszert a kovetkezd algebrdkban:

(a) (P({1,2,3,4,5});N);

(b) (@*;-, 71 1)

10. feladat Létezik-e haromelemii minimalis generdtorrendszere a (Z;+, —) algebranak?

11. feladat Hatdrozza meg a Z gyfirii részgytriiit és egységelemes részgytiriiit!

12. feladat Hatdrozza meg az (N;') algebra részalgebrdit és generdtorrendszereit, ahol n’ = n + 1 tetszoleges n € N-re!

13. feladat Tekintsiik az A = (Z;m) algebrét, ahol m(a,b,c) = a — b+ c tetszbleges a, b, c € Z-re. Mutassa meg, hogy

(a) barmely n pozit{v egészre minden modulo n maradékosztédly részalgebra A-ban, és
(b) A minden részalgebraja ilyen.
14. feladat Hatdrozza meg az (Z; f, g) algebra osszes részalgebrajdt, ahol f (z) =2z és g(z) =z — 1.

15. feladat Letesziink egyméds mellé néhdny pénzérmét gy, hogy mindegyiken fej van feliil. Egy lépésben barmelyik két
egymds melletti érmét megfordithatjuk. Milyen fej-irds mintdzatokat érhetiink el ilyen 1épésekkel?

16. feladat Igazolja, hogy ha egy integritdstartomany nemtrividlis részgyiirijének van egységeleme, az megegyezik az in-
tegritdstartomdny egységelemével. Mutasson példédt arra, hogy ez nem marad igaz, ha elhagyjuk a zérusosztémentesség
feltételét.

17. feladat Dontse el, hogy az aldbbi allitdsok koziil melyek igazak és melyek hamisak (a valaszt indokolni is kell).

(a
(b

) Kommutativ gy{irti minden részgy{irfije is kommutativ.

)
(c) Végtelen gyfirti minden részgytiriije végtelen.
(d)

)

Nemkommutativ gyfirii egyetlen részgyfiriije sem kommutativ.
d) Egy algebra barmely két generdtorrendszerének az egyesitése is generdtorrendszer.

(e) Egy algebra barmely két generdtorrendszerének a metszete is generdtorrendszer.



18. feladat Vizsgdlja meg, hogy kompatibilis osztdlyozdsok-e az aldbbiak a 3. feladatban szereplé A grupoidon. Amelyik
igen, ahhoz irja fel a megfelel6 faktorgrupoid miivelettdabldzatat.

C= {{avc}v {b}v {d}}v Cy = {{avc}a {bv d}}v C3 = {{avb}v {C}, {d}}
Cs= {{a}v {C}, {bad}}v Cs = {{a}7 {bvc’d}}’ Co = {{a7 b,C,d}}

19. feladat Dontse el, hogy a megadott C osztdlyozas kompatibilis-e az A, illetve a B algebra miiveleteivel. Ha igen, akkor
hatdrozza meg a megfeleld faktoralgebrat.

(a) A= (P(N); ) B=(P(N);A), C={{véges halmazok}, {végtelen halmazok} }

(b) A=(C;+), B=(C;.), C={{algebrai szdmok} , {transzcendens szdmok} }

(c) A=(N;+), (N; -}, € = {{3-mal oszthat6 szdmok}, {3-mal nem oszthaté szdmok} }
(d) A= (No; ) = (Nos-), €={{0,1},{2,3,...}}

(e) A= (Zg;), (Zg,—l), c={{2,7}.{1.8},{4,5}}

(1) A=(Z5), B=(25:7"), ¢ ={{2.7} . {1}, {8}, {45} }

(8) A=(55-), B=(S57"), C={A4555\ 45}

20. feladat Dontse el, hogy a megadott p reldcié kongruencidja-e az A, illetve a B algebrdanak. Ha igen, akkor hatdrozza
meg a megfelel6 faktoralgebrat.

(a) A=(N;4), B=<N-~> p={(a,b):a|b}

(b) A= (CiH), B=(C;), p={(z,0) :|2] = [u]}

(c) A= (P[N); ),IB% (P(N);A), p={(X,Y):|X] =[]}
(d) A= (Z+), B=(Z:), p={(a,b): 3] a? — 2}
<e>A\:<z6;+>,mz<zﬁ;->,p={<a,b>:2a=2b}

() A= (Z[);4), B=(Zlal;), p={(fi9): f (1) = g (1)}

21. feladat Definidljuk a természetes szamok halmazédn a p relaciét a kovetkezdképpen:

apb <= {ke€Ny:5"[a} ={keNy:5"|b}.
Igazolja, hogy p kongruencidja az (N;-) algebrdnak, és hatdrozza meg a hozzd tartozé faktoralgebrat. Mi a helyzet, ha p
definicigjaban 5 helyett 6-ot frunk?

22. feladat Hatdrozza meg az aldbbi grupoidok 6sszes kongruencidjat és a megfelel6 faktorgrupoidokat.

x|p q r s
p|p qg T T
B= qg|lq g r r
rir r r T
s|s s s s

23. feladat Milyen betiiket kell irni a kérd6jelek helyére, hogy A — B homomorfizmusokat kapjunk? (A miivelettabldzatokat
lasd a 3. feladatnal.) Mindegyik homomorfizmusnak hatdrozza meg a magjét, és irja fel a homomorfiatétel dltal szolgédltatott
izomorfizmust.

av=u, bv=v, cv=7 dv="
ap=2z, bp=7 cp=7 dp=w
ax =7 bx=z cx=u, dyx="7
ap =7, bYp=7 cp=u, dp=w
aw=2z, bw=v w=7 dw="

24. feladat Gondoltam egy ¢: (N;+) — (N;4) homomorfizmust. Annyit eldrulok, hogy 2¢p = 16 és 5o = 40, Mi lehet
ez a homomorfizmus? Hany lehetség van? Oldja meg a feladatot (N;+) — (N;-), (N;-) — (N;+), illetve (N;-) — (N;-)
homomorfizmusra is.

25. feladat Oldja meg az el6z6 feladatot a 2¢ = 4, 5 = 32 adatokkal is.

26. feladat Hatdrozza meg a 22. feladatbeli grupoidokra az 6sszes A — B, illetve B — A homomorfizmust.



27. feladat Homomorfizmusok-e az aldbbi A — B leképezések?

(a) A=(zZ;"), B=(2Z;-), z+ 23 (d) A= (P(N);n,U), B=(P(N);uU,n), X +— X =N\X
(b) A= (Z;+), B=(Z;+), x+ 23 (e) A=(PN)jU), B=(PN)j;U), X—Xn{l1,273}
(C) A= (Z3+)a B= (Z3;+)7 x— (f) A= (P(N),U), B= (Z;"_)’ X — |X|

28. feladat Dontse el, hogy az alabbi allitdsok koziil melyek igazak és melyek hamisak (a valaszt indokolni is kell).
(a) Egy véges algebra barmely kompatibilis osztdlyozdsdban minden osztély elemszdma azonos

)
(b) Két olyan homomorfizmus szorzata is lehet izomorfizmus, amelyek egyike sem izomorfizmus.
(c) Tetszbleges A algebra minden részalgebrija eldall egy alkalmas A-ba vezeté homomorfizmus képeként.
(d) Tetszbleges A algebra minden faktoralgebraja elddll egy alkalmas A-ba vezetd homomorfizmus képekeént.

29. feladat Legyen R az A = (A;+) Abel-csoport endomorfizmusainak halmaza. Definidljuk R-en a @ és © miiveleteket
a kovetkeztképpen: a(p @) = ap + ah, és a(p ® ) = (ap) ) minden ¢,v» € R és a € A esetén. Mutassa meg, hogy
(R; B, ©) gylirll. Ezt a gylirlit nevezzitk A endomorfizmusgytirijének.

30. feladat Talalés kérdés: Abel-csoport, aminek az endomorfizmusgyf{iriijébe be van dgyazva a valés szémtest. Mi az?

31. feladat Dontse el, hogy normélosztdja-e a H részcsoport a G csoportnak, és ha igen, hatdrozza meg a G/ H faktorcsopor-
tot. Ha H nem normadloszt6, akkor szamitsa ki az dltala generdlt N normadlosztét, és hatdrozza meg a G/N faktorcsoportot.

(a) G =2, H=I[3] (h) G=Ds H=a?]

(b) G =127, H=[4] (i) G=Ds, H=ld%at]

(c) G=123, H={1,8,1320} () G=Ds H=[d?]

(d) G=123, H=/[4] (k) G=Ds, H=|d%]

() G=C, H=R (1) G=8s, H=][12)]

(f) G=R*, H=R* (m) G=8,, H=V

(6) G=Q, H=[-]] (m) G=28s, H=][(1234),(13)]

32. feladat Hatdrozza meg az aldbbi csoportokban a konjugdltosztalyokat. Ennek segitségével keresse meg az 6sszes nor-
mélosztdjukat, majd rajzolja fel a normélosztéhalét.

D3, Dy, Ds, De, Sz, Sa, Q
33. feladat Adjon meg minél tobb olyan m € S5 permutéciot, amelyre 7=t (123) 7w = (345).
34. feladat Igazolja, hogy A,-ben barmely két 4 hosszisdgu ciklus konjugélt (minden n > 4 esetén).
35. feladat Bizonyitsa be, hogy Ag-ban (12345) és (21345) nem konjugdaltak.

36. feladat Igazolja, hogy egy G csoport H részcsoportja akkor és csak akkor norméloszt6, ha minden a,b € G esetén
abe H = bac H.

37. feladat Bizonyitsa be, hogy ha N = {1,n} egy kételemii normaloszt6 a G csoportban, akkor n felcserélheté G minden
elemével.

38. feladat Hatdrozza meg a Zj;/ [4] faktorcsoport osszes részcsoportjst.

39. feladat Csoporthomomorfizmusok-e az aldbbi leképezések? Amelyik igen, annak hatdrozza meg a magjét és az érték-
készletét, majd irja fel a homomorfiatételb6l adédé izomorfizmust a mag szerinti faktorcsoport és a homomorf kép kozott.

(a) C*—=R*, 2z 2] (h) Zio — Z10, k—k+2
(b) C—R, z—Imz ()  Zig — Zyo, ki 4k
(¢) Z— C*, k +— cis 25T G) Zio — Zy5, k+— 6k
(d) Z— D3, ks ad* (k) Zi2— Zs, k+— 3k
(¢) Zys — Ds, k> a* 1) Zs— 724, Ek—3
(f) Dy—Zy, T+ 0 (m) Zs— Zi, Kk
® @-Q wrd (0) Z3—Zg w2



40. feladat Létezik-e injektiv/sziirjektiv/nemtrividlis homomorfizmus a megadott csoportok kozott? Ha létezik, akkor adja
is meg az Osszeset.

(a) Zis — Zs (€) Dy— Sy (i) Ss— Zg
(b) Zg — Dg (f) Dy—Zy () Si00 — Dioo
(¢) Zy—Q (&) Zig — Zix (k) Z— 53
(d) Z4—Q (h) @ — Dg ) 2-0Q

41. feladat Dontse el, hogy az aldbbi allitdsok koziil melyek igazak és melyek hamisak (a vdlaszt indokolni is kell).
(a) Ha egy csoport minden részcsoportja norméloszté, akkor a csoport kommutativ.

(b) Tetszbleges csoport minden kommutativ részcsoportja norméloszto.

(c) Tetszbleges csoport minden normaélosztéja kommutativ részcsoport.

(d) Tetszbleges csoport barmely 2 rendil részcsoportja normaloszto.

(e) Tetszbleges N, K, G csoportok esetén, ha N < K és K < G, akkor N <1 G.
(f) Ciklikus csoport minden faktorcsoportja is ciklikus.
(g) A konjugdltsagi relacié minden csoport esetében kongruenciarelécio.
(1)
)
)

(i) Ha egy csoportban két elem egymas konjugdltja, akkor a rendjiik azonos.

A konjugaltsagi reldcié minden Abel-csoport esetében kongruenciareldcio.

(J
42. feladat Dontse el, hogy a megadott R gyfirfiben az I részhalmaz ideélt alkot-e. Ha igen, akkor adja meg a hozza tartozo
kompatibilis osztdlyozast, valamint az R/I faktorgy{iri elemeit és miivelettabldzatait.

Egy csoport azonos rendii elemei egyméds konjugéltjai.

(a) R a pdros egész szamok gyliriije, I a 4-gyel oszthaté egészek halmaza

R= Z[z] I—{a+bZEZ[Z] 2| a,b}
=Z[i], I ={a+bic€Zli]:4]|a, 6|b}

Zlx], I ={apa™+ - +a1x+ap € Zlz] : 2 | ap}
=Zz], I ={apz"+ - -+arx+ap €Z[z]:2| a1}
(&) R=2l), 1=1{f € 2] : (1) =0}

(h) R=R¥>2 I ={(¢9): a,beR}

43. feladat Gyiirithomomorfizmusok-e az aldbb leképezések? Amelyik igen, annak hatdrozza meg a magjat és az értékkész-
letét, majd irja fel a homomorfiatételbdl ad6dé izomorfizmust a mag szerinti faktorcsoport és a homomorf kép kozott.

(a) C—>R,a+bi—a (e) R—Riz]/{z), ar— 2a+ (z)
(b) C—C,z+—7% () Zli] = Z, a+ bi— a®+ b?
(¢) Z[z] = Z, f— f(0) (g) Z[i)—>Z,a+bira—b
(d) Z[x]ﬂzaa0+alz++an$n'_’al (h) Z[Z}HZQ,CL‘F[)ZHH

44. feladat A 42. feladatban (azokban a részekben, ahol I idedl) adjon meg egy olyan R — S sziirjektiv gyfirtihomo-
morfizmust (alkalmas S gyfirfivel) amelynek magja éppen I, és hatdrozza meg az R/I faktorgyfirlit ennek segitségével is.
Konstrudlja meg a 46. feladatbeli faktorgytiriiket is hasonléképpen a homomorfiatétel segitségével.

45. feladat Hatdrozza meg az R gylirli T' részhalmaza altal generalt idedljat.
(a) R=2,T ={18,30}

)
(b) R=2[i], T ={1+1}
() R=2[z], T = {4,2}
(d) R=QJz], T={2% - 42+ 3, 2> + 2 -2}
46. feladat Adja meg az aldbbi faktorgyiiriik elemeit és miivelettabldzatait.
(a) Z4/(0) (€) Zio/(%) (e) Z[z]/(4,x)
(b) Zs/(4) (d) Z[i} /(1 +4) (f) Z2[2]/(=?)



47. feladat Legyen R =Z>*2 és I = {(‘Z S) ta,b,c.d pairos}. Mutassa meg, hogy I idedl az R gytriiben, és hatdrozza meg
az R/I faktorgylirit. (Mik az elemei, hogyan végezziik rajtuk a mfiveleteket?)

48. feladat Legyen R = {(¢9): a,b € Q}. Mutassa meg, hogy I = {4 € R | A% = 0} idedl az R gyfir{iben, és hatdrozza
meg az R/I faktorgyfiriit. (Mik az elemei, hogyan végezziik rajtuk a miiveleteket?)

49. feladat Hatérozza meg a Z és Z,, (n € N) gyfirtik idedljait.
50. feladat Mutassa meg, hogy a Z gyfir(i barmely m,n elemére

(m) N (n) = (Ikkt(m,n)) és (m)+ (n) = (Inko(m,n)).
51. feladat Déntse el, hogy az alabbi dllitdsok koziil melyek igazak és melyek hamisak (a vélaszt indokolni is kell).
(a
(b

) Egy egységelemes gylirli valédi idedlja nem tartalmazhatja a gylirii egységelemét.
) Egy kommutativ egységelemes gylirli minden faktorgy{iriije is kommutativ és egységelemes.
(¢) Egy gyflirli barmely I és J idedljara IJ = 1N J.
(d) Egy zérusosztémentes gy{irti minden faktorgyfiriije is zérusosztémentes.
(e) Kommutativ gyfirtiben minden részgytirfi idedl.
52. feladat Szamitsa ki az aldbbi csoportokban az egyes elemek rendjét.
Zo X Ly, ZoxQ, Z3zx D3, ZyXS3

53. feladat Melyek direkt felbonthatéak az alabbi csoportok koziil? Amelyik felbonthaté, annak adja is meg egy felbontésat.

S5, As, Z1a, Zis, Lie, Liy, Lis, Lig, Lg, Day, D10, D12, Q
54. feladat Sorolja fel (izomorfia erejéig) az tsszes 896, 897, 898, 899 ¢és 900 elemii Abel-csoportot.
55. feladat Melyek izomorfak egymdssal az aldbbi csoportok koziil?

L300, La X Ls X Las, Lo X Loy X Lrs, Ly X Le X Lio, Ls X Leo, ZLio X ZLso,

Ty X Lgs, 7Lz X L X Loy, Do X Lg X Lios, Lo X L5 X Lo
56. feladat Melyek izomorfak egymdssal az aldbbi csoportok koziil?
Zs, Ty, L5, Liy, Lis, Ly, Ly, ZLaa/[6], Zis/[8], Zis/[14], Z3/[5],

Q. D, Du/[a*’], Dui/[d*t], De/[a®], Des/[a®]. Do/ [a® 1]
57. feladat Melyek azok az n természetes szémok, amelyekre izomorfia erejéig csak egy n-elemii Abel-csoport létezik?
58. feladat Igazolja, hogy Q direkt felbonthatatlan, mig Q* direkt felbonthatd.
59. feladat Igazolja, hogy ha G véges Abel-csoport, és m osztja G rendjét, akkor G-ben van m rend{i részcsoport.
60. feladat Bizonyitsa be, hogy ha U egy n-elemfl halmaz, akkor a (P (U); A,N) gylirli izomorf a Z% gyfirfivel.

61. feladat Bizonyitsa be, hogy az R x S gy{iri pontosan akkor egységelemes, ha R és S is az, és ilyenkor R x S minden
idedlja I x J alakui, ahol I < R és J < S.

62. feladat Igazolja, hogy minden integritdstartomédny direkt felbonthatatlan.

63. feladat Dontse el, hogy az alabbi allitdsok koziil melyek igazak és melyek hamisak (a vélaszt indokolni is kell).

(a) Tetszbleges G1, G2 csoportok esetén, ha Hy < G7 és Ha < Go, akkor Hy x Hy < G X Ga.
(

)
b) Tetszbleges G, G csoportok esetén G; X G minden részcsoportja eldall Hy x Hy alakban, ahol Hy < Gy és Hy < Gs.
(¢) A Gy x G2 csoport pontosan akkor kommutativ, ha G; és G5 kommutativ.

(d) A Z12 X Zyp csoport minden elemének legfeljebb 30 a rendje.

(e) A Zsy x Zs csoportnak négy részcsoportja van.

(f) Izomorfiatol eltekintve egyetlen 2019 elem{i Abel-csoport van.

64. feladat Hanyféleképpen lehet kiszinezni a sakktdbla mezoit két szinnel, ha a forgatdssal vagy tiikrozéssel egymésba
vihet6 szinezéseket nem tekintjitk kiillonbozének?

65. feladat Melyik ismert csoporttal izomorf a szabdlyos tetraéder forgdscsoportja?

66. feladat Hatdrozza meg a p-Sylow részcsoportokat az aldbbi csoportokban (a p primszdm minden széba jovo értékére).
Hény p-Sylow részcsoport van?

S3, Sa, Au, Loy, Las, Ly, Lis, L3y, D4, D5, De, Q

67. feladat Bizonyitsa be, hogy nem létezik 30-elemii egyszerii csoport.



