ABSZTRAKT ALGEBRA

vazlat az eldadgshod
2019 tavaszi félév, OT

1. Alapvet6 algebrai konstrukciok

Algebrai struktarak

1.1. Definicié. Tetszoleges A nemiires halmaz és n € Ny esetén A-n értelmezett n-véltozés muveleten egy f: A" — A
leképezést értiink. (Ha n = 0, akkor f az A halmaz egy elemének kijelolését jelenti.)

1.2. Definicié. Algebrai struktirdn vagy roviden algebrdn egy miiveletekkel ,felszerelt” nemiires halmazt értiink.
Formdlisan: A = (A; F) algebrai struktira, ha A egy nemiires halmaz, F' pedig A-n értelmezett miiveletek egy halmaza.
Az A halmazt az A algebra alaphalmazanak vagy tartohalmazdanak nevezziik.

1.3. Peélda. Csoport: (Gj;-) vagy (G; 1,7t ), gytirti: (R;+,-) vagy (R;+,0,—,-), egységelemes gyfirli: (R;+,0,—,-,1).

1.4. Megjegyzés. Ha a miiveletek vildgosak a szovegkornyezetbol, akkor az algebrit és a tartéhalmazat nem mindig
kiilonboztetjiik meg élesen egymastol.

1.5. Definicié. Ha f egy kétvaltozos miivelet az A halmazon, akkor f (z,y) helyett dltaldban azt irjuk, hogy x * y (mds
szimbdlumot is frhatunk z és y kozé). Ilyenkor az A = (A; ) algebrat grupoidnak nevezzik.

1.6. Definicio. Az A = (A;x) és B = (B; ®) grupoidok izomorfak (jelolés: A 2 B), ha létezik olyan ¢: A — B bijekcid,
amelyre

Vai,az € A: (a1 xaz) ¢ = (a19) ® (azyp) -
Ekkor a ¢ leképezést izomorfizmusnak nevezziik. Tetszbleges algebrak izomorfizmusa hasonléan definidlhaté (lasd az
[[.32] Definiciot).

1.7. Megjegyzés. Az izomorfizmus szemléletes jelentése az, hogy A és B szerkezete ugyanaz, csak ,méashogy hivjak” az
elemeiket. Ezért izomorf algebrdkat nem mindig érdemes (idénként nem is lehet!) megkiilonboztetni (Steinitz-elv).

Részalgebra, generalas

1.8. Definicié. A B C Arészhalmaz zdrt az f: A" — A miweletre, ha minden by,...,b, € Besetén f (by,...,b,) € B.
(Ha n = 0, akkor ez azt jelenti, hogy B tartalmazza az f dltal kijelolt elemet). Ha B zdrt az A = (A; F) algebra minden
mfiiveletére (azaz minden f € F-re), akkor egyszeriien csak zart részhalmaznak nevezziikk. Ha B nemiires zart halmaz
az A = (A; F) algebrdban, akkor az F-beli miiveletek megszoritdsaival egy B algebrat alkot, amelyet A részalgebrdajanak
neveziink. Jelolés: B < A.

1.9. Megjegyzés. Az iires halmaz zdrt minden legaldbb egyviltozés miiveletre, de a nullavdltozésokra nem.

1.10. Példa. A G csoportban H C G részcsoportot alkot, ha részalgebraja a (G; 1,7t ) algebrénak. (Figyelem: a (G;-)
algebra részalgebrai csak részfélesoportok!) Hasonl6képpen az R gylirli részgytrii az (R;+,0, —, ) algebra részalgebrai.
(Miért nem lehet a résztesteket ilyen médon definidlni?).

1.11. Allitds. Zsrt részhalmazok metszete is zért: ha B; (i € I) zart részhalmazok egy csalddja az A algebraban (lehet
végtelen sok halmaz is), akkor a [,.; B; halmaz is zdrt.

1.12. Definicié. Az A algebraban a nemiires T C A halmaz iltal generdlt részalgebra, més széval T generdtuma, az
a részalgebraja A-nak, amelynek tartéhalmaza az T-et tartalmazé legszitkebb zart halmaz. Jelolés: az T dltal generdlt
részalgebrét (vagy annak tartchalmazat) [T jeloli. Ha [T] = A, akkor azt mondjuk, hogy T generdtorrendszere A-nak.

1.13. Megjegyzés. Az Allitss garantslja, hogy valéban létezik a H-t tartalmazé zart halmazok kozott egy
legsziikebb, nevezetesen az T-et tartalmazé osszes zdrt halmazok metszete:

= () B

TCB<A

TA természetes szdimok halmazst N, a nemnegativ egész szamok halmazét Ng jelsli, azaz N = {1,2,3,...} és Ng = {0,1,2,...}.
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1.14. Megjegyzés. Ha F-ben nincsenek nullavdltozés miiveletek, akkor az iires halmazt tartalmazoé legsziikebb zart
halmaz maga az iires halmaz, de ez nem alkot részalgebrat. Ha F-ben vannak nullavdltozés miiveletek, akkor viszont a
[(] részalgebra értelmezhetd (megegyezik a nullavdltozés miiveletek szerint kijelolt elemek dltal generalt részalgebraval).

1.15. Allitds. Tetszéleges A = (A; F) algebra és T C A esetén [T] azon elemek halmaza, amelyek megkaphatéak T
elemeibdl kiindulva az F-beli miiveletek véges szamu alkalmazdsaval.

1.16. Definicié. Az A algebra 6sszes zdrt részhalmazai a tartalmazdsra nézve egy (Sub (A); C) részbenrendezett halmazt
alkotnak, melyet A részalgebrahdldjanak neveziink. A Bj, Bs € Sub(A) zért részhalmazok legnagyobb kozos alsé
korldtja By A Bs := By N Ba, legkisebb kozos felsé korlatja pedig By V B := [B; U Bs].

1.17. Megjegyzés. Ha F-ben nincsenek nullavdltozés miiveletek, akkor Sub (A) legkisebb eleme @), ami nem részalgebra
(tehdt ekkor kicsit félrevezetd a részalgebrahdlé elnevezés). Ha F-ben vannak nullavdltozés miiveletek, akkor Sub (A)
legkisebb eleme [()]. A legnagyobb elem pedig mindig maga A.

1.18. Definicié. Tetszoleges K test esetén K legsziikebb részteste Ko := [{0,1}], amit K primtestének neveziink.

1.19. Definicié. A K test multiplikativ egységelemének additiv rendjét K karakterisztikdjdnak nevezziik, amennyiben
ez a rend véges: char K := o(k.4) (1). Ha 1 additfv rendje végtelen, akkor char K := 0.

1.20. Teétel. Test karakterisztikdja mindig nulla vagy primszam. Ha char K = 0, akkor Ky & @Q, ha pedig char K = p,
akkor Ko = Zy,.

1.21. Definicié. Ha L egy test és K egy részteste L-nek, akkor azt mondjuk, hogy L bdvitése K-nak. Jelslés: L | K.

1.22. Tétel. Ha L | K egy testb6vités és a € L, akkor a K U {a} halmaz altal generdlt részgytiriit K [o], a K U {a}
halmaz &ltal generalt résztestet K (o) jeloli. Ezek éppen a K feletti polinomok, illetve a K feletti raciondlis tortek o
helyen felvett értékeibdl dllnak:
fla
Klol={f(@):f e[, K@= (t@:ter@)={LE fgenllo o).
1.23. Definici6. Ha az L | K testbvitéshez van olyan « € L elem, amelyre L = K («), akkor azt mondjuk, hogy L | K
egyszeri testbovités.

Kongruencia, faktoralgebra, homomorfizmus

1.24. Definicié. Legyen A = (A; F') egy algebra, és legyen p egy ekvivalenciareldcié az A halmazon. Azt mondjuk, hogy
p kongruenciareldcidja (vagy roviden kongruencidja) az A algebranak, ha minden f € F (n-vdltozds) miivelet és
tetszoéleges a1, asg, ..., a,,b1,ba,...,b, € A elemek esetén

(a1pby és agpby és ... és appb,) = f(a1,aa,...,an)pf (b1,ba, ..., by).

1.25. Definicié. Legyen A = (A; F) egy algebra, és legyen C egy osztalyozas az A halmazon. Azt mondjuk, hogy C
kompatibilis osztdlyozds az A algebran, ha minden f € F (n-vdltozdés) miivelet és tetszoleges Cy,Cs,...,C, € C
osztalyok esetén létezik egy olyan (egyértlemiien meghatarozott) D € C osztaly, amelyre

{f(e1,ca,...,cn):c1 €C1,c0€Coy ... en €Cr}t CD.

1.26. Allitas. Tetszbleges A algebra és tetszéleges A-n értelmezett p ekvivalanciareldcié esetén p akkor és csak akkor
kongruencidja A-nak, ha a hozzd tartozé A/p osztdlyozds kompatibilis osztalyozdsa A-nak.

1.27. Példa. Az egész szamok gyfiriijén (vagy barmely integritdstartomanyon) az apb <= m | a — b képlettel definidlt
reldcié mindig kongruencia, és a megfelelé osztalyok a modulo m maradékosztélyok.

1.28. Definicié. Legyen p kongruenciareldcija az A algebrénak. Minden f € F (n-vdltozds) miivelet és tetszbleges
C1,Cy,...,C, € A/p osztalyok esetén jelolje fA4/7 (Cy,Cy,...,Cy) azt a D € A/p osztélyt, amelyre f (c1,ca,...,¢p) € D
minden ¢; € C; esetén. Ekkor az A/p halmaz az 47 (f € F) miiveletekkel egy algebrat alkot, amelyet az A algebra p
szerinti faktoralgebrajanak nevezziik. Jelolés: A/p = (A/p; {fA/p fe F})

1.29. Megjegyzés. Az {f (c1,¢2,...,¢n):¢c1 € Cp, ca € Cy, ... ¢ € Cr} halmazt szokds f (Cq,Cs,. .., Cp)-nel jelolni
(komplexusmiivelet). Ez dltaldban nem egyezik meg az f2/7 (Cy,Ca, . .., Cy) halmazzal (de mindig részhalmaza neki).
Ezért félreértést okozhat, ha elhagyjuk a felsé indexet az f4/7 (Cy,Cs, ..., Cy,) jelolésben.
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1.30. Definicié. Az A és B algebrédk azonos tipusidak, ha miiveleteik kolesonosen egyértelmiien megfeleltethetéek
egymdsnak gy, hogy az egymdsnak megfeleld miiveletek valtozészama ugyanannyi. Ennek érzékeltetésére jelolje most F
a miiveleti jelek halmazat (nem pedig magukat a miiveleteket, mint eddig), és tetszéleges f € F miiveleti jelre legyen f*
és fB a megfeleld miivelet az A és a B algebraban. Ekkor tehat f4: A™ — A és f2: B® — B, ahol az n valtozészamot az
f miiveleti jel frja els. Igy tehdt A = (A; {fA :fe F}) és B = (B; {fB 1 fe F})

1.31. Megjegyzés. A fels6 indexeket nagyon gyakran lehagyjuk, ha a szovegkornyezetbdl kideriil, hogy melyik algebra
miiveletérdl van sz6 (példdul a csoport miiveletét dltalaban csak - jelsli).

1.32. Definicié. Legyenek A és B azonos tipusi algebrak. Azt mondjuk, hogy a ¢: A — B leképezés homomorfizmus
A-bol B-be, ha minden (n-vdltozés) f € F miiveleti jel és tetszbleges aj,as,...,a, € A elemek esetén

fA(alycLQa"'aan)SO = fB (a1§07a2907--~7an90)-
Ha ¢ sziirjektiv, akkor B homomorf képe A-nak. Az injektiv homomorfizmust bedgyazasnak, a bijektiv homomorfiz-
must tzomorfizmusnak nevezziik, az A — A izomorfizmusokat pedig A automorfizmusainak nevezziik. Ha létezik
A — A izomorfizmus, akkor A és B izomorf algebrék (jelolés: A = B).

1.33. Allitas. Homomorfizmusok (izomorfizmusok) szorzata is homomorfizmus (izomorfizmus), tovabbd izomorfizmus
inverze izomorfizmus.

1.34. Kovetkezmény. Egy A algebra 0sszes automorfizmusai csoportot alkotnak; ezt A automorfizmuscsoportjanak
nevezziik. Jelolés: Aut (A).

1.35. Allitas. Ha : A — B homomorfizmus, akkor Ay (azaz ¢ értékkészlete) részalgebrat alkot B-ben. S6t, tetszéleges
T C Aesetén [T)p = [Ty).

1.36. Allitas. Ha p kongruencija az A algebranak, akkor az A/p faktoralgebra homomorf képe A-nak az alabbi ter-
mészetes homomorfizmus mellett:
viA—Alp a— alp.

1.37. Definicié. A ¢: A — B homomorfizmus magjdn az aldbbi ker ¢ reldciét értjiik:

ker p := {(a1,a2) : a0 = asp} C A x A.

1.38. Tétel (homomorfiatétel). Ha ¢: A — B sziirjektiv homomorfizmus, akkor ker ¢ kongruencidja az A algebranak,
és A/ ker p = B.

1.39. Megjegyzés. Ha p: A — B (nem feltétleniil sziirjektiv) homomorfizmus, akkor a homomorfiatétel szerint A/ ker ¢
Ap < B. Tehdt a ¢: A — B homomorfizmusok megtaldldsahoz A faktoralgebréi és B részalgebrai kozott kell izomorfiu-
musokat keresniink.

1.40. Megjegyzés. A homomorfiatételt és a természetes homomorfizmust 6sszefoglalva elmondhatjuk, hogy a kongru-
encidk ugyanazok, mint a homomorfizmusok magjai, és a faktoralgebrak ugyanazok, mint a homomorf képek (izomorfia
erejéig).

Csoportok kongruencidi: normalosztd, faktorcsoport, konjugaldas

1.41. Allitas. Tetszbleges G csoport és p C G x G ekvivalenciareldcié esetén p akkor és csak akkor kongruencidja a (G;)
algebrdnak, ha p kongruencidja a (G; 51,7t ) algebrédnak. Hasonléan, csoporthomomorfizmus egységelemet egységelembe,
inverzet inverzbe visz.

1.42. Tétel. Legyen p kongruencidgja a G csoportnak, és legyen N az egységelem osztalya: N = 1/p = {a € G : 1pa}.
Ekkor N < G, tovabb4d minden g € G esetén g~'Ng C N. A p reldciét az N halmaz egyértelmiien meghatdrozza: minden
a,b € G esetén apb <= a 'beE N < ab-' € N < aN =bN <= Na = Nb.

1.43. Tétel. Barmely G csoport barmely N részcsoportjdra ekvivalensek az aldbbiak:
(1) Vg€ G: g~ Ng C N;
(2) Vge G: g"tNg = N;
(3) Yg € G: gN = Ng (vagyis az N szerinti bal oldali és jobb oldali mellékosztélyozas ugyanaz).

1.44. Definicié. Az eléz6 tételben leirt tulajdonsdgokkal rendelkezd részesoportokat normadlis részcsoportoknak vagy
normdalosztoknak nevezziik. Jelolés: N < G.
1.45. Tétel. Csoport kompatibilis osztalyozdsai éppen a normaloszték szerinti mellékosztédlyozasok.

1.46. Definicié. Az N < G normélosztéhoz (tartozé kongruencidhoz) tartozé faktoralgebrét G/N jelsli, és ezt a G
csoport N normdloszté szerinti faktorcsoportjanak nevezziik.
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1.47. Tétel. A G/N faktorcsoport valéban csoport. A faktorcsoportbeli szorzds igy fest: alN -bN = abN; a faktorcsoport
egységeleme: 1N = N;; a faktorcsoportbeli inverz: (aN) ' =a 'N.

1.48. Megjegyzés. Az [[.29] Megjegyzésben emlitettiik, hogy a faktoralgebra mfiveletei dltaldban nem egyeznek meg
a komplexusmiiveletekkel (utébbi adhat szlikebbb halmazt is, mint az el6bbi). Csoportoknél szerencsére megegyezik a
kettod: az aN és bN mellékosztdlyok komplexusszorzata ,teljesen kitolti” az abN mellékosztdlyt.

1.49. Példa. A legsziikebb normaloszté szerinti faktorcsoport G/ {1} = G, a legb6vebb normaéloszté szerinti faktorcsoport
pedig G/G = {1}. Minden 2 index{i részcsoport normdloszté (ilyenkor a faktorcsoport izomorf Zs-vel). Abel-csoportban
minden részcsoport normaloszto.

1.50. Definicié. Tetsz8leges G csoport és g € G elem esetén a »,: G — G, x +— g~ 'zg leképezést g-vel valé konjugdlds-
nak nevezziik. Ha a b € G elem megkaphaté az a € G elembdl egy alkalmas g € G elemmel valé konjugdlédssal, akkor azt
mondjuk, hogy b konjugdltja a-nak; ezt a tényt a ~ b jeloli. Tehdt a ~ b <= Jg € G: b= g~ 'ag.

1.51. Allitas. A 24 leképezés automorfizmusa G-nek. Az ilyen automorfizmusokat bels6 automorfizmusoknak nevez-
ziik. A bels6 automorfizmusok részcsoportot alkotnak az Aut (G) csoportban.

1.52. Allitdas. A ~ konjugaltsagi relacié ekvivalenciarel4cio.

1.53. Definicié. A konjugéltsagi relaciéhoz tartozo ekvivalenciaosztélyokat konjugdltosztdlyoknak nevezziik. Az a € G
elemet tartalmazé konjugdltsagi osztély: K¢ (a) ={b€ G :a~b} ={gtag: g € G}.

1.54. Tétel. Az S, szimmetrikus csoportban két permutdcié pontosan akkor konjugdlt, ha azonos a ciklusszerkezetiik
(azaz létezik olyan bijekci6 a ciklusaik kozott, hogy az egymésnak megfeleld ciklusok egyforma hossziak).

1.55. Tétel. Egy N < G részcsoport akkor és csak akkor normédloszts, ha eléall konjugdltsdgi osztalyok egyesitéseként.
Egy T C G részhalmazt tartalmazo legsziikebb norméloszté nem mas, mint [U e g 'Tg|, vagyis a T konjugaltjai ltal

generdlt részcsoport. Ezt nevezziik a T éltal generdlt normalosztonak.

1.56. Tétel. Normédlosztok metszete is norméloszté. Ha Ny, Ny < G, akkor Ny Ny = No Ny < G.

1.57. Megjegyzés. Egy csoport 0sszes normdlosztéi részbenrendezett halmazt alkotnak a tartalmazdsra nézve, amelyet a
csoport normdlosztohdlojanak neveziink. Az N1, No normaéloszték legnagyobb kozos alsé korldtja N1 A Nog = N3N No,
legkisebb kozos felsé korldtja pedig N1 V No = N1 Ns.

1.58. Definicié. A G csoportot egyszeri, csoportnak nevezziik, ha |G| > 2 és G-nek csak két normdlosztéja van: {1}
és G.

1.59. Tétel. Az Abel-csoportok kozott pontosan a primrendii ciklikus csoportok egyszertiek.

1.60. Tétel. Ha n > 5, akkor az A,, alternél6 csoport egyszerii.

1.61. Tétel. Ha n > 5, akkor az S,, szimmetrikus csoport egyetlen valédi nemtrividlis normadlosztéja A,,.

1.62. Definicié. A ¢: G — H csoporthomomorfizmus magjin a Kerp = {g € G:gp =15} < G normélosztét
értjiik.

1.63. Megjegyzés. Homomorfizmus magjat mér definidltuk kordbban (lasd az Definiciét). Csoportokndl a magot,
mint ekvivalenciareldciét az Tétel szerint meghatdrozza az egységelem ekvivalenciaosztalya. Ezért szokds csoportok
esetén magon egyszeriien csak ezt az osztalyt érteni: Ker ¢ = 1/ ker .

1.64. Tétel (csoportelméleti homomorfiatétel). Ha ¢: G — H sziirjektiv csoporthomomorfizmus, akkor Ker ¢ nor-
mélosztéja G-nek és G/ Kerp = H.

Gyiiritk kongruenciai: ideal, faktorgyiirii

1.65. Tétel. Legyen p kongruencidja az R gyfirtinek, és legyen I az additiv egységelem osztélya: I =0/p = {a € R : Opa}.
Ekkor I < R, tovdbbd minden r € R esetén rI,Ir C I. A p reldciét az I halmaz egyértelmilen meghatdrozza: minden
a,b € R esetén apb <= a—be l.

1.66. Definicié. Ha az I < R részgylirtire RI,IR C I, akkor azt mondjuk, hogy I idedlja az R gyfiriinek. Jelolés:
I < R. (Az RI,IR C I tulajdonsdgot szivd tulajdonsdgnak hivjdk, mert ez azt fejezi ki, hogy I magdba ,szippantja” a
szorzatokat: ha egy szorzat valamelyik tényezdje I-ben van, akkor a szorzat is I-be esik, még akkor is, ha a masik tényez6
I-n kiviil van. Ez nyilvan er6sebb tulajdonsdg, mint a szorzédsra valé zartsag.)

1.67. Tétel. Gytirti kompatibilis osztalyozdsai éppen az idedlok (mint additiv részcsoportok) szerinti mellékosztalyozdsok.
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1.68. Definicié. Az I < R idedlhoz (tartozé kongruencidhoz) tartozé faktoralgebrat R/I jeloli, és ezt az R gyliri I idedl
szerinti faktorgyurtgjének nevezziik.

1.69. Tétel. Az R/I faktorgylirli valéban gytirti. A faktorgytir{ibeli 6sszeadéds és szorzds igy festenek: (a + 1)+ (b+ 1) =
(a+b)+1és(a+1I)-(b+1I)=a-b+I;a faktorgylirii addiv egységeleme: 0+ I = I; a faktorgytiiriibeli additiv inverz:
—(a+1) = (—a) + I. Ha R egységelemes gyfirti, akkor R/I is az, és a multiplikativ egységeleme 1 + I.

1.70. Megjegyzés. Az Megjegyzés szerint a faktorgyiiriibeli tsszeadds megegyezik a komplexusosszeggel, viszont
az (a+ 1) (b+ 1) Cab+ I tartalmazds lehet valédi (lasd az Megjegyzést).

1.71. Példa. A legszitkebb idedl szerinti faktorgytirti R/ {0} = R, a legb&vebb idedl szerinti faktorgyliri pedig R/R = {0}.

1.72. Tétel. Tetszbleges R egységelemes gylirti esetén egy 1T' C R részhalmazt tartalmazoé legsziikebb idedl nem mdés,
mint az RT R halmaz &ltal generalt részcsoport, vagyis az dsszes r1t17] + - - - + rptyr), alaki véges dsszegek halmaza, ahol
neN, t; €T, r;,r; € R. Ezt nevezziik a T dltal generdlt idedlnak, és (T)-vel jeloljiik.

1.73. Definicié. Az egyetlen elemmel generdlt idedlokat foidedloknak nevezziik. Az a elem &dltal generdlt féidedlt (a)
jeloli.

1.74. Kévetkezmény. Ha R kommutativ egységelemes gyfirfi, akkor az a € R elem &ltal generalt {6idedl: (a) = Ra =
{ra:r € R}.

1.75. Példa. Barmely m € Z esetén (m) éppen m tobbszoroseibdl 4ll; az ehhez az idedlhoz tartozé kongruencia a modulo
m kongruencia, a megfelelé faktorgyfirti pedig Z/ (m) = Zy,.

1.76. Tétel. Idedlok metszete és Osszege is ideal: ha I, I, < R, akkor I; N[ < R és I1 + Is < R.

1.77. Megjegyzés. Egy gylirii osszes idedljai részbenrendezett halmazt alkotnak a tartalmazdsra nézve, amelyet a gy{irii
idedlhalojanak neveziink. Az I, I idedlok legnagyobb kézos alsé korlatja 17 A ls = 17 N I, legkisebb kozos felsd korldtja
pedlg Il V IQ = Il + 12.

1.78. Definicié. Az R gyfirlit egyszeri, gytirimek nevezziik, ha |R| > 2 és R-nek csak két idedlja van: {0} és R.

1.79. Tétel. A kommutativ egységelemes gyfiriik kozott pontosan a testek egyszeriiek.
1.80. Tétel. Tetszbleges K test és n € N esetén a K™*" métrixgylirli egyszerii.

1.81. Tétel (Wedderburn). Ha R véges egységelemes egyszerii gyliri, akkor van olyan K véges test és n természetes
szam, hogy R = K™*"™,

1.82. Definicié. A ¢: R — S gytirthomomorfizmus magjin a Kero = {r € R:rp =0s} < R idedlt értjiik.
1.83. Megjegyzés. A mag fogalméval kapcsolatban itt is az a kettdsség figyelheté meg, mint csoportok esetén (lasd az

Megjegyzést). Minden gyfirlthomomorfizmus egytttal homomorfizmus a két gyfiri additiv csoportja kozstt is, és a
,csoportelméleti mag” megegyezik a ,,gylirlielméleti maggal”.

1.84. Tétel (gyiiriielméleti homomorfiatétel). Ha p: R — S sziirjektiv gyfirtthomomorfizmus, akkor Ker ¢ idedlja R-nek
és R/Kerp = S.

Direkt szorzat

1.85. Definici6. Legyenek Aj,..., A, azonos tipusu algebrék (F' miivelethalmazzal). Minden (n-véltozés) f € F miive-
letre (pontosabban miiveleti jelre) értelmezziik az f41* A miiveletet az A; x --- x A, halmazon a kovetkezSképp:

Rt (@ el @ M) = (@Y™, ™)) (@Y e Ay,

Ekkor az Ay x --- x Ay halmaz az f41 % X4 (f € F) miiveletekkel egy algebrét alkot, amelyet az A1, ..., A, algebrak
(kiilsd) direkt szorzatanak neveziink. Jelolées: A; X -+ X A = (A1 X o X Ap; {fAlX”'XAk :f e F})

1.86. Megjegyzés. Végtelen sok algebra direkt szorzata hasonléan definidlhatd.
1.87. Példa. Ha Ay = (Aq;*1) és Ay = (Ag;x9) grupoidok, akkor direkt szorzatuk A; X As = (A X Ag;x), ahol a x

mfiivelet az aldbbi médon értelmezziik:
!/ !/ / !/ !/ !
(a1,a2) * (a7,a9) = (a1 *1 a7, as *2 aj) (a1,a] € A1, ag,a5 € As).

1.88. Definicié. Az A algebra direkt felbonthato, ha léteznek olyan legaldbb kételemii Aj, Ay algebrak, amelyekre
A~ Al X AQ.


SZTE
Kiemelés

SZTE
Kiemelés

SZTE
Kiemelés

SZTE
Kiemelés

SZTE
Kiemelés


ABSZTRAKT ALGEBRA [§

1.89. Allitds. Az A; x --- x A, direkt szorzatnak mindegyik A; tényez6é homomorf képe.

1.90. Teétel. Tetszdleges G és G, ..., G csoportok esetén G = G X --- X Gy akkor és csak akkor teljesiil, ha léteznek
olyan Ny,..., N < G részcsoportok, amelyekre

(b) G minden eleme egyértelmiien felirhaté ny - ... - ny alakban, ahol n; € N; (i =1,...,k);

(c) minden 1 <i < j <késn; €N;, nj €N, esetén n; - nj = n; - n,.

1.91. Tétel. Tetszbleges G és Gy, ..., Gy csoportok esetén G = G X --- x Gy, akkor és csak akkor teljesiil, ha léteznek
olyan Ny,..., N; < G normélosztok, amelyekre

(b) G=Ny-...- Ng;

(C) Ni N (N]_ ° 500 'Ni—l . Ni-l—l ® 500 Nk) = {1} minden 1 < ) < k esetén.

1.92. Definicié. Ha az el6z6 tétel feltételei teljesiilnek, akkor azt mondjuk, hogy a G csoport az Ny, ..., Ni normélosztoi-
nak (belsé) direkt szorzata.

1.93. Tétel. Tetszoleges R és Ry, ..., Ry gyliriik esetén R = Ry X - -+ X Ry, akkor és csak akkor teljesiil, ha léteznek olyan
I,...,I; < R részgytiriik, amelyekre

(b) R minden eleme egyértelmiien felirhaté a; + - - - + ay, alakban, ahol a; € I; (1 =1,...,k);

(c) minden 1 <i<j<késa; €I;a; €ljeseténa, -a; =a;- a; =0.

1.94. Tétel. Tetszoleges R és Ry, ..., Ry gyliriik esetén R = Ry X - - - X Ry, akkor és csak akkor teljesiil, ha léteznek olyan
Ii,...,I; < R idedlok, amelyekre

(a) LR (i =1,...,k);

(b) R=I11+--+ Ij;

(¢) NIy +--++ 114+ Iiy1+ -+ 1) = {0} minden 1 < i < k esetén.

1.95. Definicié. Ha az eléz6 tétel feltételei teljesiilnek, akkor azt mondjuk, hogy az R gylirii az I, ..., I} idedljainak
(belsd) direkt dsszege.

1.96. Tétel. Két véges ciklikus csoport direkt szorzata akkor és csak akkor ciklikus, ha a két csoport elemszama relativ
prim: C, x Cp,, = Cpyy <= n L m. Kovetkezésképp minden véges ciklikus csoport eléall primhatvényrendii ciklikus
csoportok direkt szorzataként. A primhatvanyrendii ciklikus csoportok mar direkt felbonthatatlanok.

1.97. Tétel (a véges Abel-csoportok alaptétele). Minden véges Abel-csoport el8éll primhatvanyrendti ciklikus csoportok
direkt szorzataként. Ez az el6allitds a tényezék sorrendjétél (és izomorfidtol) eltekintve egyértelmdi.

1.98. Tétel. Ha n és m relativ prim, akkor a Z,, X Z, éS Zuy,, gytiriik izomorfak. Kovetkezésképp, ha n primhatvinytényezds
felbontdsa n = pi* - ... pi*, akkor Z, = szln X - X Zpgk. A Zpe alaki gyfirtik mér direkt felbonthatatlanok.

2. Csoporthatasok, Sylow-tételek

Csoporthatds, pdlya, stabilizator

2.1. Definicié. Legyen G = (G;-,1,71) egy csoport és Q) egy nemiires halmaz. Minden g € G és w € Q esetén jeloljiink
ki egy we g e Q elemet (vagyis egy Q x G — Q leképezést adunk meg) ugy, hogy

(a) Vg,h € G Vw € Q: (weg)eh =we (gh);

(b) VweN:wel =w.
Ekkor azt mondjuk, hogy a G csoport (jobbrél) hat az 2 halmazon.

2.2. Megjegyzés. Tekintsiik a G csoport hatdsat az 2 halmazon a fenti definicié szerint. Tetszbleges g € G esetén
legyen my: 2 — Q, w— weg a g elem &ltal indukalt leképezés az €2 halmazon. A csoporthatds definiciéjabdl levezethetd,
hogy 7, permutécidja Q-nak (hiszen van inverze, mégpedig my-1), és my, = mym, minden g,h € G esetén. Tehdt a
p: G — Sq, g — m, leképezés csoporthomomorfizmus. Forditva, minden ¢: G — Sq homomorfizmus megfelel egy
csoporthatdsnak. Ennek megfelel6en beszélhetiink a hatds magjarol: a magban azok a g € G elemek vannak, amelyekre
weg=w minden w € Q esetén. Ha ker ¢ = {1} (azaz ¢ injektiv homomorfizmus), akkor azt mondjuk, hogy a hatds hi .

2.3. Példa. Az S, csoport természetes médon hat az {1,...,n} halmazon. A D, csoport hat a szabdlyos n-szog
csicsain (oldalain), ezeket megszdmozva pedig az {1, ...,n} halmazon is. A kocka forgdscsoportja hat a kocka csicsainak
(éleinek, lapjainak) halmazdn. Az R™ halmazon hat az R* csoport (skaldrral val6 szorzés) és a GL,, (R) csoport (linedris
transzformaciok).
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2.4. Példa. Tetszbleges G csoport hat sajét magdn (vagyis az @ = G halmazon) jobbszorzdsokkal: w e g = wg. Ez a
hatds hii, és ebbdl a ténybdl kovetkezik a Cayley-féle reprezentacios tétel.

2.5. Példa. Tetszoleges G csoport hat sajit magén (vagyis az 2 = G halmazon) konjugéldsokkal: w e g = g lwg.

Ennek a hatdsnak a magja mindazon elemekbdl dll, melyek a csoport ¢sszes elemével felcserélhetéek. FEzt a részcso-
portot (ami normadloszté is, hiszen egy homomorfizmus magja) a csoport centrumdnak nevezzik. Jelolés: Z(G) =
{g € G : ag = ga minden a € G esetén}.

2.6. Allitas. Ha a G csoport hat az Q halmazon, akkor az o ~ 3 <= Jg € G: o e g = 3 képlettel definidlt ~ reldcio
ekvivalenciareldcié az (2 halmazon.

2.7. Definicié. A fenti allitdsban szerepld ekvivalenciareldcidhoz tartozé ekvivalenciaosztdlyokat a csoporthatds pdlydi-
nak nevezziik.

2.8. Definicié. Tetszbleges g € G és w € ) esetén w stabilizdtora az w-t fixen hagy6 csoportelemek halmaza:
Stab(w) ={g € G:weg=w}.

2.9. Tétel. Hasson a G csoport az € halmazon.

(1) A stabilizdtorok részcsoportok: Stab(w) < G minden w € 2 esetén.

(2) Azonos pélydn 16v6 elemek stabilizdtorai konjugdltak: Stab(w e g) = g~! Stab(w)g minden w € Q és g € G esetén.

(3) Két csoportelem akkor és csak akkor esik ugyanabba a Stab(w) szerinti jobb oldali mellékosztalyba, ha ,ugyanoda
viszik” az w elemet: we g =w e h <= Stab(w)g = Stab(w)h minden w € Q és g, h € G esetén.

(4) A palya mérete megegyezik a stabilizdator indexével: [{weg: g€ G} = [G: Stab(w)] minden w € Q esetén.
Kovetkezésképp, ha G véges, akkor minden palya mérete osztéja G rendjének.

2.10. Tétel (Pdlya—Redfield-médszer). Hasson a G véges csoport a véges € halmazon, és minden g € G esetén jelolje
c(g) a my permutécié ciklusainak szdmdt (a fixpontokat is beleértve). Szinezziik ki az Q halmazt k szinnel ugy, hogy
két szinezést nem tekintiink lényegesen kiilonbozének, ha valamely G-beli elem egymésba viszi 6ket. Ekkor a lényegesen
kiilonbo6z6 szinezések szama
1
— ke(9)
P>

geqG

2.11. Példa. Legyen p primszam és szinezziik a szabdlyos p-szog csucsait k szinnel gy, hogy a forgatédssal egymédsba vihetd
szinezéseket nem kiilonboztetjiik meg. Ekkor a lényegesen kiilonboz6 szinezések szdma % KP4+ (p—-1k) = k—i—% (kP — k).
Ebbdl kovetkezik, hogy p | kP — k (kis Fermat-tétel).

2.12. Példa. A kocka lapjait i (kG + 3kt + 123 + 8k2) kiilonb6z6 médon lehet k& szinnel szinezni, ha az egymaésba
forgathaté szinezéseket nem kiilonboztetjiik meg.

Sylow-tételek, kis elemszamu csoportok

2.13. Tétel (Cauchy tétele). Ha a p primszam osztja a véges G csoport rendjét, akkor G-ben van p-edrendii elem.

2.14. Tétel (Sylow-tételek). Legyen a p primszam kitevéje a véges G csoport elemszdméban k azaz |G| = p* - m, ahol
ptm. A G csoport p* rendii részcsoportjait Sylow-részcsoportoknak nevezziik.

(1) Minden i < k esetén van G-nak p’ rend{i részcsoportja. Ha i < k, akkor minden p® rendfi részcsoport benne van
egy p't! rendii részcsoportban.

(2) Létezik p-Sylow részcsoport, és minden p-hatvany rend{i részcsoport benne van egy p-Sylow részcsoportban.

(3) A p-Sylow részcsoprtok egymads konjugdaltjai.

(4) Jelolje ny, a p-Sylow részcsoportok szamat. Ekkor n, =1 (modp) és n, | m.

2.15. Kovetkezmény. A G-beli p-Sylow részcsoportok izomorfak egymédssal. Akkor és csak akkor van normalis p-Sylow
részesoport, ha csak egyetlen p-Sylow részcsoport van.

2.16. Tétel. Ha p primszam, akkor minden p? rendii csoport Abel-csoport. Kovetkezésképp izomorfia erejéig csak kétféle
p? rend{i csoport létezik: Zy2 és Z, X Zy.

2.17. Tétel. Ha p primszdm, akkor izomorfia erejéig csak kétféle 2p rendii csoport létezik: Zs, és D,. (A p = 2 esetben
Dy =2V értendd.)

2.18. Kévetkezmény. A legfeljebb 11 rend{i csoportok izomorfia erejéig a kovetkezdk: Zg; Zs; Z4,Z3; Zs; Ze, D3; Zr;
Zg, Ly X L, L3, D4, Q; Lo, Z3; Lo, Ds; Zn1.
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3. Integritastartomanyok

Hanyadostest

3.1. Tétel. Legyen R = (R,+,0,—,+,1) integritdstartomdny, és értelmezziik az R x (R\ {0}) halmazon a @& és ®
miiveleteket, valamint a ~ reldciét a kovetkezoképpen:

(a,b) @ (c,d) := (ad + be, bd) (a,b) ~ (c,d) €L ad = be.

(a,b) ® (¢,d) := (ac,bd),

Ekkor ~ ekvivalenciareldcié, ami kompatibilis a & és © miiveletekkel, vagyis kongruencidja az (R x (R\ {0});®,®)
algebréanak; legyen Qg a megfelels faktoralgebra. A Qg algebra a kovetkezd tulajdonsdgokkal rendelkezik:

(1) Qg test, amelyben az (a,1) alaki elemek egy R-rel izomorf részgyfiriit alkotnak;
-1
(2) Qg minden eleme el6dll ,két R-beli elem hényadosaként”, azaz (a,1) ® (b,1) ~ alakban;
(3) ha K egy tetszbleges test, ami részgyliriiként tartalmazza R-et (vagy egy R-rel izomorf gyfirtit), akkor K-nak van
Q p-rel izomorf részteste.

3.2. Definicié. A fent megkonstrudlt Qg testet az R integritdstartomdny hdnyadostestének nevezziik.

3.3. Példa. Az egész szamok gyftiriijének hanyadosteste a raciondlis szamok teste: Q7 = Q. Egy T test feletti polinom-
gyfirti hdnyadosteste a T feletti raciondlis tortek teste: Qpp,) = T ().

3.4. Megjegyzés. A tételben szerepld harmadik tulajdonsig igy is megfogalmazhaté: ha K egy test, és p: R — K

bedgyazéds (azaz injektiv gytirfthomomorfizmus), akkor 3: Qg — K, (a,1) ® (b,1)  — (ayp) (bp) ™" is bedgyazds. Ha az
(a,1) € Qr elemet azonositjuk az a € R elemmel, azaz R-et Qg részgylirijének tekintjiik (a tételbeli elsé tulajdonsdg
miatt ezt megtehetjiik), akkor @ kiterjesztése p-nek: (a,1)p = ap = (a,1)p. Tehdt R barmely testebe torténd bedgyazasa
kiterjed @Qpg-nek ugyanabba a testbe torténd bedgyazasava.

3.5. Kovetkezmény. Minden integritdstartomény bedgyazhaté testbe. Izomorfia erejéig egyetlen olyan minimélis K test
létezik, amibe R bedgyazhaté (a minimalitds azt jelenti, hogy K-nak egyetlen valédi résztestébe sem dgyazhaté be R).
Ez a K test izomorf R hanyadostestével.

Gauss-gyiiriik

A kovetkezékben R = (R, +,0, —, -, 1) mindig tetszbleges integritdstartomanyt jelsl.

3.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a € R elem osztdja a b € R elemnek, ha létezik olyan ¢ € R, amelyre b = ac.
Jelolés: a | b.

3.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a és b elemek asszocidltak, ha a | b és b | a. Jelolés: a ~ b.
3.8. Definicié. Az u € R elemet egységnek nevezziik, ha u | 1 (azaz u ~ 1). Az egységek halmazat R* jeloli.

3.9. Allitas. Az oszthat6sagi és asszocidltsagi reldcio, valamint az egységek minden integritdstartomanyban rendelkeznek
a szokésos tulajdonssgokkal. gy példgul (R*;-) csoportot, és két elem akkor és csak akkor asszociélt, ha egymastdl csupdn
egység tényezbben kiillonboznek. Az oszthatdsdg reflexiv és tranzitiv, valamint ,asszocidltsdg erejéig” antiszimmetrikus.
Tehat ha az oszthatésdgi relaciot az asszocidltsdgi osztdlyok halmazan értelmezziik, akkor egy (R/ ~;|) részbenrendezett
halmazt kapunk, amelynek legkisebb eleme 1/~ = R*, legnagyobb eleme pedig 0/~ = {0}.

3.10. Definicié. A d € R elemet az a és b elemek legnagyobb kozds osztojanak nevezziik, ha kielégiti a kovetkezd két
feltételt:

(1) d|aésd]|b;

(2) VkeR:(k|aésk|b) = k|d.
A t € R elem legkisebb kozds tobbszorose a-nak és b-nek, ha kielégiti a kovetkezd két feltételt:

(1) a|teésb]|t;

(2) VkeR:(a|keésh|k) = t]k.

3.11. Allitas. A legnagyobb kozos oszt6 és a legkisebb kozos tobbszoros asszocidltsag erejéig egyértelmiien meghatsrozott,
és a szokdsos tulajdonsagokkal rendelkezik (ha létezik egyaltaldan). Az (R/~;|) részbenrendezett halmazban a/ ~ és
b ~ legnagyobb kozos alsé korlatja Inko (a,b) ~, legkisebb kozos fels6 korlatjuk pedig lkkt (a,b) ~ (amennyiben létezik
Inko (a, b) és 1kkt (a, b)).
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3.12. Definicio. Azt mondjuk, hogy a p € R elem irreducibilis, ha nem nulla és nem egység, és csak igy bonthaté két
elem szorzatdra, hogy az egyik tényezd asszocialt p-hez. (Ekkor a mésik tényezd szitkségképpen egység; ilyenkor trividlis
faktorizdciorol beszélink.) Formadlisan:

px0,1 és Va,bER:p=ab = (p~avagyp~Db).

3.13. Definicié. Azt mondjuk, hogy a p € R elem prim, ha nem nulla és nem egység, és valahdnyszor osztéja egy
szorzatnak, mindannyiszor osztéja a szorzat egyik tényezdjének. Formélisan:

px0,1 és Va,beER:p|lab = (p|avagyp|b).

3.14. Teétel. Minden integritdstartomédnyban a prim elemek irreducibilisek.

3.15. Tétel. Ha az R integritdstartomdnyban barmely két elemnek létezik legnagyobb kozos osztéja, akkor R-ben minden
irreducibilis elem prim.

3.16. Példa. A Z[V/-5] = {a+byv/=5:a,bc Z} integritdstartomdnyban az a = 6 és b = 2 + 2/=5 elemeknek
nem létezik legnagyobb kozos osztéja. (Asszocidltsdg erejéig hdrom kozos osztéjuk van: 1, 2 ésl + /=5, de ezek
kozott nincs legnagyobb az oszthatdsdg szerinti részbenrendezésben.) A Z[y/—5] gyliriben 2 irreducibilis, de nem prim:

2| (1+v/=5)(1—+v=5),de2f1++/=58és2¢1—+/—5.

3.17. Definicio. Gauss-gytrinek nevezziik az olyan integritdstartomdnyokat, amelyekben minden a nulldtdl és az
egységektol kiilonbozd elem irreducibilis elemek szorzatdra bomlik, és ez a felbontds a tényezbk sorrendjétol és asszoci-
altsdgtol eltekintve egyértelmii. Tehdt az R integritdstartomany Gauss-gyfirti, ha minden a € R (a # 0,a » 1) esetén
léteznek olyan pq,...,p, € R irreducibilis elemek, amelyekre a = p; - ... - p,; tovdbbd amennyiben a = ¢q; - ... ¢ €gy
mdsik irreducibilis faktorizdcio, akkor n = m, és létezik olyan 7 € S,,, amelyre p; ~ ¢;r (i=1,...,n).

3.18. Példa. Az egész szamok gylirfije, a Gauss-egészek gyliriije, és barmely test feletti polinomgyfirti Gauss-gy{irii. (A
testek is Gauss-gytliriik: a definicié iiresen teljesiil rdjuk.)

3.19. Tétel. Legyen R Gauss-gytirfi, és legyen a,b € R irreducibilis felbontdsa a ~ p{* -...-p&n és b~ pi-...-pPr. (Az
«;, B; kitevok nemnegativ egész szdmok; ha valamelyik p; csak a vagy csak b felbontdsdaban szerepel, akkor a mésikban 0
kitevvel vessziik.) Ekkor teljesiilnek az aldbbiak:

D alb<= o;<B; (i=1,...,n);

(2) Inko (a,b) ~ p;nin(alaﬁl) . p?iﬂ(amﬁn);

(3) Ikkt (a b) ~ pflnax(alﬂl) . .pzﬂax(anﬂn)

, .
3.20. Definicié. Az (A; <) részbenrendezett halmaz teljesiti a leszdllolanc-feltételt, ha A-ban nem létezik végtelen
szigordan csokkend sorozat, azaz nem léteznek olyan ai,as,... € A elemek, amelyekre a; > as > ---. Madsképpen
fogalmazva, minden csokkend sorozat elébb-utébb stabilizdlédik: ha ay > ag > -+, akkor ay = agy1 = --- valamely k

természetes szdmra. Hasonléan definidlhaté a felszallolanc-feltétel is.

3.21. Tétel. Tetszoleges R integritdstartomany esetén ekvivalensek az aldbbiak:
(1) R Gauss-gyfir;
(2) az (R/~;|) részbenrendezett halmaz teljesiti a leszdll6lanc-feltételt, és R-ben barmely két elemnek létezik leg-
nagyobb kozos osztéja;
(3) az (R/~;|) részbenrendezett halmaz teljesiti a leszallélanc-feltételt, és R-ben minden irreducibilis elem prim.

3.22. Tétel. Ha R Gauss-gyliril, akkor R [z] is az.

3.23. Kovetkezmény. Ha K test, akkor K [z] és K [z,y] = K [z] [y] Gauss-gyfirtik (és hasonléan K [z1,...,z,] is minden
n természetes szamra). Az egész egylitthatés polinomok Z [z] gyfirtije is Gauss-gyfirti.

Foéidealgyiiritk

3.24. Allitas. Bsarmely a,b € R esetén érvényesek az aldbbi ekvivalencidk:

(1) a]b <= (a) 2 (b);

(2) a~b = (a) = (b);

3) a~1 < (a) =R.
3.25. Kovetkezmény. Az a,b € R elemeknek a d € R elem akkor és csak akkor legnagyobb kozos osztéja, ha (d) a
legsziikebb olyan f6idedl, ami tartalmazza (a)-t is és (b)-t is.

3.26. Megjegyzés. A legsziikebb idedl (nemcsak a féidedlok, hanem az dsszes idedlok kozott), ami tartalmazza (a)-t és
(b)-t is, nem mds, mint (a) + (b) (ez az idedlhalébeli egyesités, 1ldsd az Tételt és az Megjegyzést). Csakhogy
{(a) + (b) nem biztos, hogy 6idedl, és az sem biztos, hogy létezik Inko (a, b).
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3.27. Definicié. Az R integritdstartomdnyt féidedlgytirinek nevezziik, ha minden idedlja féidedl, azaz minden I <1 R
idedlhoz létezik olyan a € R elem, amelyre I = (a).

3.28. Allitas. Foideslgyfirtiben barmely két elemnek létezik legnagyobb kozos osztéja (és igy legkisebb kozos tobbszorose
is), és az el6all a két elem |, linedris kombindcidjaként”: Va,b € R Jz,y € R: ax + by ~ lnko (a, b).

3.29. Kovetkezmény. Foideslgyiiriiben az ax + by = ¢ ,diofantoszi egyenletnek” akkor és csak akkor van megoldésa,
ha lnko (a,b) | c¢. Az dltaldnos megoldds ugyanigy kaphaté meg egy partikuldris megolddsbdl, mint az egész szdmok
gyfirtijében.
3.30. Definicié. Az R integritdstartomdnyt euklideszi gytriinek nevezziik, ha létezik olyan ||| : R — No, a — ||a]]
leképezés (igynevezett euklideszi norma), amire teljesiilnek az aldbbiak tetszéleges a € R és b € R\ {0} esetén:

(a) la|| =0 <= a=0;

(b) alb = llal <bll;

(¢) dg,r € R:a=bg+rés|r] <|b].

3.31. Tétel. Minden euklideszi gyfiri féidedlgyirii.

3.32. Megjegyzés. A tétel megforditdsa nem igaz: létezik olyan féidedlgyfiri, amely nem euklideszi. Ilyen példaul a
Zlw] ={a+bw:a,beZ} gyliri, ahol w = HT\/T%.

3.33. Kovetkezmény. Az egész szamok gyfiriije, minden test feletti polinomgyfirti, valamint a Gauss-egészek gyfiriije
féidedlgyfirii.

3.34. Tétel. Minden f6idedlgyiirii Gauss-gyfirii.

3.35. Megjegyzés. A tétel megforditdsa nem igaz: létezik olyan Gauss-gyliri, ami nem féidedlgyfir{i. Ilyenek példdul a
Z[x] és K [z,y] gyliriik (tetszleges K test esetén).

3.36. Kovetkezmény. Az egész szamok gyfiriije, minden test feletti polinomgyfir{i, valamint a Gauss-egészek gyfiriije
Gauss-gyfiri.

3.37. Tétel. Ha R féidedlgyfiirli és m € R\ {0}, akkor az R/ (m) faktorgytirii akkor és csak akkor test, ha m irreducibilis.

4. Testbovitések, Galois-elmélet

Testbovitések fajtai

4.1. Definicié. Ha a K test részteste az L testnek, akkor azt mondjuk, hogy L testbovitése K-nak, és ezt igy jeloljiik:
L | K (14sd az Definiciét). Az Ly | K és Ly | K testbdvitések izomorfak, ha létezik olyan ¢: L1 — Lo izomorfizmus,
amelynek K-ra valé megszoritdsa identikus (azaz ap = @ minden a € K esetén).

A tovdbbiakban — hacsak mdst nem mondunk — L | K mindig egy tetszbleges testbvitést jelsl.

4.2. Definici6. Tetszbleges ¥ € L esetén jelolje Iy mindazon f € K [z] polinomok halmazdt, amelyeknek ¥ gyoke:
Iy ={f € K|z]: f(¥) =0}. Ha Iy = {0}, akkor azt mondjuk, hogy ¥ transzcendens K felett, ellenkez esetben pedig
azt mondjuk, hogy ¥ algebrai K felett. Konnyen ellendrizhetd, hogy Iy < K [z] (HF), és mivel K [z] féidedlgyfirii,
Iy féidedl. Ezért, ha o algebrai K felett, akkor létezik egy olyan egyértelmfien meghatdrozott my x € K [z] fépolinom,
amelyre Iy = (my k). Ekkor tehat minden f € K [z] esetén f(¥) =0 <= my x | f. Az my k polinomot a ¥ elem
K feletti minimdlpolinomjdanak, my kg gyokeit pedig a 9 elem K feletti konjugdltjainak nevezziik. Ha L minden
eleme algebrai K felett, akkor azt mondjuk, hogy L | K algebrai testbovités, ellenkezd esetben pedig transzcendens
testbovitésrol beszéliink.

4.3. Példa. A C | Q testbovités algebrai elemeit algebrai szdmoknak, transzcendens elemeit pedig transzcendens
szamoknak nevezzik.

4.4. Allitas. Barmely 9 € L algebrai elem esetén my, i irreducibilis K felett. Forditva, ha f € K [z] irreducibilis K felett
és f(¥9) =0, akkor f ~ my k.

4.5. Definici6. Tetszbleges T' C L halmaz esetén K [T jeloli a K U T halmaz &ltal generalt részgytiriit, és K (T') jelsli
a K UT halmaz dltal generdlt résztestet L-ben. Ha T = {¢} egyelemfi halmaz, akkor egyszerfien csak K [J]-t és K (9)-t
frunk. A K () | K alak testb8vitésket egyszerti testbdvitéseknek nevezziik (1asd az[1.23] Definiciot és az[1.22] Tételt),
és azt mondjuk, hogy K () a ¥ elem K-hoz torténd adjungdldsdval keletkezik.
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4.6. Definicié. Ha L | K egy testbovités, akkor L vektortertet alkot K felett. Ha ez a vektortér véges dimenzids, akkor
azt mondjuk, hogy L | K végesfoku testbovités, és a dimy L dimenziét az L | K bdvités fokszamdnak nevezziik.
Jelolés: [L : K] = dimg L.

4.7. Tétel. Legyen m € K [x] irreducibilis n-edfoku polinom, és legyen L = K [z] / (m). Ekkor L test, amelyben a
konstans polinomok modulo m maradékosztalyai egy K-val izomorf résztestet alkotnak (K — L, a — a+ (m) bedgyazds),
tehdt tekinthetjiik tgy, hogy L bévitése K-nak. Ha az x + (m) € L elemet a-val jeloljiik, akkor L minden eleme
egyértelmiien eléall a,, 1" 1 + - +aja +ag (an_1,...,a1,a0 € K) alakban. Kovetkezésképp L = K [a] = K () és
[L: K] =n. Az o elem gydke az m polinomnak, tehdt mq x ~ m.

4.8. Tétel. Legyen L = K (U) egyszerii algebrai b6vitése K-nak, és legyen az m = my g polinom fokszdma n. Ekkor az
L | K bbvités izomorf a K [z] / (m) | K bbvitéssel, és igy [L : K] = n.

4.9. Tétel. A K (x) | K bOvités egyszerll transzcendens bévités. Forditva, ha L = K () egyszer{i transzcendens bévitése
K-nak, akkor az L | K bovités izomorf a K (x) | K bovitéssel, és [L : K] = co.

4.10. Tétel. Legyenek L | K és M | L végesfoku testbévitések (tehdt K < L < M), és legyen aq,...,ap bézisa az gL
vektortérnek, £, ..., B pedig legyen egy bézisa az M vektortérnek. Ekkor a;3; (i =1,...,¢, j =1,...,m) bézisa az
Kk M vektortérnek. Kovetkezésképp [M : K| =[M :L]-[L: K]=m-/.

4.11. Tétel. Minden végesfoki bdvités algebrai. Nulla karakterisztikdju testek (pl. szdmtestek) esetén minden végesfoki

bévités egyszerli algebrai bovités: ha char K = 0 és [L: K| < oo, akkor létezik olyan ¢ € L primitiv elem, amelyre
L=K(9).

4.12. Tétel. Minden testbévitésben az algebrai elemek résztestet alkotnak. Igy példdul az algebrai szdmok is testet
alkotnak (ldsd a [4.3] Péld4t).

4.13. Definicié. Ha egy L testre teljesiilnek az aldbbi (egymdssal ekvivalens) feltételek, akkor azt mondjuk, hogy L
algebrailag zart.

(1) Minden nemkonstans L feletti polinomnak van gyske L-ben.

(2) Minden nemkonstans L feletti polinom elséfoki polinomok szorzatdra bomlik az L[z] polinomgytiriiben.

(3) A L test felett csak az els6foku polinomok irreducibilisek.
Azt mondjuk, hogy L algebrai lezdrtja K-nak, ha L algebrailag zart, és L | K algebrai bovités (jelolés: L = K).

4.14. Tétel. Minden K testnek létezik algebrai lezdrtja, és az K feletti izomorfia erejéig egyértelmii (vagyis ha Ly és Lo
is algebrai lezdrtja K-nak, akkor van olyan ¢: L1 — Lo izomorfizmus, amelynek K-ra valé megszoritdsa identikus).

4.15. Megjegyzés. Algebrailag zart testnek nincs valédi algebrai bévitése, tehdt K maximalis algebrai bévitése K-nak.
Maésrészt, K valddi résztestel mar nem lesznek algebrailag zartak, tehdat K minimélis algebrailag zdrt bovitése K-nak.
Meg lehet mutatni, hogy ezen két tulajdonsdg barmelyike jellemzi az algebrai lezartat.

4.16. Példa. Az algebra alaptétele szerint a komplex szdmok teste algebrailag zért. Mivel C | R algebrai (miért?), R = C.
Ebben nem az a ,plane”, hogy R-nek van algebrai lezdrtja, hanem az, hogy az algebrai lezdrt mindossze masodfoku bovités:
elég az 22 + 1 polinom egy gyokét adjungdlni, és mdris minden polinomnak lesz gyoke. A racionédlis szdmok testével mds
a helyzet: Q nem m4s, mint az algebrai szdmok teste (lasd a Példat), és Q | Q végtelen foki bévités (miért?).

Felbontasi test, véges testek

4.17. Definici6. Azt mondjuk, hogy L felbontdsi teste a nemkonstans f € K [x] polinomnak (K felett), ha f elséfoki
polinomok szorzatdra bomlik az L [z] polinomgyfir{iben, és az L testet K felett generdljak f gyokei. Formélisan: léteznek
olyan a1, ...,a, € L (nem feltétleniil kiilonbsz6) elemek, hogy

(@) fr(z—a1) .- (z—ay) és
(b) L =K (a1,...,0n).

4.18. Megjegyzés. A (b) feltétel azt jelenti, hogy f nem bonthaté linedris tényezdk szorzatdra L semmilyen valodi
résztestében, vagyis a K testet ,,épp csak annyira” bovitettiik ki, amennyire sziikséges.

4.19. Teétel. Minden polinomnak létezik felbontdsi teste, és az az alaptest feletti izomorfia erejéig egyértelmii. Az
egyértelmiiség precizebben {gy fogalmazhat6 meg: ha L és Ly is K feletti felbontédsi teste az f € K [z] polinomnak, akkor
létezik olyan ¢: Ly — Lg izomorfizmus, melynek K-ra valé megszoritdsa identikus.

4.20. Megjegyzés. Ha adott a K test K algebrai lezartja, akkor kénnyen megkaphatjuk egy f € K [x] polinom felbont&si
testét: mivel K algebrailag zdrt, f elséfoku polinomok szorzatdra bomlik K felett, azaz f ~ (x—aq) ... (x—ay)
alkalmas a1, ..., a, € K elemekkel. Ekkor f felbontési teste K (aq,...,apn).
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4.21. Tétel. Véges test elemszdma mindig primhatvény.
4.22. Lemma. Tetszoleges p primszam és 1 < k < p — 1 esetén (Z) oszthaté p-vel.
4.23. Kévetkezmény. Ha az L test karakterisztikdja p (primszdm), akkor minden n € N és a,b € L esetén
(a+b)F" =a”" +b".
4.24. Tétel. Minden p" primhatvény esetén létezik, mégpedig izomorfia erejéig egyetlen p™-elemii test, amelyet GF (p™)
jelol (itt GF az angol ,,Galois field” kifejezés roviditése).
4.25. Példa. Minden p primszdmra GF (p) = Z,,. A két legkisebb véges test, ami nem primtest: GF (4) = Zs [z] / (2 + 1)
6s GF(8) 2 Zy[a] / (2® +x + 1) 2 Zs [z] / (2 + 2 + 1).
4.26. Tétel. Véges test multiplikativ csoportja ciklikus: (GF (p")";-) & (Zpn—1;-).
4.27. Megjegyzés. Az n = 1 esetben a fenti tétel azzal ekvivalens, hogy létezik primitiv gyok modulo p.
4.28. Koévetkezmény. Minden p primszdm és n természetes szdm esetén létezik n-edfokd irreducibilis polinom Z,, felett.

4.29. Tétel. A GF (p") testnek minden d | n estén létezik egy és csak egy pP-elemii részteste (és ezeken kiviil mds
részteste nincs).

Geometriai szerkeszthetGség

Legyen adott a sitkon egy legaldbb kételemi H ponthalmaz, amelybdl kiindulva egy bizonyos pontot kell megszerkesz-
teniink a szokdsos euklideszi szerkesztési lépésekkel (ez a szerkesztési feladat). Valasszunk tetszilegesen O, E € H
pontokat, és vegyiik fel a sikon a valds és a képzetes tengelyt tigy, hogy O feleljen meg a 0-nak és F az 1-nek. Igy a sik
minden pontja egy komplex szdmnak felel meg, ezért ezentul a szerkesztési feladatra dgy gondolunk, hogy adott komplex
szadmokbdl kell egy kivant komplex szdmot megszerkeszteni. A H halmazba tartozé (pontoknak megfeleld) komplex
szamok és konjugdltjaik dltal generdlt K szdmtestet a szerkesztési feladat alaptestének nevezziik. Meg lehet mutatni,
hogy az alaptest nem fiigg az O és E pontok megvdlasztasatol. A kovetkezOkben K mindig a szerkesztés alaptestét jelenti.

4.30. Definicié. Az a komplex szamot K feletti négyzetgydokmennyiségnek nevezziik, ha o megkaphaté K elemeibdl
a négy alapmfivelet és négyzetgyokvonds véges szamu alkalmazdsaval.
4.31. Definici6. Az L | K testbovités egyszertt négyzetgydkbbvités, ha L = K (y/a) valamely a € K elemre. Az L | K
testbovités négyzetgyokbodvités, ha megkaphaté véges sok egyszerti négyzetgyokbdvités egymdsutdnjaként:
K=T,<Ty <---<T;=0L, ahol minden i-re T;11 =T; (/a;) és a; € T;.

4.32. Allitas. Négyzetgyokbovités foka mindig kettéhatvany. (Forditva ez dltaldban nem igaz, de normalis testbévitésekre
igen; ldsd a Definiciét.)
4.33. Tétel. Tetszoleges a komplex szdmra az aldbbiak ekvivalensek:

(1) « megszerkeszthetd (K-bol);

(2) « négyzetgyvkmennyiség K felett;

(3) « benne van K valamely négyzetgyokbévitésében.
4.34. Koévetkezmény. Ha o megszerkeszthetd, akkor « algebrai K felett, és m,, x foka kettéhatvény.

4.35. Megjegyzés. A fenti kovetkezmény megforditdsa nem igaz; példaul az z* + 7z + 7 polinom gyokei nem szerkeszt-
hetéek meg a K = Q alaptestbdl.

4.36. Teétel. Az o komplex szdm akkor és csak akkor szerkeszthetd meg a K alaptestbdl kiindulva, ha « algebrai K
felett, és mq, i felbontdsi testének foka kettéhatvény.

4.37. Definicié. Az n-edik kdrosztdsi polinom az a ®,, polinom, amelynek gyskei éppen a primitiv n-edik egységgyskok

(mindegyik egyszeres gyok):
o, = H (x—¢)= H (x —ep).

eecC* k=1,...,n
o(e)=n Inko(k,n)=1

4.38. Tétel. A korosztasi polinomok egész egyiitthatésak, és irreducibilisek Q felett. Csak primszdmokra kell bizonyitani.
4.39. Kovetkezmény. Ha e primitiv n-edik egységgyok, akkor m. g = ®s,.

4.40. Lemma. Ha szerkeszthetd szabalyos n-szog, akkor minden d | n esetén szerkeszthetd szabélyos d-szog is, és minden
k > 0 esetén szerkeszthetd szabalyos 2Fn-szog is. Ha szerkeszthetd szabalyos n-szog és m-szog, akkor szerkeszthetd
szabdlyos 1kkt (n, m)-szog is.

4.41. Tétel (Gauss—Wantzel-tétel). A szabdlyos n-szog akkor és csak akkor szerkeszthetd, ha az n primfelbontdsaban
felleps paratlan primek mind Fermat-primek, és mindegyik elsé hatvinyon lép fel, azaz n = 28 - p; - ... - p;, ahol k € Ny
és p1, ..., p: paronként kiilonb6z6 Fermat-primek.
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Galois-kapcsolatok és fogalomhalék

4.42. Definicié. Az U halmazon értelmezett lezdrdsi operdtoron olyan P (U) — P (U), A — A leképezést értiink,
amely rendelkezik az aldbbi harom tulajdonsdggal:

(a) monoton: AC B = A C B minden A, B C U esetén:;
(b) extenziv: A D A minden A C U esetén;

(c) idempotens: A =4 minden A C U esetén.
Ha A = A, akkor azt mondjuk, hogy A zdrt halmaz.

4.43. Allitas. Tetszbleges lezardsi operdtor esetén érvényesek az aldbbiak (minden A, B C U esetén):
(1) Azért < IBCU: A= B;
(

2)
(3) AU B az a legsziikebb zért halmaz, ami tartalmazza A-t és B-t;
4)

(

4.44, Példa.
(1) Ha A = (A; F) egy algebra, akkor P (A) — P(A), T — [T lezédrasi operdtor az A halmazon, és a zdrt hal-
mazok haldja nem mds, mint A részalgebrahdléja (lasd az Definiciét). Ennek a példdnak specidlis esetei a
részesoporthéldk, normalosztéhdlok, részgyliriihdlok, idedlhalok, résztesthélok.

A, B zart = AN B is zart;

a zdrt halmazok hélot alkotnak, amelyben ANB=ANBé AV B=AUB.

(2) Legyen U a sk (vagy a tér) pontjainak halmaza, és legyen A az A halmaz konvex burka. Ez egy lezdrasi operator,
amelynél a zart halmazok éppen a konvex halmazok.

(3) A sik (vagy a tér) pontjainak halmazén a topolégiai lezérds (torléddsi pontok hozzédvétele) is lezdrdsi operdtor;

itt a zdrt halmazok éppen a zdrt halmazok(!).

Legyen adott objektumok egy G halmaza (németiil Gegenstand) és tulajdonsagok (attributumok) egy M halmaza
(németiil Merkmal). Minden g € G és m € M esetén meg van hatdrozva, hogy g rendelkezik-e az m tulajdonsdggal.
Ezt egy I C G x M megfeleltetés irja le: (g,m) € I (vagy egyszeriibb jeloléssel gI'm) akkor és csak akkor teljesiil, ha g
rendelkezik az m tulajdonsaggal. A (G, M, I) hidrmast kontextusnak nevezzik.

Tetszoleges X C G és Y C M esetén legyen

X' =aX)={meM|Vge X :9Im} CM,

Y= )={9eG|¥meY : :gIm} CG.
Tehét o (X) mindazon tulajdonsdgok halmaza, amelyekkel X minden eleme rendelkezik, 8 (Y) pedig mindazon objek-
tumok halmaza, amelyek rendelkeznek az 6sszes Y-beli tulajdonsdggal. Az egyszerfiség kedvéért az X' = «(X) és
Y’ = B(Y) jelolést hasznaljuk; a szovegkornyezetbdl (remélhetdleg) kideriil, hogy melyik vesszd jelent alfat és melyik
bétat. (Pl ha X C G, akkor X" = a(B(a(X))) és ha ha Y C M, akkor Y = B(a(B(Y))).) Igy tehdt definial-

tunk egy a: P(G) - P(M), X — X' ésegy f: P(M) — P(G),Y — Y’ leképezést; ezt a leképezéspart nevezziik
Galois-kapcsolatnak.

4.45. Allitas. Tetszbleges X, X1, Xo C G ésY,Y1,Ys C M esetén teljesiilnek az aldbbiak:
(1) X1 CXy = X{2X,é6Y1CY, = Y/ DYy;
(2) X" 2X &Y' DY,
B) X"=X"éeY"=Y".

4.46. Kovetkezmény. A  kettévesszd” operdtorok: P (G) — P (G), X — X" illetve P (M) — P (M), Y — Y lezdrssi
operdtorok G-n illetve M-en. A megfelel$ zart halmazokat Galois-zart halmazoknak nevezziik.

4.47. Allitas. Tetsz6leges X C G és Y C M esetén
X Galoiszért — Y CM: X =Y";
Y Galois-zart <— IX CG:Y = X'.

4.48. Tétel. Legyen Lo a G halmaz Galois-zart részhalmazainak héléja, Ly, pedig az M halmaz Galois-zart részhal-
mazainak hdléja. Ekkor ¢: Lg — Ly, X +— X' és ¢: Lyy — Lg, Y — Y’ rendezésfordité bijekcidk (egymads inverzei).
Kovetkezésképp Lg izomorf Ly, dudliséval (,fejredllitottjdaval”).
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4.49. Megjegyzés. Mivel Lg és Ly; dudlisan izomorfak, lehet éket egy Hasse-diagramon dbrézolni tigy, hogy Lg Hasse-
diagramjdban az X € L¢ halmazt jelképezd ponthoz az (X,Y) cimkét irjuk, ahol Y = X’ (ekkor persze Y/ = X). Az ilyen
(X,Y) péart fogalomnak nevezzik; X a fogalom terjedelme (azon objektumok halmaza, amelyek az adott fogalomhoz
tartoznak), Y pedig a fogalom tartalma (a fogalomra jellemzd tulajdonsdgok osszessége). A fogalmak halmazan Lg-
bol (és Lps dudlisébol) adodik rendezés: (X7,Y7) < (X2,Ys) <= X; C Xy (<= Y1 D Y5); igy kapjuk a (G, M,I)
kontextushoz tartozé fogalomhdlot.

4.50. Példa. Legyen G rogzitett tipusu algebrék halmaza (pl. grupoidok), M pedig a tipusnak megfelel$ azonossa-
gok halmaza, és jelentse I azt, hogy az adott algebra teljesiti az adott azonossdgot. (Példaul (Zg,zy = yx) € I és
(V, 2% = yz) € I, de (Ss,zy =yx) ¢ I.) Ekkor egy X algebrahalmazra X’ mindazon azonossdgokat tartalmazza, ame-
lyeket X minden eleme kielégit, egy Y azonossighalmaz esetén pedig Y/ az Y-beli azonossigokat kielégitd 6sszes algebrak
halmaza. Példaul {(zy)z = z (yz),zy = yx} a kommutativ félesportok halmaza, {(zy)z = = (yz),zy = yz}" pedig az
Osszes olyan azonossagot tartalmazza, ami teljesiil minden kommutativ félcsoporton, vagyis az asszociativitds és a kom-
mutativitds kovetkezményeit (pl. (zy) (zz) = z (2 (yz))). Konny(i beldtni, hogy minden azonosség ,6roklodik” részalgeb-
rékra, faktoralgebrakra és direkt szorzatokra, tehat Y’ mindig zart erre a hdrom konstrukcidra. Birkhoff tétele szerint
ennek a megforditdsa is igaz: ha egy X algebraosztaly zart a részalgebra, faktoralgebra és direkt szorzat képzésére, akkor
definidlhaté azonossdgokkal, azaz Galois-zért (elédll X = Y’ alakban). Az ilyen algebraosztalyokat nevezziik varietdsok-
nak. Tehat ebben a kontextusban a zért algebraosztdlyok éppen a varietdsok, a zdrt azonossadghalmazokat pedig bizonyos
logikai dedukcids lépésekre vald zdrtsdggal lehet jellemezni (ezeket azonossdgelméleteknek nevezziik).

Galois-elmélet

A tovabbiakban az egyszeriiség kedvéért feltessziik, hogy minden széba keriild test szamtest, és minden bovités végesfoku.

4.51. Definicié. Az L | K testbdvités Galois-csoportja azon L — L automorfizmusok csoportja, melyek pontonként
fixen hagyjik K-t (vagyis az L | K bOvitést sajat magdra képezd izomorfizmusok csoportja; lasd a Definiciét):

Gal(L | K) = Autx L = {0: L — L izomorfizmus, o|x = idx} .

4.52. Definicié. Az L | K testbdvités kdzbiilsé testein olyan E testeket értiink, amelyekre K < E < L teljesiil. A
kozbiilsé testek halmazat Sub (L | K) jeloli.

4.53. Tétel. Tetszbleges L | K végesfoku bdvités esetén ekvivalensek az aldbbiak:
(1) Ha f € K [z] irreducibilis polinom és f-nek van gytke L-ben, akkor f elséfoku polinomok szorzatara bomlik L
felett (azaz f ,minden gytke” L-ben van).
(2) Ha egy szdm L-ben van, akkor minden konjugéltja (a Definicié értelmében) is L-ben van (azaz L zért a
ykonjugdlasra”).

(3) Van olyan K feletti polinom, amelynek felbontési teste éppen L.
4.54. Definicié. A fenti ekvivalens tulajdonsdgokkal rendelkez6 testbévitéseket normdalis bovitéseknek nevezziik.

4.55. Allitas. Minden L | K testb6vités kiterjeszthetd normalis bovitéssé: létezik olyan N > L test, amelyre N | K
normadlis bévités. Az ilyen N testek kozott van egy legsziikebb; ezt nevezziik L | K normadlis lezartjanak.

4.56. Definicié. Egy f € K [z] polinom Galois-csoportjin a K feletti felbontdsi testének a Galois-csoportjat értjiik:
Gal (f) = Gal (N | K), ahol N az f polinom K feletti felbontédsi teste.

4.57. Tétel. Tetszbleges N | K normdlis b6vités és o, 8 € N esetén « és [ akkor és csak akkor vannak a Gal (N | K)
csoport hatdsa szerint ugyanazon a palydn (lasd a Definiciét), ha egymas konjugdltjai K felett:

JoeGal(N |K): a0 =8 <= mox =mgK.

4.58. Tétel. Normalis bdvités Galois-csoportjénak rendje megegyezik a bévités fokszémaval: ha N | K normalis bévités,
akkor |Gal (N | K)| =[N : K].

4.59. Tétel. Legyen az n-edfoki f € K [z] polinom felbontési teste N, gytkeinek halmaza pedig Gy. Tegyiil fel, hogy f
minden gytke egyszeres (vagyis |Gy| = n). Ekkor minden o € Gal (IV | K) esetén Gyo = Gy, {gy van értelme megszoritani
a o automorfizmust a Gy halmazra. A ¢: Gal(N | K) — Sgy, 0 — 0|gy leképezés bedgyazza a Gal (N | K) csoportot
az Sqy csoportba, azaz Gal (f) izomorf S, egy részcsoportjaval.
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4.60. Tetel (a Galois-elmélet fotétele). Legyen N | K normélis testbdvités és G = Gal (N | K) = Autg N. Tekintsiik
az I = {(a,0): a0 = a} C N x G ,jilleszkedési relacié” dltal indukalt Galois-kapcsolatot:

P(N) - P(G), E—{ceG|VaceFE:ac=a} =FE = Gal(N|E);
P(G — P(N), H— {aeN|VoeH :aoc=a} = H =Fix(H).
Ekkor teljesiilnek az aldbbiak:
(I) Az N halmaz Galois-zdrt részhalmazai éppen a kozbiilsd testek:
VECN: E'=F < K<E<N (azaz E € Sub(N |K)).
(IT) A G halmaz Galois-zart részhalmazai éppen a részcsoportok:
VHCG: H'=H <= H<G (azaz H € SubQ).
(III) A Sub (N | K) és Sub G halok kozott dudlis izomorfizmust létesitenek az
E—E =Gal(N|FE) ¢ Hw~— H =Fix(H)
leképezések (amelyek egymds inverzei).
(IV) Ha E € Sub (N | K) és H € Sub G egymédsnak megfeleld résztest és részcsoport, azaz
E=H' =Fix(H) ¢ H=E =Gal(N|E),
akkor
(a) [N:E]=|H| és [E:K]=[G: HJ;
(b) N | E normalis;
(¢c) E| K normalis <= H <@, és ha ez teljesiil, akkor Gal (E | K) = G/H, azaz
Gal(E | K)>Gal(N | K)/Gal(N | E).

Gyokjelekkel valéo megoldhatésag

4.61. Definicié. Az o komplex szémot K feletti gyokmennyiségnek nevezziik, ha o megkaphaté K elemeibdl a négy
alapmiivelet és pozitiv egész kitevis gyokvondsok véges szdamu alkalmazédsaval.

4.62. Definicio. Az L | K testbovités egyszert radikalbdvités, ha L = K ({/a) valamely a € K elemre és n természetes
szadmra. Az L | K testbdvités radikalbovités, ha megkaphaté véges sok egyszerii radikalbévités egymdsutdnjaként:

K=Ty<Th <---<Ty=L, ahol minden i-re T;1; =T; ({/a;) és a; € T;, n € N.

4.63. Tétel. Tetszbleges o komplex szémra az aldbbiak ekvivalensek:
(1) «a gydkmennyiség K felett;
(2) « benne van K valamely radikdlbdvitésében;
(3) a benne van K valamely normélis radikalb6vitésében.

4.64. Kovetkezmény. Ha o gyokmennyiség K felett, akkor « algebrai K felett.

4.65. Definicio. A G csoport feloldhatd, ha létezik olyan {1} = Gy < G1 < - -+ <1 Gy—1 < Gy = G normdllanc, amelynek
minden G;41/G; faktora Abel-csoport.

4.66. Példa. Minden Abel-csoport feloldhaté. A diédercsoportok, valamint az S3 és S, szimmetrikus csoportok felold-
hatéak, de n > 5 esetén S,, mar nem feloldhato.
4.67. Tétel. Tetszbleges f € K [z] polinomra ekvivalensek az aldbbiak:

(1) f-nek van olyan gyotke, ami gyokmennyiség K felett;

(2) f minden gyoke gyokmennyiség K felett;

(3) f Galois-csoportja feloldhato.

4.68. Tétel. Az f = 25 — 4z + 2 € Q[z] polinom Galois-csoportja Ss. Kovetkezésképp f gyokei nem gyokmennyiségek
Q felett (vagyis az 2° — 4z + 2 = 0 egyenlet ,nem oldhaté meg gyvkjelekkel”).

4.69. Tétel (Ruffini—-Abel-tétel). Az sltaldnos n-edfoki egyenletnek nincs megoldéképlete, azaz nem létezik olyan, az
Gn_1,-..,01,09 szimbélumokbdl a négy alapmiivelet és gyokvondsok véges szamu alkalmazédsaval felirhaté képlet, ami
minden a,_1,...,a1,a0 € C komplex értékekre az " + a,_12" ' + -+ + a1x + ag = 0 egyenlet egy megoldssat adja.

4.70. Tétel (a casus irreducibilis tétele). Ha az f € Q[z] polinom irreducibilis Q felett és minden gyoke valds, akkor f
gyokei nem fejezhetdek ki Q feletti valds gyokkifejezéssel (azaz nem létezik olyan L | Q radikdlbévités, ami tartalmazza
f egyik (minden) gyokeét, és L C R).
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