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1. Mellékosztalyok

[S2] X11/3; [F] 11/2,3



Definicié
A G csoport nemiires részhalmazait komplexusoknak nevezziik.
Komplexusok szorzata és inverze:

KL={ab:ac K,be L}, Kt={ataekK}

Jelolés
aK :={a} K, Ka := K {a}
Allitas
A komplexusok szorzdsa asszociativ miivelet.
Biz.
[Sz] XII. fejezet, 3.3. Allitas.
Tétel

Egy H C G komplexus akkor és csak akkor részcsoport, ha
leH, HHCH, Hl'cCH.
Biz.
[Sz] XII. fejezet, 3.4. Tétel.
Megjegyzés
Tetsz6leges H részcsoportra HH C H = {1} H C HH, tehdt HH = H,
és hasonléan H™! = H is teljesiil.



Tétel
Legyen H < G, és definidljunk a G halmazon egy ~ reldciot:

a~b < albeH.
Ekkor ~ ekvivalenciareldcid, és egy a € G elem ekvivalenciaosztalya

aH = {ah: he H}.

Biz.
> reflexivitds: Vae G: alae H
> szimmetria: Ya,be G: a'be H = b lacH
> tranzitivitds: Va,b,c € G: a 'bc Hés b 'cc H = alceH

Egy b € G elem akkor és csak akkor van benne az a € G elem ~ szerinti
ekvivalenciaosztédlydban, ha
a~b <<= albeH
< dheH:alb=h
< dheH:b=ah O



Definicié
Az aH halmazt az a elem H szerinti baloldali mellékosztalyanak
nevezziik.

Tétel
Egy H < G részcsoport szerinti baloldali mellékosztalyok a G csoport egy
osztalyozasat alkotjak.

Biz.
[Sz] XII. fejezet, 3.7. Tétel.

Barmely ekvivalenciarelacié esetén az ekvivalenciaosztdlyok osztdlyozast
alkotnak. O

Megjegyzés
Hasonlé médon definidlhatéak a Ha jobboldali mellékosztalyok,
amelyek szintén osztdlyozdst alkotnak.

Megjegyzés

Abel-csoportok esetén a baloldali és jobboldali mellékosztalyok
megegyeznek (aH = Ha). Nemkommutativ esetben is eléfordulhat, hogy
megegyeznek a baloldali és jobboldali mellékosztalyok, de nem mindig
van igy.



Példa

Hatdrozzuk meg a H < G részcsoporthoz tartozé mellékosztéalyokat.

> G =17 H=[3 ={0,3}:

0+H={0,3}, T+H={T,
3+ H={30}, 4+H={3,

0+H=3+H=1{0,3}
T+H=3+H={13}
24+H=5+H={25}

A mellékosztalyozas: {{0,3},{1,4},{2,5}}.



Példa

Hatdrozzuk meg a H < G részcsoporthoz tartozé mellékosztélyokat.

> G =2, H=[5={15h

~ o=
I T
I

=

T.-H= {15812} =5-H=8-H=12-H
2. H= {210,311} =10 H=3-H=T1-H
4.H= {8769 =7-H=6-H=9-H



Példa
Hatdrozzuk meg a H = {id, (23)} < S3 részcsoporthoz tartozé bal- és
jobboldali mellékosztalyokat.

» Baloldali mellékosztalyok:

id-H = {id, (23)} = (23)- H,
(13)- H = {(13),(123)} = (123)- H
(12) - H = {(12),(132)} = (132)- H.

A baloldali mellékosztélyozas:

{{id, (23)},{(13), (123)} , {(12) , (132)} } -

» Jobboldali mellékosztalyok:

H-id = {id,(23)} = H-(23),
H-(13) = {(13),(132)} = H
—H

(132)
H-(12) = {(12),(123)} 1

A jobboldali mellékosztalyozas:

{{id, (23)},{(13),(132)}, {(12) , (123)} } .



Példa
Hatdrozzuk meg a V < S, részcsoporthoz tartozé bal- és jobboldali
mellékosztalyokat, ahol V' a Klein-csoport:

V = {id, (12) (34), (13) (24) , (14) (23)} -
A baloldali és jobboldali mellékosztdlyok ebben az esetben egybeesnek:

{id, (12) (34), (13) (24) , (14) (23)} ,
{(12),(34), (1324), (1423)},
{(13),(24),(1234),(1432)},
{(14),(23), (1243), (1342)},
{(123),(134), (142) , (243)} ,
{(132),(143),(124),(234)} .

HF utdnaszamolni.



Példa
Hatdrozzuk meg a H = [t] = {id, t} < D, részcsoporthoz tartozé bal- és
jobboldali mellékosztalyokat.

» Baloldali mellékosztalyok:
id-H= {id,t} =t-H,
f H= {f tf3} =tf3. H
{f2 f2} tf2 .
f3 H= {f3,tf} =tf - H.

A baloldali mellékosztélyozas:

[{id, 6}, {F.eF3) (£, 172} {F3.1F) ).

> Jobboldali mellékosztalyok:
H-id= {id, t} =H-t,
H-f=A{ftf} =H- tf
H-f2= {f2tf?} =H-tf?
H-f3= {f3,tf3} = H - tf3.

A jobboldali mellékosztélyozas:

{{id, t}, {F, e}, {£2,er2) {3 ¢F3} ).



Példa
Hatérozzuk meg a H = [f] = {id, f, f2, £*} < D, részcsoporthoz tartozé
bal- és jobboldali mellékosztalyokat.

> Baloldali mellékosztalyok:
id-H={id,f,f2, 3} =f-H=f2-H=1f-H,
t-H= {t tf,tftF3} =tf-H=1tf2-H=1tf> H.

A baloldali mellékosztalyozds: {{id, f, 2, 3}, {t,tf, tr2, tf3}} .

> Jobboldali mellékosztélyok:
Heid= {id,f.f2f3) =H f=H f2=H-f3,
H-t= {t,tfr3 tf2 tf} =H-tf =H-tf2=H-tf>
A jobboldali mellékosztalyozas: {{id, f, 2,3} {t tf tf? tF3}}.



Példa

Hatdrozzuk meg az R™ < C* részcsoporthoz tartozé mellékosztdlyokat.
~ z + . ;
z~w = Z cR" <= zés w argumentuma megegyezik.
z € C mellékosztalya:
Rt =Rt .z = * -
z-R"=R".z={weC": argw =argz}.

A mellékosztdlyok kolcsonosen egyértelmiien megfelelnek a
[0,27) intervallum elemeinek.

A mellékosztalyozas: {F,: a € [0,2m)}, ahol F, az az origébdl kiinduld
nyilt félegyenes, amely a szbget zar be a valds tengely pozitiv felével.



Példa
Hatdrozzuk meg az SL, (R) < GL, (R) részcsoporthoz tartozé bal- és
jobboldali mellékosztalyokat.

» Baloldali mellékosztalyok:
A~ B < det(A7!B) =1 < det(A) =det(B),
A-SL,(R)={B e GL,(R): det(B) =det(A)}.
Tetszbleges A € R* esetén legyen
Dy ={B e GL,(R) : det(B) = A}.
A baloldali mellékosztélyozds: {Dy : A € R*}.

> Jobboldali mellékosztélyok:
A~ B <= det(AB7!) =1 <= det(A) =det(B).

Tehat a jobboldali mellékosztdlyozds megegyezik a baloldalival.



Példa

Az {1} < G részcsoporthoz tartozé mellékosztalyok egyelemiiek:
a{l} ={1}a={a} minden a € G esetén.
A mellékosztalyozas: {{a} : a € G}.
Példa
A G < G részcsoporthoz egyetlen mellékosztély tartozik:
aG = Ga = G minden a € G esetén.

A mellékosztalyozas: {G}.



2. Lagrange tétele

[Sz] XI1/3; [F] 11/7



Definicié
A G véges csoport H részcsoportja szerinti baloldali (jobboldali)
mellékosztélyok szdmat H indexének nevezziik. Jelolése: [G : H].

Tétel (Lagrange tétele)
Tetszbleges G véges csoport és H < G részcsoport esetén

G| = [H|-[G : H].

Biz.
[Sz] XII. fejezet, 3.7. és 3.11. Tétel.

Barmely a € G esetén
Ayt H— aH, x — ax
bijekcié (miért?), tehat |aH| = |H|.

A H szerinti baloldali mellékosztélyozds a G halmazt [G : H] darab
|H|-elem{i osztélyra osztja, igy |G| = |H| - [G : H].



Kovetkezmény
Véges csoport barmely részcsoportjanak rendje osztja a csoport rendjét.

Biz.

[Sz] XII. fejezet, 3.12. Kovetkezmény. O
Kovetkezmény

Véges csoport barmely elemének rendje osztja a csoport rendjét.

Biz.

[Sz] XII. fejezet, 3.13. Kovetkezmény.

Csak azt kell észrevenni, hogy o (a) = |[4]]. O
Kovetkezmény

Ha G egy n-elemii csoport, akkor minden a € G elemre a" = 1.

Biz.

Legyen |G| = n=o(a) - ¢ (itt £ nem mds, mint a [a] részcsoport indexe).
Ekkor a" = a°(a)¢ = (a"(a))g =1=1 O
Kovetkezmény

Ha G egy n-elemii csoport, akkor minden a € G elemre a1 = a" 1.



Kovetkezmény
Minden primrendii csoport ciklikus.

Biz.
[Sz] XII. fejezet, 3.15. Kovetkezmény.

Ha |G| = p primszdm, akkor minden a € G elemre o(a) € {1, p}.
Ha a # 1, akkor o (a) = p, és igy [a] = G.

A kis elemszamu csoportok (izomorfia erejéig) a kovetkezdk:
1. egyelemii: {1};
2. kételemi: Zy;
3. haromelemii: Zs;
4. négyelemil: Zg4, V;
5. otelemii: Zs;
6. hatelemii: Zg; D3 = S;;

7. hételemu: Z;.



Példa

Hatdrozzuk meg a Zj, csoport &sszes részcsoportjat.

Minden részcsoport ciklikus:
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> [9] = {0,9.6,3}

> [10] = {0,10,5,6,4,2}

> [11] = {0,11,10,9,5,7,6,5,4,3,2, 1}
> [0] = {0}



Példa

Hatarozzuk meg a Z1, csoport Gsszes részcsoportjat.

Minden részcsoport ciklikus:
» [1 = {0,1,2,3,4.5.6,7,8,9,10,11} = [5] = [7] = [T]]

> [2] = {0,2,4,6,8,10} = [10]
> B1={0359) =

- [ ={04.3) =

- 5= {0.6)

> [0 = (0)



Példa

Hatarozzuk meg a Z1, csoport Gsszes részcsoportjat.

A részcsoporthidlé:

[1]

[2]
[3]

[4]
[6]

[0]



Példa

Hatarozzuk meg a D, csoport Gsszes részcsoportjat.
Dy = {id, f, 2,3 t,tf, tF2,tf3}
A ciklikus részcsoportok:

> [id] = {id}

> [t] = {id, }

» [tf] = {id, tf}

> [t£2] = {id, 12}

> [t%] = {id, tf3}

> [f] = {id, f, £ 3} = [?]
» [F?] = {id, r?}



Példa

Hatarozzuk meg a D, csoport Gsszes részcsoportjat.
Dy = {id, f, 2,3 ¢, tf, tF2,tf3}

A ciklikus részcsoportok:

> [id] = {id}

> [t] = {id, t}

> [tf] = {id, tf}

> [tr?] = {id, tf?}

> [tF%] = {id, %)
> [f7] = {id, £}
> [f] = {id, f, 2,3} =[]

Tovabbi részcsoportok:
> [2,t] = {id, 2, ¢, tf2} = [t = [t,tF2] = V
> [ ef] = {id, 2, tf tf3} = [F2,tF3] = [tf, tF3] = V
> [f, t] =D,



Példa

Hatarozzuk meg a D, csoport Gsszes részcsoportjat.

A részcsoporthidlé:

D,=[f.4]

[ 1] [f,tf]

[t [tf°]

[id]



Példa

Hatdrozzuk meg a Z3; csoport sszes részcsoportjat.

A ciklikus részcsoportok:

- 1= (1)

> m = {T,f,Z,g,ﬁ,ﬁ} = [ﬁ]

> [@] = (1476} = [19

> [5] = {1,5,4,20,16,17} = [17]
~ 8] = {18)

> [10] = {1,10,16,13,4,19} = [10]
> [ = (133}

> [20) = {120}



Példa

Hatdrozzuk meg a Z3; csoport Gsszes részcsoportjat.

A ciklikus részcsoportok:

- 1= (1)

> 1) = {11

- 8] = {1.8)

- [8) = {1.-8)

- [@] = {13,-5)

» [2] ={1,2,4,-5,8,—10}

> [—ﬂ = {T, —2,4, -5, —§,T}
» [-4] ={1,-1,4,-4,5,-5}

Tovabbi részcsoportok:
> [-1,8 = {I,-1,8,-8} =V

> L3



Példa

Hatdrozzuk meg a Z3; csoport Gsszes részcsoportjat.

A részcsoporthidlé:

*
Z21

[-2]

[-8]



3. Kompatibilis osztédlyozas, kongruenciareldcié

[Sz] X/3; [F] /7



Példa
AC ={{a},{b,c,d,e}} osztilyozds kompatibilis az aldbbi miivelettel:

x| a b ¢ d e
alec b ¢ ¢ e
b

G - a ¢ ¢ e c
cla e ¢ ¢ e
d|la d ¢ d d

D
L
(9}
(9]
(1)
(9}

Barmely két szin szorzata joldefinialt:

E:E-N E:E=-N NE:E-N HE:E=N



Példa
AC ={{a},{b,c,d,e}} osztilyozds kompatibilis az aldbbi miivelettel:

x| a b ¢ d e
alec b ¢ ¢ e
b

G — a ¢ ¢ e c
cla e ¢ ¢ e
d|la d ¢ d d

D
L
(9}
(9]
(1)
(9}

A megfelelé faktorgrupoid:




Példa
AC ={{a},{b,c,d,e}} osztilyozds kompatibilis az aldbbi miivelettel:

x| a b ¢ d e
alec b ¢ ¢ e
b

G — a ¢ ¢ e c
cla e ¢ ¢ e
d|la d ¢ d d

D
L
(9}
(9]
(1)
(9}

A megfelelé faktorgrupoid:
« | {a) {b.c,d, e}

G/~ = {a} {b,c,d,e} {b,c,d e}
{b,c,d, e} {a} {b,c,d, e}




Példa
AC ={{a},{b,c,d,e}} osztilyozds kompatibilis az aldbbi miivelettel:

x| a b ¢ d e
alec b ¢ ¢ e
b

G — a ¢ ¢ e c
cla e ¢ ¢ e
d|la d ¢ d d

D
L
(9}
(9]
(1)
(9}

A megfelelé faktorgrupoid:

G/~ = , ahol A={a} és B={b,c,d, e}

T > | *
> ™| >
T |




Példa
AC={{a,c},{b,e},{d}} osztilyozds kompatibilis az aldbbi mivelettel:

*x|a b ¢ d e
alc b ¢ ¢ e
G:baccec
cla e ¢ ¢ e
d|la d ¢ d d
e|la ¢ c c

A megfelel6 faktorgrupoid:

oEl
EEEN
FPEEnE
EEEN



Példa
AC={{a,c},{b,e},{d}} osztilyozds kompatibilis az aldbbi mivelettel:

*x|a b ¢ d e
alc b ¢ ¢ e
G:baccec
cla e ¢ ¢ e
d|la d ¢ d d
e|la ¢ c c

A megfelel6 faktorgrupoid:

+ | {ach {be} {d)
{a,c} | {a,c} {b,e} {a,c}
{b,e} | {a,c} {a,c} {b,e}

{dy |{act {d}  {d}




Példa
AC={{a,c},{b,e},{d}} osztilyozds kompatibilis az aldbbi mivelettel:

*x|a b ¢ d e
alc b ¢ ¢ e
G:baccec
cla e ¢ ¢ e
d|la d ¢ d d
e|la ¢ c c

A megfelel6 faktorgrupoid:

«|Aa B D
AlA B A
G/~= ,ahol A={a,c},B={b,e}ésD = {d
CEEN S (a.chB={b.e}ésD = ()
DA D D



Példa
Kompatibilis-e a C = {{a, b} ,{c,d}, {e}} osztdlyozas az aldbbi
miivelettel?

x| a c d

alc c c
G:bacc c

c| a c c
d|la d ¢ d d
a ¢ c c

Nem, pl. a~ bésc~d,deaxcwbxd
(azaz M = W nem jéldefinidlt).



Definicié
Legyen A = (A; %) egy grupoid, és legyen C egy osztélyozds az A
halmazon.
Azt mondjuk, hogy C kompatibilis osztalyozasa az A grupoidnak,
ha tetszéleges C;, C; € C osztalyokhoz létezik egy olyan

€ C osztaly, amelyre

{arxaxy | 1€ CG,ame G} C

Definicié

Legyen A = (A; x) egy grupoid, és legyen ~ egy ekvivalenciarelacié az A
halmazon.

Azt mondjuk, hogy ~ kongruenciarelaciéja az A grupoidnak,

ha tetszbleges a1, az, by, bo € A elemek esetén

ap~ b
= a;*xary ~ by xbo.
a ~ bz} 1% a2 1% D2
Allitas
Egy ekvivalenciarelacié akkor és csak akkor kongruencia, ha a hozza
tartozé osztalyozas kompatibilis.



Definicié

Legyen A = (A; %) egy grupoid, legyen ~ egy kongruenciareldcidja A-nak,
és legyen C = A/~ a megfelel6 kompatibilis osztalyozas. Ertelmezziik a
kongruenciaosztalyok halmazan a x miveletet a kdvetkezoképpen:
tetsz8leges Ci, G, € A/~ esetén legyen C; x C; az az egyértelmiien
meghatdrozott D € A/~ kongruenciaosztaly, amelyre

{arxaxy | 1€ G,awe G} C

Az igy kapott A/~ = (A/~;x) grupoidot nevezziik az A algebra ~
kongruencia szerinti faktorgrupoidjanak.

Megjegyzés

Altaldban 7 jelsli az a € A elem ~ szerinti ekvivalenciaosztalyat. Ezzel a
jeloléssel a faktorgrupoid miivelete igy definialhatd:

ap xay = aji *ap.

Az osztalyozas kompatibilitdsa garantalja, hogy ez a miivelet jéldefinidlt,
azaz az eredmény nem fiigg a reprezentdnsok valasztdsatdl.



4. Normalosztd, faktorcsoport

[S2] X11/4; [F] 11/8,9



Tétel
Tetszéleges H < G részcsoportra az alabbiak ekvivalensek:

(1) a H szerinti baloldali mellékosztdlyozds megegyezik
a H szerinti jobboldali mellékosztalyozdssal;

(2) Hg = gH minden g € G elemre;

(3) g 'Hg = H minden g € G elemre;

(4) g='Hg C H minden g € G elemre.

Biz.
[Sz] XII. fejezet, 4.1. Tétel. O
Definicio

A fenti ekvivalens feltételeket kielégitd részcsoportokat normaloszéknak
nevezziik. Jeldlés: H< G.

Példa

» Minden G csoportra {1} < G és G < G. Ha nincs mas normélosztd,
akkor azt mondjuk, hogy G egyszerii csoport.

» Abel-csoportban minden részcsoport normaloszté.

» Lasd a kordbbi példdkat.

» Minden 2 index{i részcsoport normaloszté.



Tétel
Badrmely legalabb kételemii G csoport esetén az aldbbiak ekvivalensek:

(1) G egyszerii Abel-csoport.
(2) G-nek csak két részcsoportja van: {1} és G.

(3) G primrendii ciklikus csoport (azaz G = Z, valamely p primszdmra).

Biz.
(1) = (2): Vildgos.
(2) = (3): Tetszbleges 1 # g € G esetén [g] = G, tehat G ciklikus.

Ha G végtelen, akkor G = 7Z, de ennek vannak nemtrividlis valédi
részcsoportjai.

Ha G véges, akkor G = Z,, valamely n > 2 természetes szamra.
A Z, csoportnak annyi részcsoportja van, ahdny osztéja n-nek,
ezért n csak prim lehet.

(3) = (1): Vilagos. O



Tétel

Ha N« G, akkor az N szerinti mellékosztalyozas kompatibilis osztalyozasa
G-nek.

Biz.

[Sz] XII. fejezet, 4.8/(1) Tétel.

Igaz-e, hogy tetszdleges alN,bN mellékosztdlyokhoz létezik egy c/V
mellékosztély, amelyre alN - bN C cN? Igen, éspedig c = ab jé lesz:

alNbN = abNN C abN = cN. O

Megjegyzés

Mivel NN = N, valéjaban nem csak aNbN C abN, hanem aNbN = abN
is teljesiil, igy a faktorcsoportbeli szorzas megegyezik a
komplexusszorzéssal. (Grupoidokra altaldban ez nem igaz.)



Tétel

Ha N < G, akkor az N szerinti mellékosztalyozdshoz tartozé faktorgrupoid
csoport. Ezt a G csoport N normdalosztdja szerinti faktorcsoportjanak
nevezziik és G /N-nel jeléljiik.

Biz.

[F] Il fejezet, 2.18. Tétel.

A faktorcsoportbeli szorzds megegyezik a komplexusszorzassal,amir6l
tudjuk, hogy asszociativ.

A G/N faktorcsoport egységeleme maga N:
VaN € G/N: aN-N = a-NN = aN és N-aN = N-Na = NN-a = Na = aN.
Az aN € G/N mellékosztaly inverze a—1N:

aN-a N =Naa 'N=NN=N¢é a'N-aN=Na'aN =NN=N.

O



Tétel

Ha ~ kongruencidja a G csoportnak, akkor N :={a€ G: a~ 1} <G, és
a ~ kongruencidhoz tartozé kompatibilis osztdlyozds nem mas, mint az N
normdlosztd szerinti mellékosztalyozas.

Biz.
[Sz] XII. fejezet, 4.7. Allitas + 4.8/(2) Tétel.

» N zart a szorzasra:
aabeN — ab~1 = a-b~1-1=1 = a-beN

> N tartalmazza az egységelemet: 1 ~1 — 1e N

» N zart az inverzképzésre:
aeN = a~1 = al~ll=1 = aleN

» N normaloszté: ha g € G és n € N, akkor

gt~g”
n~1 e g_lngwg_l]_g:g_lg =1 = g_lng eN
g~8

1

> osztdlyozdsok megegyezése:
a~b <= abl1~1 < abte N < aN =bN. O



Példa

Hatérozzuk meg az N = {0,3} < Z¢ normalosztdhoz tartozé

faktorcsoportot.
Ze/N = {{0,3},{1,4},{2.5}}
+ | {03 {18 [25] +]0 13
{0,3} | {0,3} {1,4} {2.5} ojo 1 2
Z@/N = _ o o o = |
{1,4} | {1,4} {25} {0,3} 111 2 0
(2,5} | {2.5} {0,3} {1,4} 212 0 1
lzomorfizmus: ¢: Ze/N — Zs, {0.3} — 0, {1,4} -1, {2,5} 2



Példa

Hatdrozzuk meg az N = {0,2,4} < Zg normalosztéhoz tartozd

faktorcsoportot.
Ze/N = {{0,2,4},{1,3,5}}
+ | {023 {135} +]0 1
Zg/N = {6,21} {675,1} {T,?,g} ~ 0|0 1
{Tjj} {T,é,g} {6,5,1} 1|1 0

Zy



Példa

Hatérozzuk meg az N = {1,5,8,12} < Zj; részcsoporthoz tartozé

faktorcsoportot.

2{3/N:{{T,5§7} {Zﬁ?il}, 176@}} {T N,2-N,4
. |1 2N an +]0 1T 2
1-N|T-N 2-N 4-N 00 1 2

ZigN = _ |0 2 T e DD S =
2-N|2-N 4-N 1-N 1|1 2 O
4-N|4-N 1I-N 2-N 212 0 1

lzomorfizmus: ¢: Zi;/N — Zs, T-N—=0,2- N1, 4-Ne>2

=
—

N
[



Példa

Hatérozzuk meg az N = {1,5} < Z}, normélosztéhoz tartozé
faktorcsoportot.

Ze/N = {{1.5} {7.71}} = {1- N, 7 N}

i-N 7-N +10 1
H/IN= T.N|1T-N 7-N = 0[]0 1 =12
7-N|7-N 1I-N 1/1 0
lzomorfizmus: ¢: Zi,/N = Zy, 1-N—0,7-N—1



Példa

Hatdrozzuk meg a V' <S54 normélosztéhoz tartozé faktorcsoportot.

Sy/V 7

|Sa/ V| =6 = S54/V = 7Z¢ vagy S4/V = S5

A két esetet megkiilonbozteti a kommutativitds.

(12) V- (13) V = (123) V, (13) V- (12) V = (132) V és
(123)(132) 7' = (132) ¢ V = (123) V # (132) V,

tehdt S4/V nem kommutativ, igy Si/V = S;.



Példa

Hatdrozzuk meg az N = [f] < D4 normélosztéhoz tartozé faktorcsoportot.

Dy/N = {{forgatdsok} , {tiikrozések}}

‘ {forg.}  {tiikr.} : ‘ 1 -1
Dy/N = {forg.} | {forg.} {tikr} = 1| 1 -1 =1
{tikr.} | {tikr.} {forg.} -1] -1 1

lzomorfizmus: ¢: Dy/N — {£1}, {forg.} — 1, {tikr.} — —1



Példa

Hatdrozzuk meg az R™ < C* normélosztéhoz tartozé faktorcsoportot.

C*/RT ={F,:a€[0,2m)} = {F, : a € R}

Legyen T ={z € C: |z| = 1}; ekkor (C*/RT;-) = (T;-).
Izomorfizmus: p: (C*/R*;-) — (T;:), Far cis(a)
> ¢ bijektiv: vildgos

> o felcserélhet6 a miiveletekkel:

(Fa - F3) ¢ = Fatpp = cis(a + ) = cis(a) - cis (8) = Fap - Fay



Példa
Hatarozzuk meg az SL, (R) < GL, (R) normalosztéhoz tartozé
faktorcsoportot.

GL, (R)/SL,(R) ={Dx: A e R*} ¥ R"
Izomorfizmus: ¢: GL, (R)/SL,(R) = R*, Dy~ A
> ¢ bijektiv: vildgos
> o felcserélhet6 a miiveletekkel:

(Dx-Dy)p =Dxpp =X pu=Dxrxp-Dyp



Példa

Hatdrozzuk meg az {1} < G normdlosztéhoz tartozd faktorcsoportot.

G/{1}={{a} :a€ G} =G

lzomorfizmus: ¢: G/ {1} —» G, {a} — a
Példa

Hatdrozzuk meg a G < G normaélosztéhoz tartozd faktorcsoportot.

G/G=1{G}~{1}



5. Konjugalas

[Sz] X11/4,5; [F] 11/8



Definicié
» Az a € G elem g-vel valé konjugéltjan a g~lag elemet értjiik.

» Az ag: G — G, x > g 1xg leképezést g-vel valé konjugdlasnak
nevezziik.

» Azt mondjuk, hogy a és b konjugaltak, ha létezik olyan g € G
1

elem, amelyre b = g~ "ag.
Allitas
Minden g € G-re ag: G — G izomorfizmus (belsé automorfizmus).
Biz.
[F] /8. fejezet.

Allitas

A konjugdltsagi relacié ekvivalenciareldcio; a megfelelé
ekvivalenciaosztalyokat konjugaltosztalyoknak nevezziik.
Biz.

HF



Allitas
> Egy N < G részcsoport pontosan akkor normalosztd, ha zart a
konjugaldsra: Yg € G Y¥n€ N: g~lng € N.
> Normalosztok metszete normaloszto.

» Egy B C G halmazt tartalmazo legsziikebb normaloszto
mindazokbdl az elemekbdl all, amelyek megkaphatok B elemeibdl
szorzas, inverzképzés és konjugalasok véges szamii alkalmazasdval.
Ezt nevezziik a B halmaz altal generdlt normaloszténak.

Biz.
HF
Példa
> Abel-csoportban minden elem csak sajat magdval konjugdlt (a
konjugaltsdgi relacié az egyenléség relacid).
» Barmely csoportban az egységelem csak sajat magahoz konjugilt.

> Két matrix akkor és csak akkor konjugdlt a GL, (R) csoportban, ha
az R” vektortér ugyanazon linedris transzformacidjat adjak meg
(kiilonbozd bazisokban).



Allitas

Két Sp-beli permutdcic akkor és csak akkor konjugalt, ha ugyanaz a
ciklusszerkezetiik (azaz minden (-re ugyanannyi { hosszisagii ciklust
tartalmaznak).

Biz.
[Sz] XII. fejezet, 5.16. Allitas.
Legyen m = (a1a2 ... ak) (b1 ba ... by)...€ S, és0 € S,,. Alll'tjuk, hogy
ekkor
o lro £ (a10 axo ... ak0) (bio byo ... bo). ...

Szorozzunk balrdl o-val (ez ekvivalens dtalakitas):
?
w0 =0 (a10 30 ...ak0) (bio bao ... bjo). ...

Egy tetszbleges a; elem képe a baloldali és a jobboldali permutécié
mellett egyarant ajp10. (HF) O



Példa
Hatdrozzuk meg a H = {id, (23)} < S3 részcsoport altal generalt N

normalosztét és az S3/N faktorcsoportot.

A konjugéltak: id, (23), (12), (13).

A konjugiéltak &ltal generalt részcsoport: N = [(12),(13),(23)] = Ss.
A faktorcsoport: S3/S3 = {S3} = {1}.



Példa
Hatarozzuk meg az S csoport 6sszes normdlosztéjat.
A konjugaltosztalyok:
» {id} (1 db)
(o o) alakd permutacidk (6 db)
(e o o) alakd permutécidk (8 db)
(o o o @) alakii permuticidk (6 db)
(e o) (e o) alaki permutécidk (3 db)

vV v vy

Ha N <S4, akkor egyrészt |N| a fenti szamok kéziil néhdnynak az Ssszege
(az 1-nek mindenképpen szerepelnie kell az Gsszegben), mésrészt ||
osztdja 24-nek. A kovetkezd lehetGségek vannak:

> N =1, N ={id};

> N[ =1+3=4 N =/{id, (12)(34),(13)(24), (14) (23)} = V;
> N|=1+3+8=12, N={id, (12)(34),...,(123),...} = Ag;
> |[N| =24, N=25,.

Mind a négy esetben valéban normalosztét kapunk.
(Ez nem automatikus, ellenérizni kell!)



Példa
Hatdrozzuk meg a H = {id, t} < D, részcsoport altal generdlt N
normélosztét és a Dy /N faktorcsoportot.

A konjugaltak:

idtt.id =t tlott =t
flot f =tf? (t)™"t-tf = tf?
72t f2 =t () et =t
3.t f3 =tf? (tf3)_1-t-tf3 = tf?

A konjugaltak altal generalt részcsoport:
N = [t,tf2] = {id, f? t,tf?} = V.

A faktorcsoport: Ds/N = {{id, f2, t, tf2}  {f 3 tf tf3}} = Zo.



Példa
Hatdrozzuk meg a D, csoport 0sszes normalosztéjat.
A konjugiéltosztélyok: {id}, {f2} , {f, f3} , {t, tfz} , {tf, tf3}.

Ha N < Dy, akkor N a fenti halmazok kdziil néhdnynak az unidja ({id}
mindenképpen szerepel), masrészt |N| osztdja 8-nak.
A kovetkezd lehetoségek vannak:

» [N =1, N ={id};

> IN[=1+1=2, N={id,f?} =Z,;

>IN =1+1+2=4, N={id 2 f 3} =7,
> N =1+1+2=4, N={id 2t} =V,
> IN=1+1+2=4, N={id 2 tf tF3} =V,

> [N| =8, N=D,.

Mind a hat esetben valéban normalosztét kapunk.
(Ez nem automatikus, ellen&rizni kell!)

Rajzoljuk fel a normalosztéhalét!



6. Homomorfizmus, homomorfiatétel

[Sz] XI1/4; [F] 11/9,10
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Az A= ({0,1};+) ésa B = ({ ‘ ; % }: ®) csoportok szerkezete
ugyanaz: ha A mivelettabldzataban

minden 0-t 4tneveziink . -ra, és minden 1-t 4tneveziink % -ra,

akkor éppen B mivelettdblazatat kapjuk:

LR
U
)

atnevezés
—

& @&

Ezt az ,atnevezést” a

0 -{0.%) - 0.1-%

leképezéssel irhatjuk le. Az dtnevezés , jogossdga” pedig a
kovetkezoképpen fogalmazhaté meg:

Vaj,a € {0,1} 1 (a1+a)p = (a1p) @ (a20).



Definicié

Legyen A = (A; x) és B = (B; @) két grupoid. Azt mondjuk, hogy a
p: A — B leképezés homomorfizmus A-bdl B-be,

ha ¢ felcserélheté a miiveletekkel, azaz

Vaj,a € A: (31 * 32)(p = a1p D axp.

Ha létezik ¢: A — B sziirjektiv homorfizmus, akkor azt mondjuk, hogy B
homomorf képe A-nak.

Specidlis homomorifzmusok:

> bijektiv homomorfizmus = izomorfizmus,
» injektiv homomorfizmus = bedgyazas,
» A — A homomorfizmus = endomorfizmus,

> bijektiv A — A homomorfizmus = automorfizmus.



Példa

v
€ 6 6 6 € 6 © 6

(R*;-) = (R;+), x — log x izomorfizmus

(C;+) — (C;+), z — Z automorfizmus

: (C;) = (C; ), z+— Z automorfizmus

: (C;+) — (C;4), z+— Rez endomorfizmus

: (C;+) = (R;+), z — Rez sziirjektiv homomorfizmus
1 (C;) = (R;+), z+ Rez nem homomorfizmus

: (R;) = (C;-), x> x bedgyazis

: (R™" ) = (R; ), M — det M sziirjektiv homomorfizmus

1

(C[0,1];4) = (R, +), f n—)/f (x) dx sziirjektiv homomorfizmus

0



Tétel
Ha ¢: G — H csoporthomomorfizmus, akkor 1gp = 1y és
-1 . _ —1 .
g to=(gp) " minden g € G-re.
Biz.
HF [Sz] XII. fejezet, 1.7. Tétel. O

Tétel
Ha ¢: G — H csoporthomomorfizmus, akkor Gy részcsoportja H-nak.
Biz.
A Gy ={gy: g € G} C H halmaz zart a szorzasra:

VYa,be G: ap-bp=(ab)p € Gp.
A fenti tételbdl kovetkezik, hogy G tartalmazza H egységelemét és zart
az inverzképzésre is. O
Kovetkezmény
Csoport homomorf képe csoport.
Tétel

Homomorfizmusok szorzata homomorfizmus, izomorfizmusok szorzata
izomorfizmus, izomorfizmus inverze izomorfizmus.

Biz.
HF [Sz] X. fejezet, 1.13.és 1.14. Tétel. O]



Definicié
Legyen N normdlosztdja a G csoportnak. Ekkor a

v:G—= G/N, ar— aN

leképezés sziirjektiv homomorfizmus (HF), amelyet az N normélosztéhoz
tartozé természetes homomorfizmusnak neveziink.

A természetes homomorfizmus mutatja, hogy minden faktorcsoport el6all
homomorf képként. Ennek a forditottja is igaz: minden homomorf kép
faktorcsoport (legaldbbis izomorfia erejéig).

Definicié
A ¢: G — H csoporthomomorfizmus magja :

kero:={ge€ G: gp=1}.

Tétel (Csoportelméleti homomorfiatétel)
Ha p: G — H csoporthomomorfizmus, akkor ker p < G és

G/kero = Gp < H.



Tétel (Csoportelméleti homomorfiatétel)
Ha p: G — H csoporthomomorfizmus, akkor ker p < G és

_ G/kero = Gp < H.
Biz.

Legyen N = kerp = {g € G: g = 1}. Elészor ellendrizziik, hogy
N valéban normdloszté.

> Zart a szorzdsra:
ap=bp=1= (ab)p=ap-bp=1-1=1
» Tartalmazza az egységelemet:
lp=1.
> Zart az inverzképzésre:
ap=1—= (afl) w= (ago)f1 =11=1
» Zart a konjugilasra:

ap=1= (g lag)p=g"p-ap-gr=_(gp)  -1-gp=1



Biz. (folyt.)
Megmutatjuk, hogy Va,b€ G : ap = bp <= aN = bN :

ap=bp = l=ap-(bp) =ap-blp=(ab")yp
<~ ableN
<= aN = bN.
Tehdt a ¢: G/N — Gy, aN — ayp leképezés egy jéldefinialt bijekcid.

Igazoljuk, hogy 1 homomorfizmus: tetszéleges alN, bN € G/N
mellékosztélyokra

(aN- bN) ¢ = (abN) ¢ = (ab)p = ap - by = (aN) ¢ - (bN) 4.



Példa )
Ellendrizziik, hogy ¢: Zg — Z3, k — k homomorfizmus.
Hatdrozzuk meg a magjat és az értékkészletét, majd irjuk fel a
homomorfiatétel altal szolgdltatott izomorfizmust.

> ¢ joldefinialt: ky = ko (mod6) = k; = ko (mod 3)

» ¢ homomorfizmus:

(ki +k) o=k T ko= ki + ke =k + k = kip + koo

v

mag: ker p = {k € Zs: ;:6} ={keZs:3|k} ={0,3} aZe

v

értékkészlet: Zep = {k: k € Zs} = Zs

izomorfizmus:
¥: Z6/ {0,3} — Zs, {0,3} =0, {14} =1, {2,5} =2

v



Példa R

Ellenérizziik, hogy ¢: Zg — Z19, k — 5k homomorfizmus.
Hatarozzuk meg a magjat és az értékkészletét, majd irjuk fel a
homomorfiatétel altal szolgdltatott izomorfizmust.

> ¢ joldefinialt: k;y = ko (mod6) = 5k; = 5k» (mod 10)

»  homomorfizmus:

(ki + k2) o = ki + ko = 5ki + ko = 5k1 + 5k = kip + ko

> mag:
kerp = {k € Zo: 5k = 0} = {k € Zs: 10 | 5k} = {0,2,3} aZe

> ériékkészlet: Zop = {5k: k € Zg} = {0,5} < Z1o

> izomorfizmus:
¢Z Zﬁ/ {6,5,1} — Z10, {6,571} *—)6, {T,g,g} }—)E—)\



Példa

Ellen6rizziik, hogy ¢: C* — C*, z — ‘27‘ homomorfizmus.
Hatdrozzuk meg a magjat és az értékkészletét, majd irjuk fel a

homomorfiatétel altal szolgéltatott izomorfizmust.

» » homomorfizmus:

(Z'W)@:ézm ﬁ-%:w-ww

N

> mag: kercp:{ze(c*: l}z{ze(C*:z:|z|}:R+<(C*

z

> értékkészlet: C*y = {ﬁ ze c*} - T<C

» izomorfizmus: ¢: C*/Rt — T, F, — cis(«)



Példa

Ellenérizziik, hogy ¢: GL,(R) — R*, A+ det (A) homomorfizmus.
Hatdrozzuk meg a magjat és az értékkészletét, majd irjuk fel a
homomorfiatétel altal szolgdltatott izomorfizmust.

» » homomorfizmus:
(A-B)p =det(A-B) =det(A) -det(B) = Ap- By

> mag: kerp = {A € GL,(R): det(A) =1} =SL,(R)<GL,(R)
> értékkészlet: GL, (R)p = {det(A) : A e GL,(R)} =R*

» izomorfizmus: ¢: GL, (R)/SL,(R) = R*, Dy — A



Példa

Ellenérizziik, hogy ¢: G — H, g — 1 homomorfizmus (trividlis
homomorfizmus).

Hatdrozzuk meg a magjat és az értékkészletét, majd irjuk fel a
homomorfiatétel altal szolgdltatott izomorfizmust.

» © homomorfizmus: (g1-@)p=1=1-1=g1p By
> mag: kero={ge G:gp=1} =G<G
> értékkészlet: Gp = {gp: g€ G} ={1} <H

> izomorfizmus: ¢: G/G — {1}, G—1



Példa

Létezik-e injektiv ¢: Z7 — S5 homomorfizmus?

Ha létezik, akkor Z7 = Z7¢p < Ss. Ez lehetetlen, mert 71 120 (Lagrange).

Példa
Létezik-e injektiv ¢: Zg — Ss homomorfizmus?
Ha létezik, akkor Zg = Zgp < Ss. Ekkor Zep = [r], ahol
m € S5 hatodrendii permutdcié. llyen létezik, példdul m = (123) (45),
és ekkor ¢ Zg — Ss, k — K valéban injektiv homomorfizmus:
> o j6ldefinidlt és injektiv:
kip=kyp = 7t =7k = k =k (modb) <= k3 = ko
» ¢ homomorfizmus:
(ki + ko) o = ki + koo = whithe = phi ke =l o - ko



Példa

Létezik-e sziirjektiv ¢: Zos — S3 homomorfizmus?

Ha létezik, akkor Zy4/ ker ¢ = S3. Ez lehetetlen, mert Z,, Abel-csoport,
és igy minden faktorcsoportja is az.

Példa

Létezik-e sziirjektiv ¢: Dy — V homomorfizmus?

Ha létezik, akkor D4/ ker p = V. Ekkor ker ¢ kételemii normalosztd
Dy-ben. llyen csak egy van: {id, f2}, és valéban, D,/ {id, f2} =2V
példdul az aldbbi 1 izomorfizmus mellett:
Y D4/{id,f2}—> Vv, {id,fQ}»—Hd7 {f,f3}»—>(12)(34)7
{t,tf?} — (13)(24), {tf,tf3} — (14)(23).

Ebbdl kapjuk a kivant ¢: Dy — V homomorfizmust:

idp=id, fo=(12)(34), teo=(13)(24), tfyp=(14)(23),
fPo=id, fPp=(12)(34), tfPp=(13)(24), trPp=(14)(23).



Példa

Adjunk meg egy nemtrividlis ¢: Dy — Z4 homomorfizmust.

Mivel D,/ ker ¢ = Dy < Z4, a feladatunk taldlni egy izomorfizmust Dj
valamelyik faktorcsoportja és Z, egy nemtrividlis részcsoportja kdzott.

D, faktorcsoportjai: Z4 részcsoportjai:
(1) Da/{id} = Dy () Za

(2) D4/ {id,f?} =V (b) {0,2} =7,
(3) Ds/ {id, f,f2, f3} = (c) {6} ~ {1}
(4) D4/{id,f2,t, tf2} =
(5)
(6)

5 D4/{id,f27tf, tf3} = 7o
6) Ds/Dy={1}

(3) = (b): {id, f,£2,f3} =0, {t,tf tf2tf3}—2



Példa

Adjunk meg egy nemtrividlis ¢: Z15 — Ze¢ homomorfizmust.

Mivel Z1s/ ker ¢ = Zisp < Zg, a feladatunk talalni egy izomorfizmust Z;s
valamelyik faktorcsoportja és Zg egy nemtrividlis részcsoportja kdzott.

75 faktorcsoportjai: Zg részcsoportjai:
(1) Zis/ {0} = Zss (d) Zg

(2) 7415/{0,5,10} = Zs (b) {0,2.4} =7
(3) Zis/{0,3,6,9,12} =~ Zs () {0,3}=7,
(4)  Zi15/Z1s = {1} (d) {0y={1}

0p=0 3p=0 69p=0 09p=0 12¢=0
Tp=2 dp=2 Tp=2 10p=2 1Bep=2



Tétel (I. izomorfiatétel)

Ha H< G é N«G, akkor N<HN < G és HNN<H < G, tovabbd
HN/N = H/HAN.

Példa

Alkalmazzuk az els6 izomorfiatételt a G =S4, H=53, N=V
szereposztassal.

» HON = S;n V = {id}

v

H/HAN = S5/ {id}

v

HN =5V =5,

v

HN/N = S,/ V

v

izomorfia: Sp/V = S3/{id} = S5



Tétel (Megfeleltetési tétel)

Ha N < G, akkor G/N részcsoportjai kblcséndsen egyértelmiien
megfelelnek a G csoport N-et tartalmazé részcsoportjainak. A K < G
részcsoportnak (ahol N < K) az F := K/N < G/N részcsoport felel meg.

Tétel (II. izomorfiatétel)

Ha K < G és F < G/N a fentiek szerint egymasnak megfelelé
részcsoportok, akkor K< G <= F < G/N. Ha ez teljesiil, akkor
(G/N)/F = G/K, azaz

(G/N)/(K/N) = G/K.



7. Permutéciécsoportok

[S2] XI1/5; [F] 11/12



Definicié
A nemiires A halmaz Gsszes permutdcidi alkotta Sy szimmetrikus csoport
részcsoportjait permutaciocsoportoknak nevezziik.

Tétel (Cayley-reprezentécio)

Minden csoport izomorf egy permutacidcsoporttal.

Biz.

[Sz] XII. fejezet, 5.2. Tétel.

A kovetkezd p leképezés bedgyazza a G csoportot az Sg szimmetrikus

csoportba:
p: G — Sg, g pg-

> Minden g € G esetén p, € Sg (lattuk kordbban, hogy ez kévetkezik
a kancellativitdsbdl és az invertalhatésagbdl).

> pinjektivi g# h = 1-g=1ps #1lph=1-h = pg # pa
. ?
> p homomorfizmus: pgn = pg © pp
Vx € G : xpgh = x (gh) = (xg) h = (xg) pn = (xpg) pn = x (pg © pn)

Legyen H = Gp < Sg; ekkor p izomorfizmus G és H kozott.
|



Példa

irjuk fel a Zg csoport Cayley-reprezentacidjat.

Minden @ € Zg esetén p,: Z¢ — Ze, X — X + a.

0123145
%:<012345):.d
e <(1) RS 3) = (012375)
= (3332061 - 02939
we @ 11119 - oo
P (2 :533 2) — (082) (153)
= (501333 = 05520



Példa

irjuk fel az S5 csoport Cayley-reprezentacidjat.

Minden 7 € S35 esetén p,: S3 — S3, x — x - 7.

Pid

P2y =

P(123) =

id  (12) (13) (23) (123) (132)
((12) id  (132) (123) (23) (13)

(id (12))((13) (132))((23) (123))

)

(id (12) (13) (23) (123) (132))
( )

123) (13) (23) (12) (132) id

(id (123) (132))((12) (13) (23))



Tétel
Egy Sp-beli permutacié transzpozicick szorzataként valé felirdsaban a
tényezbk szamdnak paritdsa egyértelmiien meghatarozott.

Biz.
[Sz] XII/5. fejezet.

Tegyiik fel, hogy
TIT2** T2k+1 = 0102 ** 02/,

ahol mindegyik 7; és o; transzpozicié. Ekkor az identikus permutdcié
el6all paratlan sok transzpozicié szorzataként:
id =T7172 -+ Tok4102) -+ - 0207

Megmutatjuk, hogy ez lehetetlen.



K







metszéspontok: 2



metszéspontok: 2 + 2



metszéspontok: 2 + 2 + 2



metszéspontok: 24+2+2+ 4



metszéspontok: 2+2+2+ 442



metszéspontok: 2+2+2+44+2+2=0 (mod?2)






metszéspontok: 1



metszéspontok: 1+ 3



metszéspontok: 1+3+5



metszéspontok: 1 +3+5+1



metszéspontok: 1+3+5+1+1



metszéspontok: 1+ 3 +5+4 141+ 3 = cserék szdma (mod 2)



metszéspontok: 0 = cserék szdma (mod 2)



Allitas
Permutdcick szorzatanak a paritasa a kévetkezéképpen alakul:

paros - pdros = pdros paros - paratlan = pdratlan
paratlan - pdratlan = pdros pdratlan - paros = paratlan
Biz.

Szorzaskor a permutdcidt eldallitd transzpozicidk szdma Osszeadddik.
O

Kovetkezmény

A pdros hosszisagt ciklusok pdratlan permutdcick, mig a pdratlan
hosszisagti ciklusok paros permutaciok.

Biz.

Lattuk kordbban, hogy egy k hosszusagu ciklus felirhaté k — 1
transzpozicié szorzataként. O



Példa

Hatdrozzuk meg az aldbbi permutacidk paritasat.

v
o
~N DN
B~ w
=
w &1
[S20Ne)]

7'éros
6/ P

v
e
w N
[S2 RN ON]
= N
~N o1
[e) I e)]

). aratlan
4) P

v

(123) (4567): paratlan

v

(12) (3456) (78): paratlan

v

(12) (345) (6789): paros



Kovetkezmény
A pdros permutdcick részcsoportot (sét, normdalosztét) alkotnak S,-ben.
Ezt a csoportot n-edfoki alternalé csoportnak nevezziik, és Ap-nel
Jjeloljiik.
Biz.
Ertelmezziik egy m permutacio eldjelét a kdvetkezoképpen:

con 7 — 1, ha m péros;

ENT =1 =1, ha 7 paratlan.

Ekkor sgn: S, — {£1} homomorfizmus, és magja éppen A,.

Kovetkezmény
[Sn : An] =2ésigy |An| = %‘

Tétel

Az alterndlo csoportot generaljak a 3 hossziisagt ciklusok.

Biz.

(ab) (ac) = (abc),  (ab)(cd) = (ab)(ac)-(ac) (cd) = (abc) (acd) O



Tétel
Ha n > 5, akkor A, egyszerii csoport.

Megjegyzés
Ha n =4, akkor A, nem egyszerii, mert V < A,. Az A3, A, csoportok
persze egyszertliek.

Kovetkezmény
Ha n # 4, akkor S,, egyetlen nemtrividlis normalosztdja A,.

Biz.
Legyen N nemtrividlis normélosztéja Sp-nek (n # 4).
Ekkor NN A, <A, igy A, egyszerlisége miatt két eset lehetséges:

» NNA,=A,esetén A, < N, ezért N = A,.
» NN A, = {id} esetén |N| =2, mert
N=N/{id} 2N/NNA, = NA,/A, = S,/An.

Ez viszont lehetetlen, hiszen ekkor N\ {id} egyelemii
konjugaltosztaly lenne S,-ben.



8. Direkt szorzat

[Sz] X/4; [F] 11/13,14



Definicié
Az A és B csoportok kiilsé direkt szorzatan azt a csoportot értjiik,
melynek tartéhalmaza A x B, miivelete pedig a kovetkezképpen van
definidlva:

(a1, b1) - (a2, b2) = (a1a2, biby) .

Allitas
Csoportok kiilsé direkt szorzata csoport.
Biz.

Az asszociativitds vildgos, az egységelem (14,1g), az (a, b) € A x B elem
inverze pedig (a’l, bfl).
O

Példa

» Sikbeli vektorok az 6sszeadds miiveletével: R x R.

> ('P({l,z,?)}),A)%Zz ><Z2 XZ2



Allitas

Az A x B kiils6 direkt szorzatban az A; == {(a,1g) : a € A} és
By :={(1a, b) : b € B} részcsoportokra teljesiilnek a kévetkezbk:
(1) Al, Bl qA X B;

(2) ALV B, =AB =AXxB,
(3) AINBi=ANB = {(1,4, 15)}
Biz.
[F] 11/13. fejezet.
O
Definicié
Azt mondjuk, hogy a G csoport az A és B részcsoportjainak belsé direkt
szorzata, ha

(1) A, B<G;
(2) AVB=AB=G;

(3) ANB=ANB = {1¢}.



Tétel
A G csoport az A és B részcsoportjainak belsé direkt szorzata akkor és

csak akkor, ha
(a) G minden eleme eléall ab (a € A, b € B) alakban;

(b) a fenti elédllitds egyértelmii;
(c) Yac AVYbe B: ab = ba.

Biz.
[F] 11/13. fejezet.

Tétel
A kiilsé és a belsé direkt szorzat ,,lényegében” ugyanaz:
CG2AX¢B < JA,B1<G: Al A, B2 B é G =A; X, By.

Biz.
[F] 1/13. fejezet.



Definicié
Azt mondjuk, hogy a G csoport az A;, ..., A, részcsoportjainak belso
direkt szorzata, ha

(1) Ai,..., A< G;
(2) A1~...'A,,:G;
(3) AN (Al oAl Ay An) = {1(;} minden j-re.

Tétel
A G csoport az Ay, ..., A, részcsoportjainak belsé direkt szorzata akkor

és csak akkor, ha

(a) G minden eleme elall ay - ... - a, (a; € A;) alakban,
(b) a fenti elédllitds egyértelmii;

(c) Yaj € AiVaj € A : ajaj = aja; minden i # j esetén.



Tétel
Ha n és m relativ primek, akkor Z, X Zpy = Zipm.

Biz.
[Sz] X/4.5. Tétel. (gyliriikre, kinai maradéktétel segitségével)

Allités
Ha n és m nem relativ primek, akkor Z., X Zpy 2 Zipm-
Biz.
Legyen d = Inko (n, m) > 1; ekkor Ikkt (n, m) = "% < nm.
Tetsz8leges (3, b) € Zp X L elemre

22 (@) = (% na, 2 mb) = (0.0).
ezért (3, b) rendje legfeljebb Ikkt (n, m).

Tehat Z,, X Z,, nem tartalmaz nm-ed rendl elemet, igy nem is
ciklikus.



Kovetkezmény
Ha n primhatvanytényezés felbontdsa n = pi* - ... - p.*, akkor

> o o
Zn—ZP11 X XZP11'

Biz.

Z,, = ZPfl XZP2a2'~ Ok = prq XZPSZ XZP§3‘-~~'P?k = 'ZP{” X 'XZPZ‘"'

Py



Tétel (Véges Abel-csoportok alaptétele)

Minden véges Abel-csoport felbonthaté primhatvanyrendii ciklikus
csoportok direkt szorzatdra. Ez a felbontds (a tényez6k sorrendjété!
eltekintve) egyértelmii.

Példa

Hatdrozzuk meg az 8sszes n-elemii Abel-csoportot (izomorfia erejéig).

| 4

>

>

n=4. Zy4, Zy X 7o

n=28: Zg, Ly X Lo, L X Lo X 7

n=10: Zy x Zs (izomorf Z1o-zel)

n=16: Zie, Zg X Lo, Ly X Lig, Tig X Ly X Lp, Ly X Ly X Ly X Zp
n=100: Zg4XZos, L X Zp X Lips, Ly X L X L5, Lo X Ly X L5 X L



Példa
Igaz—e, hOgy ZIO X Z@ = Z30 X Zz?

Az alaptétel szerinti ,kanonikus” felbontasok:
210XZ6%ZQXZ5X22XZ3 és Z30XZQ%’ZZXZ3XZ5XZ2.
Ezek csak a tényezdk sorrendjében kiilonboznek, tehat izomorfak.

Példa
Igaz-e, hogy Z1g X Zg = Zg X Z15?

Az alaptétel szerinti ,kanonikus" felbontdsok:
ZlSXZf;gZQXZgXZzXZ3éSZ9XZ12§Z9XZ3XZ4.

Ezek nem csak a tényezdk sorrendjében kiilonboznek, tehdt nem
izomorfak (az alaptétel unicitds része szerint).

Masik megolda’i: ‘nem izomorfak, mert Zg X Zi>-ben van negyedrendii
elem, példaul (0,3), mig Z1g X Zg-ban nincs negyedrendii elem (miért?).



Példa
lgaz-e, hogy 73, = Z3 x Z4?!
Nem, mert Z3 x Zs4 = Z12, de Z3; nem ciklikus.

(Mdsik megoldas: meghatdroztuk 73, dsszes részcsoportjat, és nem volt
kdzottiik 4-elemii ciklikus.)

Példa
Igaz-e, hogy Z55 = Z4 X Zs?

Igen, mert Zy x Zs = Zog, és Z55 valéban 20-elemii ciklikus csoport.

Példa
lgaz-e, hogy Dy = Zy X Z4?
Nem, mert Z, x Z4 kommutativ, de D, nem az.

Példa
Igaz-e, hogy V = 7, x Z5?
Igen, V = A xy, B, ahol A ={id, (12) (34)} és B = {id, (13) (24)}



Példa
Direkt felbonthaté-e a C* csoport?
Igen C* = R* x}, T, hiszen minden nemnulla z komplex szdm felirhaté
egy pozitiv valds szdm és egy egységnyi abszoliit értékii komplex szam
szorzataként:

z =|z|(cosargz + isinarg z),

és ez a felirds egyértelmii.
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