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1. A csoport definicidi, példak

[Sz] V/1-2, XI1/0,1; [F] 1/1-4, 11/1,3,4,6



Definicié

Algebrai struktdran egy A = (A; F) pért értiink, ahol A nemiires
halmaz, F pedig az A halmazon értelmezett miveletek egy halmaza.
Az A halmazon értelmezett n-valtozés miivelet:

f:A" = A (ar,...,a,) — f(a1,...,an).

Példa
> Kétvaltozés miivelet: f: A2 — A, (ar, a2) — a1 * ao.
Az egész szdmok halmazan az Gsszeadas (kivonds, szorzds)
kétvaltozds miivelet:

+:72 5127, (a1,a2) — a1 + an.

» Egyvdltozds miivelet: f: A — A.
A nemnulla determindnsi 2 x 2-es valds matrixok halmazan az

inverzképzés egyvaltozés miivelet:

1 GLy (R) = GL (R), M +— ML,
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Definicid

(0)

(1)
(2)

Az egyetlen kétvdltozds miivelettel rendelkezé algebrat grupoidnak
nevezziik. Tehdt A = (A; x) grupoid, ha A nemiires halmaz és
x: A2 — A kétvaltozés miivelet A-n.

Ha egy grupoid miivelete asszociativ, akkor félcsoportnak nevezziik.

Ha egy félcsoportotban van egységelem, akkor monoidnak
nevezziik. Tehdt az A = (A; %) félcsoport akkor monoid, ha létezik
olyan e € A elem, amelyre

VaecA: axe=exa=a.

Ha egy monoidban minden elemnek van inverze, akkor csoportnak
nevezziik. Tehat az A = (A; *) monoid (e egységelemmel) akkor
csoport, ha

VacAdbe A: axb=bxa=ce.

Ha egy csoport miivelete kommutativ,akkor Abel-csoportnak
nevezziik.



Allitas
1. Bdrmely grupoidban legféljebb egy egységelem létezhet.

2. Barmely monoidban egy elemnek legféljebb egy inverze lehet.

Biz.
[Sz] V. fejezet, 2.4. és 2.17. Tétel.

Megjegyzés
Ha a miivelet nem asszociativ, akkor |étezhet egy elemnek tobb inverze
is. (HF: Keressiink ilyen példakat!)



Példa
Csoport-e az aldbbi miivelettabldzattal megadott ({a, b, ¢, d} ; %)
grupoid?

*x|a b ¢ d ‘ 0 1 2 3
ala b ¢ d 0|0 1 2 3
b|b ¢ d a = 1|1 2 3 0
clc d a b 212 3 0 1
d|d a b c 3{3 0 1 2

0) Minden x,y € {a, b, c,d} esetén x x y értelmezett, és x xy € A. V

2

(0)
(1) Az asszociativitast koriilményes ellenérizni, de teljesiil. v/
(2) Egységelem: a. v/

(

3) Inverzek: ainverze a, b inverze d, c inverze ¢, d inverze b. v
Tehat ez egy Abel-csoport.

Nevezzﬂk at az elemeket: a+— 0, b— 1, c— 2, d— 3.
Igy mar |athatd, hogy a (Z4; +) csoporttal van dolgunk (dlruhdban):
({a, b, c,d}; %) és (Z4; +) izomorfak.



Példa
Csoport-e az (R; *) grupoid, ahol x x y = 5x + 5y — 2xy — 107

(0) Minden x,y € R esetén x * y értelmezett, és x xy € R. v/
(1) Asszociativitas:
(x*xy)xz = b(x*y)+5z—2(x*xy)z—10
= 5(5x+5y —2xy —10) + 5z — 2(5x + 5y — 2xy — 10) z — 10
= 2bx + 25y + 25z — 10xy — 10xz — 10yz + 4xyz — 60

Hasonléan szamitandé ki x * (y * z), és ugyanez jon ki (HF). v/
(2) Egységelem: olyan e szdmot keresiink, hogy Vx : x*xe = e*xx = x.
5x+be—2xe—10=x <= x(4—2e)=10—>5e
Ez e = 2 esetén (és csak akkor) teljesiil minden x-re. v’
(3) Inverzek: x inverze y, ha x xy = 2.
bx+5y—2xy —10=2 < y(5—2x)=12—5x
Latjuk, hogy x = %-nek nincs inverze.
Tehdt ez nem csoport (csak kommutativ monoid).
HF: Csoportot alkot-e az R\ {3} halmaz a * miivelettel?



Példa

Az aldbbi H szamhalmazok koziil melyek alkotnak csoportot a szokdasos
Osszeaddsra nézve?

» H =0: nem (nem is grupoid)

» H = {0}: igen (Abel-csoport)

» H=C, R, Q, Z: igen (Abel-csoport)

» H=R", Q", N: nem (csak félcsoport)

» H = {paros szdmok}: igen (Abel-csoport)

» H = {paratlan szdmok}: nem (nem is grupoid)

» H = {irraciondlis szdmok}: nem (nem is grupoid)

» H = {véges tizedestdrtek}: igen (Abel-csoport)



Példa
Az aldbbi H szamhalmazok koziil melyek alkotnak csoportot a szokdsos
szorzasra nézve?

» H =(: nem (nem is grupoid)

» H = {1}: igen (Abel-csoport)

» H=C, R, Q, Z: nem (csak monoid)

» H=C\{0}, R\ {0}, Q\{0}: igen (Abel-csoport)
» H =Z\ {0}: nem (csak monoid)

» H=R", Q*: igen (Abel-csoport)

» H = N: nem (csak monoid)

» H = {irracionalis szdmok}: nem (nem is grupoid)

> H = {véges tizedestortek} \ {0}: nem (csak monoid)



Példa

Csoportot alkot-e az R x R halmaz az alabbi * miivelettel?
(a, b) * (¢, d) := (ac — bd, ad + bc).
Hosszas szdmolas helyett vegyiik észre, hogy ez éppen a komplex szamok

szorzasa! Tehat (R x R; %) nem csoport, de (R x R\ {(0,0)};*) mar
Abel-csoport.

Példa
Kvaterniécsoport: Q@ = ({1, +/, £/, £k} ;) (HF: [F] 11/6)

)

élda
(P(U) A) Abel-csoport, de (P (U);U) éltaldban csak monoid (ha
= (), akkor Abel-csoport).



Példa

>

v

v

v

v

(Z12;+): Abel-csoport

(Z12; -): csak monoid

(Z12\ {0} ;-): nem is grupoid
(Zy3\ {0} ;-): Abel-csoport
(Z%,; -): Abel-csoport
(R™*";.): csak monoid

GL, (R) = {M € R™" : det (M) # 0}:
n =1 esetén Abel-csoport, n > 2 esetén nemkommutativ csoport

SL, (R) = {M € R"*" : det (M) = 1}:
n =1 esetén Abel-csoport, n > 2 esetén nemkommutativ csoport

GL,(Z) = {M € Z"*" : det (M) # 0}: csak monoid

SL,(Z) = {M € Z"*" : det (M) = 1}:
n =1 esetén Abel-csoport, n > 2 esetén nemkommutativ csoport



Definicié
Legyen x egy kétvaltozés miivelet a nemiires A halmazon.
1. x invertalhaté miivelet, ha barmely a, b € A elemek esetén az
axx = b, illetve y x a = b egyenleteknek legaldbb egy megoldasa
van.

2. x kancellativ miivelet, ha barmely a, b € A elemek esetén az
axx = b, illetve y x a = b egyenleteknek legfeljebb egy megoldasa
van.

Megjegyzés

A kancellativitas igy is megfogalmazhaté: Va, x1,x0, y1,y2 € A:

a*xXy = a*xXp — X1 = X,

yi1*xa = yxa — Yy =Y.



Definicié

Legyen x egy kétvdltozds miivelet a nemiires A halmazon. Tetszbleges
a € A esetén definidljuk az a-val vald balrdl szorzast és az a-val valé
jobbrél szorzast:

At A= A x— axx, pPai A= A x— x*a.

Allitas
Legyen x egy kétvaltozés miivelet a nemiires A halmazon.
1. x invertdlhaté <= Va &€ A: A, és p, sziirjektiv.
2. x kancellativ. <= VYae€ A: A, és p, injektiv.
Biz.
HF

Kovetkezmény

Véges alaphalmaz esetén az invertdlhatdsag és a kancellativitds
egymassal ekvivalens.

Biz.

Skatulya-elv. (HF)



Definicié (1)
Az A = (A; ) félcsoportot csoportnak nevezziik, ha van egységeleme, és
minden elemének van inverze.

Definicié (11)
Az A = (A; x) félcsoportot csoportnak nevezziik, ha * invertdlhaté
miivelet.

Tétel

A csoport két definicidja ekvivalens egymadssal.

Biz.

[Sz] XII. fejezet, 1.4. Tétel. O



Allitas
Legyen x egy kétvaltozés miivelet a nemiires A halmazon.
1. Ha (A; %) csoport, akkor x kancellativ.

2. Ha x asszociativ és kancellativ, akkor (A; ) csoport, feltéve, hogy A
véges.

Biz.
1. [Sz] XII. fejezet, 1.1. Tétel.
axxy=axx = a lx(axx)=alx(axx)

= (a7 lxa)xx = (a!

% a) * Xp
- X1 = X2
2. Ha A véges, akkor a kancellativitasbdl kdvetkezik az invertdlhatdsag,
tehat (A; %) csoport a (I) definicié értelmében.

O
Példa

Az (N; +) félcsoport kancellativ, de nem invertdlhaté (és igy nem is
csoport).



2. Diédercsoportok

[S2] XI1/0; [F] 11/6



Példa

Egy tetszbleges nemiires A halmaz 6sszes transzformaciéi monoidot
alkotnak.

Példa
Egy tetszbleges nemiires A halmaz 6sszes permutacidi csoportot
alkotnak, ez az A feletti szimmetrikus csoport.

Példa
A sik dsszes egybevagdsagi transzforméaciéi (nemkommutativ) csoportot
alkotnak a transzformdcidk szorzdsdra (egymds utani végrehajtas).

Egy tetszbleges sikidomot dnmagaba képezd egybevagdsigok
részcsoportot alkotnak ebben a csoportban (a sikidom szimmetria-
csoportja). Rajzoljunk olyan alakzatot, amelynek szimmetriacsoportja
egyelemd;
kételemd;

haromelemii;

n-elemd;

S
>

»

> négyelemi;
>

> megszamlalhatéan végtelen;
>

kontinuum szdmossagu.



Tétel
A sik egybevagdsagainak csoportjat generaljak a tengelyes tiikrozések.

Biz.

Az egybevagdsagok a kdvetkezok:

> tengelyes tiikrozések;
» forgatdsok (két tiikrozés szorzata, HF);
> eltoldsok (két tiikrozés szorzata, HF);

> csisztatva tiikrozések (harom tiikr6zés szorzata, HF).



Definicié

A szabdlyos n-sz6g szimmetriacsoportjat n-edfoku diédercsoportnak
nevezziik és D,-nel jeldljiik. (Dy: Klein-csoport)

A D, csoportnak 2n eleme van: n forgatds és n tiikrozés.

Jeldlje £, sokszdg kozéppontja koriili 2"7” szogli forgatdst (0 < k < n-—1),
és legyenek a tiikrozések to, t1, ..., t,—1 (a tengelyeket pozitiv koriiljards
szerint szdmozzuk; két ,szomszédos" tengely T szget zar be egymdssal).
Ekkor D, = {id = fo,f1,..., fa—1,t0, b1, -, tae1}.

Allitas
Minden k € {0,1,...,n— 1} esetén
1. fk = flk;

2.tk =ty fix = to - .
Biz.
HF 0
Kovetkezmény

A D, csoportot generdlja f :==f; ést = ty:

Dy =[f, t]={id, £, 2 .. "t tf tf2 . tf" )



Allits
Ha t és f helyet cserél, akkor f ,jinvertalodik™: ft = tf -1
S68t, minden k € 7 esetén fkt = tf k.

Biz.
HF -

Példa
Szamoljunk Djg-ben! Emlékezteté: Dyig = {id, fo . f9 t tf, ..., tfg}.
> f5.f9:f14:f4
> F2013 _ f3
» F2013 _ £7
> tf7 . f9 = tf10 — ¢f6
> O tFT = tFOf7 = tf 2 = tf®
>t tf T = ttf Of =2 =8

(tF7) " = F7t71 = 3t = tf 3 = tf7 (nem véletlen!)

v

v

(tf7)2013 = tf" (ez sem véletlen...)

v

x-tfh = tf% = x=tf>. (tf4)_1 — 5 F At — tht — ttfL = £9



3. Részcsoportok, generélas

[Sz] X/2, XII/1; [F] 1/1,3



Definicié
Legyen A = (A; %) egy grupoid, és B C A. Azt mondjuk, hogy a B
halmaz zart a x miveletre, ha

Vbi,bo € B: by *x by € B.

Ha B nemiires zart halmaz, akkor B grupoidot alkot a * miivelettel
(pontosabban annak B-re valé megszoritdsaval).

Ezt a B = (B; *) grupoidot A részgrupoidjanak nevezziik.

Jelolés B < A.

Megjegyzés
Tetsz6leges algebra esetén hasonléan definidlhatd a zart részhalmaz (zart
minden miiveletre) és a részalgebra fogalma.



Példa
Részgrupoidot alkot-e a B halmaz az alabbi grupoidban?

a b ¢ d
ala b ¢ b
A= b|b b b b
clc b ¢ a
d|d b b a

B = (: zart, de nem részgrupoid.

B ={c,d}: nem, mert c-d =a¢ {c,d}.

B ={a,b}: igen, mert a-a,a-b, b-a, b-b < {a, b}.
B ={a,b,d}: igen, mert ...

B ={a,c,d}: nem, mert d-c=b¢ {a,c,d}.
B={d}: nem, mert d-d =a¢ {d}.

vV vV.v. v v Yy



Jelolés

Ezentdl a csoportmiiveletet - jeldli, az egységelemet 1, a g elem inverzét
pedig g7 1. A (G;") csoportot gyakran csak G-vel jeldljiik.

Definicid
Ha (G; ) csoport, ) # H C G, és a (H; ) részgrupoid maga is csoport,
akkor azt mondjuk, hogy (H;-) részcsoportja (G; -)-nek.

Allitas

Tetsz8leges (G; -) csoport és ) £ H C G esetén H akkor és csak akkor
részcsoportja (G; -)-nek, ha

(0) H zdrt a szorzdsra: Yhy,ho € H: hy - hy € H;

(2) H tartalmazza G egységelemét: 1¢ € H;

(3) H zart az inverzképzésre: Vh € H: h™1 € H.



Biz.
Az elegenddség nyilvanvalS. A sziikségességhez tegyiik fel, hogy (H; -)
csoport, és jeldlje 1y az egységelemét. Ekkor tetszbleges h € H esetén

1y-h=1¢ - h (miért?), és igy 1y = 1¢ (miért?).
Tehdt 1 =1y € H.

Barmely h € H elemnek van inverze a H csoportban (mondjuk h'), és van
inverze a G csoportban is (h~!). Ekkor

W(hh™Y) = W-1 = K,
(Wh)h™t = 1.h71 = AL,
Tehat h=2 = ' € H. 0

Példa

Ny részalgebrija a (Z; +) csoportnak, de nem részcsoportja (csak
részmonoid).



—II?—e?stzeclsoportok metszete is részcsoport. Precizebben: ha Hy és H,
részcsoportjai a G csoportnak, akkor Hy N Hy is részcsoport.
Biz.
(0) Zartsag: legyen a,b € H; N H,

PR T RSt | st ¢
(2) Egységelem:

1 € Hy mert Hy rcsop.

1 € H, mert H, rcsop. } = le HiNH, vV

(3) Inverzek: legyen a € Hy N Ha
a~! € Hy mert Hj rcsop. )
a—! € Hy, mert H, rcsop. = a ~eHiNH, v 0
Megjegyzés

A tétel nem csak ketté, hanem tébb részcsoportra is érvényes (akdr
végtelen sokra is!).



Definicié
Legyen G egy csoport, és B C G. A B halmaz altal generalt
részcsoport a legsziikebb olyan részcsoport, ami tartalmazza B-t:

Bl= () H.

BCH<G

Megjegyzés

Az iires halmaz generdtuma a legsziikebb részcsoport: [#] = {1¢}.

Megjegyzés

Hasonlé médon definidlhaté a generalt részfélcsoport, részgrupoid,
részalgebra fogalma is.

Definicid

Ha [B] = G, akkor azt mondjuk, hogy B generatorrendszere a G
csoportnak.



Allitas

A (G;-) csoportban a B C G részhalmaz dltal generdlt részcsoport

azokbdl az elemekbdl dll, amelyek megkaphatdk B elemeibdl (és az
egységelembdl) szorzds és inverzképzés véges szami alkalmazdsaval:

[B] ={b5*---b;" :neNg, by,...,b, € Byeq,...,e0==£1}.

Biz.
[Sz] XII. fejezet, 1.6. Tétel.



Példa

Hatarozzuk meg a megadott halmazok altal generalt részgrupoidot az
alabbi grupoidban.

a b ¢ d
ala b c b
A= b|b b b b
c|lc b c a
d|d b b a

[#] = 0, de ez nem alkot grupoidot.

[c,d] ={c,d,a,b} (a=d-d, b=d ")
[a, b] = {a, b} (mar eleve zért volt)

[a, b,d] = {a, b,d} (mér eleve zart volt)
[a,c,d] ={a,¢c,d,b} (b=a-d)

[d] ={d,a, b} (a=d-d, b=a-d)

vV v v v Vv Y



Példa
Hatdrozzuk meg a (C; 4) csoportban a megadott részhalmaz
generdtumat.

> [6,8] = {paros szdmok}

> [6,10,15] = Z

F [13] = {5 ke)
> [1,/] = Z][i]

» {zeC:|z|=1}] =C

Példa
Hatdrozzuk meg a (C*;-) csoportban a megadott részhalmaz
generatumat.

> [{primszdmok}] = QT

> [3.3] ={23' k1 e}

> [1a ’] = {1a 717 ia 71-}

» [{zeC:|z|=1} ={zeC:|z| =1}



Példa
Hatarozzuk meg a B részhalmaz altal generalt részcsoportot
a G csoportban.

> B:{Z,TO}, G =71

> B={57), G =1

[B] = {1,5,7,11} = {1,-1,5,-5} = Klein-féle csoport
» B={5}, G =1

[B] = {1,5,8,12} = {1,-1,5,-5} =7,
» B={t,tf®}, G =Dy,

[B] = {f°,°,t,tf°} = Klein-féle csoport

» B={f%tf}, G=Ds
[B] = {fO, 2, 4 O tf tf3 tf° tf} =D,



4. Permutdcidk

[S2] 11/6



Példa
Adott nemiires A halmaz Gsszes permutaciéi (vagyis az A — A
bijekcik) csoportot alkotnak a leképezésszorzdsra nézve.

Definicié
Az A={1,2,...,n} halmaz dsszes permutécidi alkotta csoportot
n-edfoki szimmetrikus csoportnak nevezziik, és S,-nel jel6ljiik.

Egy m € S, permutdciét megadhatunk dgy, hogy {1,2,...,n} minden
eleme ald odairjuk a ™ melletti képét:

1 2 3 -+ n
I 27 37 --- nmw)’

Vegyiik észre, hogy 7 bijektivitdsa azt jelenti, hogy a matrix alsé sordban
az 1,2,...,n szamok egy permutacidja van.



Szdmitsuk ki Sg-ban a wp, pm, 71 és 2013 permutécidkat, ahol

Példa
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1 2 3 45 6
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o



Definicié
Legyenek ay,...,ax € {1,2,...,n} kiilonbdz6 elemek, és legyen w € S,
az aldbbi permuticié:

AT = ap, @MW = a3,...,ak_1T = ak, akT = a; €s

br=bhab¢{a,...,a}.

Ezt a m permutdciét roviden igy jeldljik: m = (a1 ay - -+ ak—1 ak) és
ciklikus permutaciénak vagy roviden ciklusnak nevezziik.
Definicié

Két ciklus idegen, ha mozgatott elemeik halmaza diszjunkt.

Tétel

Ha 7 és p idegen ciklusok, akkor folcserélhetbek, azaz mp = pr.
Biz.
[Sz] II. fejezet, 6.9. Tétel. O

Tétel

Minden S,-beli permutacic elé3ll paronként idegen ciklusok szorzataként,
és ez az elédllitds a tényezbk sorrendjétdl eltekintve egyértelmii.

Biz.

[Sz] Il. fejezet, 6.11. Tétel. O



Példa

Bontsuk idegen ciklusok szorzatdra az aldbbi 7 és p permutécidkat, majd
szamitsuk ki 99-edik hatvanyukat:

(1 2 3 4 5 6 (1 2 3 4 5 6
™\3 5126 4) "7 \23146 5)

7= (13)(2564) = 7% = ((13)(2564))% = (13)% (2564)%° =
= (13)%91 . (2564)" %1 = (13)" (2564) = (13) (2465) =
B (1 2345 6>
“\341625

p=(123)(56) = p% = ((123)(56))>° = (123)*° (56)*° =

(
= (123)*%* . (56)**°*! =id- (56)" = (56) =



Példa

Adjuk meg idegen ciklusok szorzataként az aldbbi permutaciét:
(134) (3247) (14527) = (173)(25) (4) = (173) (25)

Példa
Oldjuk meg Se-ban az (123) (2345) 7 (456) = (134) egyenletet.

1

szorozzunk be balrdl (123)™ "-zel: (2345) 7 (456) = (321)(134)
szorozzunk be balrél (2345) *-zel: 7 (456) (5432) (321) (134)
szorozzunk be jobbrdl (456) '-zel: v = (5432) (321) (134) (654)
szamoljuk ki: T (165) (24)

Az els6 két 1épés Osszevonhaté:
szorozzunk be balrdl [(123) (2345)]_1 = (5432) (321)-gyel.

Tetszbleges csoportban az axb = ¢ egyenlet egyetlen megoldasa
—1_ -1
X=a ~cb™".



Példa
Oldjuk meg S;-ben a 72 = (134) egyenletet.

Egy S;-beli permutdcié ciklusszerkezete 6tféle lehet:

(....)7 (..)(..)

Tehdt m csak egy hdrmas ciklus lehet.

Ekkor 3 = id miatt 72 = 71 = (134),
és igy m = (143) az egyetlen megoldas.



Definicié
A 2 hosszilisagu ciklusokat, vagyis az (i) alakd permutdcidkat
transzpoziciéknak nevezziik.

Tétel
Az S, csoportot generdljdk a transzpozicick, azaz minden S,-beli
permutacio eléall transzpozicick szorzataként.

Biz.
[Sz] Il. fejezet, 6.15. Kdvetkezmény.

Elég ciklusokra bizonyitani.

(81 az - dk-1 3k) = (31 32) (31 83) s (81 ak)

Példa
™ = (13) (2564) = (13) (25) (26) (24)

vagy
- (13)(25) (45) (56) = id = 7 = (56) (45) (25) (13)



5. Elem rendje, ciklikus csoportok

[S2] XI1/2; [F] 11/5



Példa

Hatdrozzuk meg a [2] és [i] részcsoportokat a C* csoportban.

Altaldnosan: [a] = {a*: k€ Z} ={...,a%,a1,a%a",%,...}

ok I L | L 1 |2 |4 |8 |16]|32]| 64| 128] 256

w
N
=
[=)]
[
N
N

Az elsé esetben a hatvanyok mind kiilonbozdek, ezért [2] = Z

A miésodik esetben négyes periodicitdst tapasztalunk, ezért [i] = Z,.




Definicié
Legyen A = (A; %) és B = (B; @) két csoport (vagy csak grupoid). Azt
mondjuk, hogy a ¢: A — B leképezés izomorfizmus A-bdl B-be, ha
1. ¢ bijektiv leképezés, és
2.  felcserélhetdé a miiveletekkel, azaz

Vaj,aa €A: (a1*xa)p = a1p @ axp.

Ha létezik ¢: A — B izomorfizmus, akkor azt mondjuk, hogy
A és B izomorf (jelolés: A = B).



Egy tetszéleges (G; -) csoportban egy a elemet hatvanyozva két eset
lehetséges:

(1) A hatvanyok mind kiilonb&z8ek.

Ekkor ¢: (Z,+) — ([a];-), k + a* izomorfizmus,
ezért ([a];-) = (Z,+).
> Sziirjektivitas: [a] minden eleme el4ll a* alakban.
> Injektivitds: feltettiik, hogy k # ¢ esetén a* # a*.

> Miivelettartds: (k +£)p =a"™" = kp-lp=a"-a".



Egy tetszéleges (G; -) csoportban egy a elemet hatvanyozva két eset
lehetséges:
(2) A hatvdnyok kdzétt van ismétlédés: Ji<j: a' =a = ' =1.

Legyen n a legkisebb pozitiv kitevs, amelyre 3" = 1.

Az % al 2% ... a""! hatvdnyok paronként kiilénbézdek (miért?)
és minden mas hatvdny ezek valamelyikével megegyezik:
k = nqg+resetén ak = 3" = (3")7.a" =19-a" = a".

Ekkor : (Zn,+) — ([a];-), k + a* izomorfizmus,
ezért ([a] ;) = (Zn, +).

> Jéldefinialtsag: k = ¢ (modn) = a* = a".
> Sziirjektivitas: [a] minden elemeeldall a* (k = 0,1,...,n — 1) alakban.
> Injektivitds: k # £ (modn) = a* # a’.

> Miivelettartss: (k+0)p=k+lp=2a" = ko lp=a"a



Definicié

Az a € G elem rendjén azt a legkisebb n pozitiv egész szdmot értjiik,
amelyre 3" = 1.

Ha nincs ilyen n, akkor azt mondjuk, hogy a rendje végtelen.

Az a elem rendjét o (a) jeldli:

o(a)=min{neN:a"=1}.

Definicié

A véges G csoport rendjén elemeinek szamat értjiik.

Definicié

A G csoportot ciklikus csoportnak nevezziik, ha egyetlen elemmel
generdlhaté: Ja€ G: [a] = G.

Megjegyzés
Az a elem rendje nem mds, mint az altala generdlt részcsoport rendje:
o(a) =|[a]| (ha véges).



Tétel

Egy csoport akkor és csak akkor ciklikus, ha izomorf a Z,Z;, 73, 2y, . . .

csoportok valamelyikével.

Biz. )

[Sz] XII. fejezet, 2.8. Tétel (+2.4. Allitds, 2.6. Tétel).

Lattuk, hogy ha G = [a], akkor vagy G = Z (elsd eset),

vagy G = Z,(;) (masodik eset).

Az vildgos, hogy ezek a csoportok ciklikusak: Z = [1], Z, = m



Tétel
Ciklikus csoport minden részcsoportja is ciklikus.

Biz.
[Sz] XII. fejezet, 2.10. Tétel.

Legyen {1} # H < G = [a]. Legyen n a legkisebb pozitiv kitevs, amelyre
a" € H. (Miért létezik ilyen?) Ekkor [a"] = H.

1. [a"] € H : Vilagos, hiszen a" € H — [a"] C H.

2. HC[a"]: Legyen h= a¥ € H tetszbleges elem.
Osszuk el k-t maradékosan n-nel:

k=ng+r, 0<r<n-1.
Ekkor a" kifejezhet6 H-beli elemekkel:
3= anq+r .3 M = p. (an)—q c H,

igy n minimalitdsa miatt r = 0. Tehat h = a" € [a"].



Példa

Hatdrozzuk meg az a € G elem rendjét, illetve az [a] < G részcsoportot.

»G=C"a=2o0(a)=0c0, [3={...7.3.1,248,. ..}
G:C*’ a=i 0(8)24’ [3] :{17_17’7_1}

>

v

v

v

v

v

v

v

G=C* a=

-+ ?i: o(a)=3, [a] = {17—% + 73/}

G=C,a=20(a)=o00, [a]={...,—4,-2,0,2,4,6,...}

=00, [a]={...,—2i,—i,0,i,2i,3i,...}



Példa

Hatdrozzuk meg az a € G elem rendjét, illetve az [a] < G részcsoportot.
> G =D, a=f1% o(a) =6, [a] = {id, 2, £* £° 8 £10}

» G =D, a=tf1% o(a) =2, [a] = {id, tf1°}
» G =5y, a=(368): o(a) =3, [a] ={id, (368),(386)}
> G =Sy, a=(368)(45): o(a) =6,

[a] = {id, (368), (386), (45), (368) (45), (386) (45)}
» G =5y, a=(368)(46): o(a) = 4,

[a] = {id, (3468), (36) (48), (3864)}
> G =S, a=(12)(345) (6789): o(a) = 12,

[a] = {id,a,2°,..., all}
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