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1. Faktortest

Ez a rész a tankdnyvekben a [Sz] XIII/2 és az [F] VI/4 fejezetben
taldlhaté (+ elSismeretek!).
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Példa

A komplex szdmok testének részteste R és QQ, de Z csak részgyiirii.
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> elemek: Z, = {0,1,...,p— 1}
> szadmolds:
> Osszeadds, additiv inverz (kivonds), szorzds: egyszerii, csak modulo p
kell szamolni
» multiplikativ inverz (osztds): linedris kongruenciat vagy diofantoszi
egyenletet kell megoldani (ha mdsképp nem megy, akkor euklideszi
algoritmussal)
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Szadmoljunk Zj7-ben.



Kovetkezmény
Zm test <= m primszam
> elemek: Z, = {0,1,...,p— 1}
> szadmolds:
> Osszeadds, additiv inverz (kivonds), szorzds: egyszerii, csak modulo p
kell szamolni
» multiplikativ inverz (osztds): linedris kongruenciat vagy diofantoszi
egyenletet kell megoldani (ha mdsképp nem megy, akkor euklideszi
algoritmussal)
Példa

Szadmoljunk Zj7-ben.
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Kovetkezmény
Zm test <= m primszam
> elemek: Z, = {0,1,...,p— 1}
> szadmolds:
> Osszeadds, additiv inverz (kivonds), szorzds: egyszerii, csak modulo p
kell szamolni
» multiplikativ inverz (osztds): linedris kongruenciat vagy diofantoszi
egyenletet kell megoldani (ha mdsképp nem megy, akkor euklideszi
algoritmussal)
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Kovetkezmény
Zm test <= m primszam
> elemek: Z, = {0,1,...,p— 1}
> szadmolds:
> Osszeadds, additiv inverz (kivonds), szorzds: egyszerii, csak modulo p
kell szamolni
» multiplikativ inverz (osztds): linedris kongruenciat vagy diofantoszi
egyenletet kell megoldani (ha mdsképp nem megy, akkor euklideszi
algoritmussal)
Példa

Szadmoljunk Zj7-ben.
12413 = 25 =

[ee]]



Kovetkezmény
L, test <= m primszam

> elemek: Z, = {0,1,...,p— 1}
> szadmolds:
> Osszeadds, additiv inverz (kivonds), szorzds: egyszerii, csak modulo p
kell szamolni
» multiplikativ inverz (osztds): linedris kongruenciat vagy diofantoszi
egyenletet kell megoldani (ha mdsképp nem megy, akkor euklideszi
algoritmussal)

Példa
Szadmoljunk Zj7-ben.
12+13 = 25 = 38
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Kovetkezmény
L, test <= m primszam

> elemek: Z, = {0,1,...,p— 1}
> szadmolds:
> Osszeadds, additiv inverz (kivonds), szorzds: egyszerii, csak modulo p
kell szamolni
» multiplikativ inverz (osztds): linedris kongruenciat vagy diofantoszi
egyenletet kell megoldani (ha mdsképp nem megy, akkor euklideszi
algoritmussal)

Példa
Szadmoljunk Zj7-ben.
12+13 = 25 = 38



Kovetkezmény
L, test <= m primszam

> elemek: Z, = {0,1,...,p— 1}
> szadmolds:
> Osszeadds, additiv inverz (kivonds), szorzds: egyszerii, csak modulo p
kell szamolni
» multiplikativ inverz (osztds): linedris kongruenciat vagy diofantoszi
egyenletet kell megoldani (ha mdsképp nem megy, akkor euklideszi
algoritmussal)

Példa

Szadmoljunk Zj7-ben.

12+13 = 25 = 38
-12 = =12 = 5



Kovetkezmény
L, test <= m primszam

> elemek: Z, = {0,1,...,p— 1}
> szadmolds:
> Osszeadds, additiv inverz (kivonds), szorzds: egyszerii, csak modulo p
kell szamolni
» multiplikativ inverz (osztds): linedris kongruenciat vagy diofantoszi
egyenletet kell megoldani (ha mdsképp nem megy, akkor euklideszi
algoritmussal)

Példa

Szadmoljunk Zj7-ben.

12+13 = 25 = 38
-12 = =12 = 5



Kovetkezmény
Zm test <= m primszam
> elemek: Z, = {0,1,...,p— 1}
> szadmolds:
> Osszeadds, additiv inverz (kivonds), szorzds: egyszerii, csak modulo p
kell szamolni
» multiplikativ inverz (osztds): linedris kongruenciat vagy diofantoszi

egyenletet kell megoldani (ha mdsképp nem megy, akkor euklideszi
algoritmussal)

Példa

Szadmoljunk Zj7-ben.

12413 = 25 = 8
-12 = —-12 = 5

12-13 = 156 =



Kovetkezmény
L, test <= m primszam

> elemek: Z, = {0,1,...,p— 1}
> szadmolds:
> Osszeadds, additiv inverz (kivonds), szorzds: egyszerii, csak modulo p
kell szamolni
» multiplikativ inverz (osztds): linedris kongruenciat vagy diofantoszi
egyenletet kell megoldani (ha mdsképp nem megy, akkor euklideszi
algoritmussal)

Példa

Szadmoljunk Zj7-ben.

12413 = 25 = 8
-12 = —-12 = 5

Nl
&l
[

3]
(Sl
(@)}
I

wl



Kovetkezmény
Zm test <= m primszam
> elemek: Z, = {0,1,...,p— 1}
> szadmolds:
> Osszeadds, additiv inverz (kivonds), szorzds: egyszerii, csak modulo p
kell szamolni
» multiplikativ inverz (osztds): linedris kongruenciat vagy diofantoszi
egyenletet kell megoldani (ha mdsképp nem megy, akkor euklideszi
algoritmussal)

Példa
Szadmoljunk Zj7-ben.
12+13 = 25 = 38
-12 = =12 = 5
12-13 = 156 = 3
-1



Kovetkezmény
L, test <= m primszam

> elemek: Z, = {0,1,...,p— 1}
> szadmolds:
> Osszeadds, additiv inverz (kivonds), szorzds: egyszerii, csak modulo p
kell szamolni
» multiplikativ inverz (osztds): linedris kongruenciat vagy diofantoszi
egyenletet kell megoldani (ha mdsképp nem megy, akkor euklideszi
algoritmussal)

Példa
Szadmoljunk Zj7-ben.
12+13 = 25 = 8
-12 = 12 = 5§
12-13 = 156 = 3
2= u Z.u=1

<~
—



Kovetkezmény
Zm test <= m primszam
> elemek: Z, = {0,1,...,p— 1}
> szadmolds:
> Osszeadds, additiv inverz (kivonds), szorzds: egyszerii, csak modulo p
kell szamolni
» multiplikativ inverz (osztds): linedris kongruenciat vagy diofantoszi

egyenletet kell megoldani (ha mdsképp nem megy, akkor euklideszi
algoritmussal)

Példa
Szadmoljunk Zj7-ben.
12+13 = 25 = 8
-12 = 12 = 5§
12-13 = 156 = 3
7' = 1« Du=1
< 12u=1 (mod17)
—



Kovetkezmény
Zm test <= m primszam
> elemek: Z, = {0,1,...,p— 1}
> szadmolds:
> Osszeadds, additiv inverz (kivonds), szorzds: egyszerii, csak modulo p
kell szamolni
» multiplikativ inverz (osztds): linedris kongruenciat vagy diofantoszi

egyenletet kell megoldani (ha mdsképp nem megy, akkor euklideszi
algoritmussal)

Példa
Szadmoljunk Zj7-ben.
12+13 = 25 8
12 = 12 5
12-13 = 156 3
2= u Z.u=1

12u=1 (mod17)
dveZ:12u=1+17v
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Kovetkezmény
L, test <= m primszam

> elemek: Z, = {0,1,...,p— 1}
> szadmolds:
> Osszeadds, additiv inverz (kivonds), szorzds: egyszerii, csak modulo p
kell szamolni
» multiplikativ inverz (osztds): linedris kongruenciat vagy diofantoszi
egyenletet kell megoldani (ha mdsképp nem megy, akkor euklideszi
algoritmussal)

Példa
Szadmoljunk Zj7-ben.
12+13 = 25 8
12 = 12 5
12-13 = 156 3
2= u Z.u=1

12u=1 (mod17)
veZ:12u=1+17v
u=10 (mod17)

T30 v



Kovetkezmény
Zm test <= m primszam
> elemek: Z, = {0,1,...,p— 1}
> szadmolds:
> Osszeadds, additiv inverz (kivonds), szorzds: egyszerii, csak modulo p
kell szamolni
» multiplikativ inverz (osztds): linedris kongruenciat vagy diofantoszi

egyenletet kell megoldani (ha mdsképp nem megy, akkor euklideszi
algoritmussal)

Példa
Szadmoljunk Zj7-ben.
12413 = 25 = 8
12 =12 = 5§
12-13 = 156 = 3
D' = 7 < 2.u=1
< 12u=1 (mod17)
<— dveZ:12u=1+17v
<= u=10 (mod17)
— u=10



Kovetkezmény
Tetszdleges T test és n-edfoki f € T [x] esetén

T [x]/(f) test <= f irreducibilis T felett.
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T [x]/(f) test <= f irreducibilis T felett.

> elemek: T[x]/(f)={g:g€ T[x], degg<n—-1} =

= {a,,,lx”*1 +---+a1x+ap: ap,ar,...,an—1 € T}



Kovetkezmény
Tetszdleges T test és n-edfoki f € T [x] esetén

T [x]/(f) test <= f irreducibilis T felett.

> elemek: T[x]/(f)={g:g€ T[x], degg<n—-1} =

= {a,,,lx”*1 +---+a1x+ap: ap,ar,...,an—1 € T}

> szadmolds:
> Osszeadds, additiv inverz (kivonds), szorzds: egyszer(i, csak modulo f
kell szamolni



Kovetkezmény
Tetszdleges T test és n-edfoki f € T [x] esetén

T [x]/(f) test <= f irreducibilis T felett.

> elemek: T[x]/(f)={g:g€ T[x], degg<n—-1} =

= {a,,,lx”*1 +---+a1x+ap: ap,ar,...,an—1 € T}

> szamolds:
> Osszeadds, additiv inverz (kivonds), szorzds: egyszer(i, csak modulo f
kell szamolni
» multiplikativ inverz (osztds): linedris kongruenciat vagy ,diofantoszi”
egyenletet kell megoldani (ha mdsképp nem megy, akkor euklideszi
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Kovetkezmény
Tetszdleges T test és n-edfoki f € T [x] esetén

T [x]/(f) test <= f irreducibilis T felett.

> elemek: T[x]/(f)={g:g€ T[x], degg<n—-1} =

= {a,,,lx”*1 +---+a1x+ap: ap,ar,...,an—1 € T}

> szamolds:
> Osszeadds, additiv inverz (kivonds), szorzds: egyszer(i, csak modulo f
kell szamolni
» multiplikativ inverz (osztds): linedris kongruenciat vagy ,diofantoszi”
egyenletet kell megoldani (ha mdsképp nem megy, akkor euklideszi
algoritmussal)

Kovetkezmény

Ha f € Z, [x] egy n-edfokii irreducibilis polinom, akkor Z, [x] / (f) egy p"
elemszamii test.



Kovetkezmény
Tetszdleges T test és n-edfoki f € T [x] esetén

T [x]/(f) test <= f irreducibilis T felett.

> elemek: T[x]/(f)={g:g€ T[x], degg<n—-1} =

= {a,,,lx”*1 +---+a1x+ap: ap,ar,...,an—1 € T}

> szamolds:
> Osszeadds, additiv inverz (kivonds), szorzds: egyszer(i, csak modulo f
kell szamolni
» multiplikativ inverz (osztds): linedris kongruenciat vagy ,diofantoszi”
egyenletet kell megoldani (ha mdsképp nem megy, akkor euklideszi
algoritmussal)

Kovetkezmény
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elemszamd test.

Megjegyzés

Meg lehet mutatni, hogy minden p primszam és n természetes szam
esetén |étezik n-edfokd irreducibilis polinom Z, felett.



Kovetkezmény
Tetszdleges T test és n-edfoki f € T [x] esetén

T [x]/(f) test <= f irreducibilis T felett.

> elemek: T[x]/(f)={g:g€ T[x], degg<n—-1} =

= {a,,,lx”*1 +---+a1x+ap: ap,ar,...,an—1 € T}

> szamolds:
> Osszeadds, additiv inverz (kivonds), szorzds: egyszer(i, csak modulo f
kell szamolni
» multiplikativ inverz (osztds): linedris kongruenciat vagy ,diofantoszi”
egyenletet kell megoldani (ha mdsképp nem megy, akkor euklideszi
algoritmussal)

Kovetkezmény

Ha f € Z, [x] egy n-edfokii irreducibilis polinom, akkor Z, [x] / (f) egy p"
elemszamd test.

Megjegyzés

Meg lehet mutatni, hogy minden p primszam és n természetes szam

esetén |étezik n-edfokd irreducibilis polinom Z, felett. Kovetkezésképp
minden g primhatvanyra |étezik g-elemi test.
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mert x2 4+ 1 = (x + 1)°.
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Melyek testek az aldbbi faktorgyliritk koziil?
> Z2[x]/ (x*+1): nem,
mert x2 4+ 1 = (x + 1)°.
> Zs[x]/ (x*+1): igen,
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Példa
Melyek testek az aldbbi faktorgyliritk koziil?
> Z2[x]/ (x*+1): nem,
mert x2 4+ 1 = (x + 1)°.
> Zs[x]/ (x*+1): igen,
mert x2 + 1 csak masodfoku, és nincs gyoke Zs-ban.

> Zo[x]/ (x®+x+1):



Példa
Melyek testek az aldbbi faktorgyliritk koziil?
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mert x2 + 1 csak masodfoku, és nincs gyoke Zs-ban.

> Zo[x]/ (x* + x +1): igen,
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Példa
Melyek testek az aldbbi faktorgyliritk koziil?
> Z2[x]/ (x*+1): nem,
mert x2 4+ 1 = (x + 1)°.
> Zs[x]/ (x*+1): igen,
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Példa
Melyek testek az aldbbi faktorgyliritk koziil?
> Z2[x]/ (x*+1): nem,
mert x2 4+ 1 = (x + 1)°.
> Zs[x]/ (x*+1): igen,
mert x2 + 1 csak masodfoku, és nincs gyoke Zs-ban.
> Zo[x]/ (x* + x +1): igen,
mert x2 + x + 1 csak masodfokd, és nincs gyoke Zp-ben.

> Zn[x]/ (P +x+1):



Példa
Melyek testek az aldbbi faktorgyliritk koziil?
> Z2[x]/ (x*+1): nem,
mert x2 4+ 1 = (x + 1)°.
> Zs[x]/ (x*+1): igen,
mert x2 + 1 csak masodfoku, és nincs gyoke Zs-ban.
> Zo[x]/ (x* + x +1): igen,
mert x2 + x + 1 csak masodfokd, és nincs gyoke Zp-ben.

> Zo[x]/ (x* + x +1): igen,
mert



Példa
Melyek testek az aldbbi faktorgyliritk koziil?
> Z2[x]/ (x*+1): nem,
mert x2 4+ 1 = (x + 1)°.
> Zs[x]/ (x*+1): igen,
mert x2 + 1 csak masodfoku, és nincs gyoke Zs-ban.
> Zo[x]/ (x* + x +1): igen,
mert x2 + x + 1 csak masodfokd, és nincs gyoke Zp-ben.

> Zo[x]/ (x* + x+1): igen,
mert x3 + x + 1 csak harmadfokd, és nincs gyoke Zp-ben.



Példa
Melyek testek az aldbbi faktorgyliritk koziil?

>

Z[x]/ (x* +1): nem,

mert x2 4+ 1 = (x + 1)°.

Zs[x]/ (x* +1): igen,

mert x2 + 1 csak masodfoku, és nincs gyoke Zs-ban.

Zo[x]/ (x* + x +1): igen,
mert x2 + x + 1 csak masodfokd, és nincs gyoke Zp-ben.

Zo[x]/ (x* + x +1): igen,
mert x3 + x + 1 csak harmadfokd, és nincs gyoke Zp-ben.

Zo[x]/ (x* + x*+1):



Példa
Melyek testek az aldbbi faktorgyliritk koziil?

>

Z[x]/ (x* +1): nem,

mert x2 4+ 1 = (x + 1)°.

Zs[x]/ (x* +1): igen,

mert x2 + 1 csak masodfoku, és nincs gyoke Zs-ban.

Zo[x]/ (x* + x +1): igen,
mert x2 + x + 1 csak masodfokd, és nincs gyoke Zp-ben.

Zo[x]/ (x* + x +1): igen,
mert x3 + x + 1 csak harmadfokd, és nincs gyoke Zp-ben.

Za[x]/ (x* + x>+ 1): nem,

mert



Példa
Melyek testek az aldbbi faktorgyliritk koziil?

>

Z[x]/ (x* +1): nem,

mert x2 4+ 1 = (x + 1)°.

Zs[x]/ (x* +1): igen,

mert x2 + 1 csak masodfoku, és nincs gyoke Zs-ban.

Zo[x]/ (x* + x +1): igen,
mert x2 + x + 1 csak masodfokd, és nincs gyoke Zp-ben.

Zo[x]/ (x* + x +1): igen,
mert x3 + x + 1 csak harmadfokd, és nincs gyoke Zp-ben.
Za[x]/ (x* + x>+ 1): nem,

mert x* +x2+1= (X2+X+1)2.



Példa
Melyek testek az aldbbi faktorgyliritk koziil?

>

Z[x]/ (x* +1): nem,

mert x2 4+ 1 = (x + 1)°.

Zs[x]/ (x* +1): igen,

mert x2 + 1 csak masodfoku, és nincs gyoke Zs-ban.

Zo[x]/ (x* + x +1): igen,
mert x2 + x + 1 csak masodfokd, és nincs gyoke Zp-ben.

Zo[x]/ (x* + x +1): igen,

mert x3 + x + 1 csak harmadfokd, és nincs gyoke Zp-ben.
Za[x]/ (x* + x>+ 1): nem,
mert x* +x2 + 1= (x* +x + 1)
R[x]/ (x*+1):

2



Példa
Melyek testek az aldbbi faktorgyliritk koziil?

>

Z[x]/ (x* +1): nem,

mert x2 4+ 1 = (x + 1)°.

Zs[x]/ (x* +1): igen,

mert x2 + 1 csak masodfoku, és nincs gyoke Zs-ban.

Zo[x]/ (x* + x +1): igen,
mert x2 + x + 1 csak masodfokd, és nincs gyoke Zp-ben.

Zy [x]/ (x3 4+ x + 1): igen,
mert x3 + x + 1 csak harmadfokd, és nincs gyoke Zp-ben.
Za[x]/ (x* + x>+ 1): nem,

mert x* +x2 + 1= (x* +x + 1)

R[x]/ (x*+1): igen,
mert

2



Példa
Melyek testek az aldbbi faktorgyliritk koziil?

>

Z[x]/ (x* +1): nem,

mert x2 4+ 1 = (x + 1)°.

Zs[x]/ (x* +1): igen,

mert x2 + 1 csak masodfoku, és nincs gyoke Zs-ban.

Zo[x]/ (x* + x +1): igen,
mert x2 + x + 1 csak masodfokd, és nincs gyoke Zp-ben.

Zy [x]/ (x3 4+ x + 1): igen,
mert x3 + x + 1 csak harmadfokd, és nincs gyoke Zp-ben.
Za[x]/ (x* + x>+ 1): nem,

mert x* +x2 + 1= (x* +x + 1)

R[x]/ (x*+1): igen,
mert x> + 1 csak masodfokii, és nincs valds gyoke.

2



Példa
Melyek testek az aldbbi faktorgyliritk koziil?

>

Z[x]/ (x* +1): nem,

mert x2 4+ 1 = (x + 1)°.

Zs[x]/ (x* +1): igen,

mert x2 + 1 csak masodfoku, és nincs gyoke Zs-ban.

Zo[x]/ (x* + x +1): igen,
mert x2 + x + 1 csak masodfokd, és nincs gyoke Zp-ben.

Zy [x]/ (x3 4+ x + 1): igen,
mert x3 + x + 1 csak harmadfokd, és nincs gyoke Zp-ben.
Za[x]/ (x* + x>+ 1): nem,

mert x* +x2 + 1= (x* +x + 1)

R[x]/ (x*+1): igen,
mert x> + 1 csak masodfokii, és nincs valds gyoke.

Clx]/ (X2 +1):

2



Példa
Melyek testek az aldbbi faktorgyliritk koziil?

>

Z[x]/ (x* +1): nem,

mert x2 4+ 1 = (x + 1)°.

Zs[x]/ (x* +1): igen,

mert x2 + 1 csak masodfoku, és nincs gyoke Zs-ban.

Zo[x]/ (x* + x +1): igen,
mert x2 + x + 1 csak masodfokd, és nincs gyoke Zp-ben.

Zn[x]/ (x* 4+ x +1): igen,

mert x3 + x + 1 csak harmadfokd, és nincs gyoke Zp-ben.
Za[x]/ (x* + x>+ 1): nem,
mert x* +x2 + 1= (x* +x + 1)
R[x]/ (x*+1): igen,

mert x> + 1 csak masodfokii, és nincs valds gyoke.
Clx]/ (x> +1): nem,

mert

2



Példa
Melyek testek az aldbbi faktorgyliritk koziil?

>

Z[x]/ (x* +1): nem,

mert x2 4+ 1 = (x + 1)°.

Zs[x]/ (x* +1): igen,

mert x2 + 1 csak masodfoku, és nincs gyoke Zs-ban.

Zo[x]/ (x* + x +1): igen,
mert x2 + x + 1 csak masodfokd, és nincs gyoke Zp-ben.

Zn[x]/ (x* 4+ x +1): igen,

mert x3 + x + 1 csak harmadfokd, és nincs gyoke Zp-ben.
Za[x]/ (x* + x>+ 1): nem,
mert x* +x2 + 1= (x* +x + 1)
R[x]/ (x*+1): igen,

mert x> + 1 csak masodfokii, és nincs valds gyoke.
Clx]/ (x> +1): nem,

mert x> +1 = (x — i) (x + /).

2



Példa
Melyek testek az aldbbi faktorgyliritk koziil?

>

v

Z[x]/ (x* +1): nem,

mert x2 4+ 1 = (x + 1)°.

Zs[x]/ (x* +1): igen,

mert x2 + 1 csak masodfoku, és nincs gyoke Zs-ban.

Zo[x]/ (x* + x +1): igen,
mert x2 + x + 1 csak masodfokd, és nincs gyoke Zp-ben.

Zn[x]/ (x* 4+ x +1): igen,

mert x3 + x + 1 csak harmadfokd, és nincs gyoke Zp-ben.
Za[x]/ (x* + x>+ 1): nem,
mert x* +x2 + 1= (x* +x + 1)
R[x]/ (x*+1): igen,

mert x> + 1 csak masodfokii, és nincs valds gyoke.
Clx]/ (x> +1): nem,

mert x> +1 = (x — i) (x + /).

Q[x]/ (x* + 4x* + 6x* + 8x + 10):

2



Példa
Melyek testek az aldbbi faktorgyliritk koziil?

>

Z[x]/ (x* +1): nem,

mert x2 4+ 1 = (x + 1)°.

Zs[x]/ (x* +1): igen,

mert x2 + 1 csak masodfoku, és nincs gyoke Zs-ban.

Zo[x]/ (x* + x +1): igen,
mert x2 + x + 1 csak masodfokd, és nincs gyoke Zp-ben.

Zn[x]/ (x* 4+ x +1): igen,

mert x3 + x + 1 csak harmadfokd, és nincs gyoke Zp-ben.
Za[x]/ (x* + x>+ 1): nem,
mert x* +x2 + 1= (x* +x + 1)
R[x]/ (x*+1): igen,

mert x> + 1 csak masodfokii, és nincs valds gyoke.
Clx]/ (x> +1): nem,

mert x> +1 = (x — i) (x + /).

Q[x]/ (x* + 4x* + 6x% + 8x + 10): igen,
mert

2



Példa
Melyek testek az aldbbi faktorgyliritk koziil?

>

Z[x]/ (x* +1): nem,

mert x2 4+ 1 = (x + 1)°.

Zs[x]/ (x* +1): igen,

mert x2 + 1 csak masodfoku, és nincs gyoke Zs-ban.

Zo[x]/ (x* + x +1): igen,
mert x2 + x + 1 csak masodfokd, és nincs gyoke Zp-ben.

Zn[x]/ (x* 4+ x +1): igen,

mert x3 + x + 1 csak harmadfokd, és nincs gyoke Zp-ben.
Za[x]/ (x* + x>+ 1): nem,
mert x* +x2 + 1= (x* +x + 1)
R[x]/ (x*+1): igen,

mert x> + 1 csak masodfokii, és nincs valds gyoke.

Clx]/ (x> +1): nem,

mert x> +1 = (x — i) (x + /).

Q[x]/ (x* + 4x* + 6x% + 8x + 10): igen,

mert x* + 4x3 4 6x2 + 8x + 10 irreducibilis Q felett (miért?).

2



Példa
Hatdrozzuk meg a K = Q[x] / (x® — 7) testben a 2 — x elem
multiplikativ inverzét.



Példa

Hatdrozzuk meg a K = Q[x] / (x® — 7) testben a 2 — x elem
multiplikativ inverzét.

K elemei ax? + bx + ¢ (a,b,c € Q) alakiak, ilyen alakban szeretnénk
azT=2_x  elemetis megkapni.



Példa

Hatdrozzuk meg a K = Q[x] / (x® — 7) testben a 2 — x elem
multiplikativ inverzét.

K elemei ax? + bx + ¢ (a,b,c € Q) alakiak, ilyen alakban szeretnénk

_ 1 : .
azu=2—x = elemet is megkapni.

2—x = U =



Példa

Hatdrozzuk meg a K = Q[x] / (x® — 7) testben a 2 — x elem
multiplikativ inverzét.

K elemei ax? + bx + ¢ (a,b,c € Q) alakiak, ilyen alakban szeretnénk

_ 1 : .
azu=2—x = elemet is megkapni.

Tx ' = T e 2—x-T=1



Példa

Hatdrozzuk meg a K = Q[x] / (x® — 7) testben a 2 — x elem
multiplikativ inverzét.

K elemei ax? + bx + ¢ (a,b,c € Q) alakiak, ilyen alakban szeretnénk
azT=2_x  elemetis megkapni.




Példa

Hatdrozzuk meg a K = Q[x] / (x® — 7) testben a 2 — x elem
multiplikativ inverzét.

K elemei ax? + bx + ¢ (a,b,c € Q) alakiak, ilyen alakban szeretnénk
azT=2_x  elemetis megkapni.

Tx ' = T e 2—x-T=1

— (2-x)u=1 (modx®—7)
— 3v€@[x]:(2—x)u:1+(x3—7)v

—



Példa

Hatdrozzuk meg a K = Q[x] / (x® — 7) testben a 2 — x elem
multiplikativ inverzét.

K elemei ax? + bx + ¢ (a,b,c € Q) alakiak, ilyen alakban szeretnénk
azT=2_x  elemetis megkapni.

T-x ' =0 2-x-u=1
— (2-x)u=1 (modx®—7)
= WeQ:Q-x)u=1+(x>-T7)v
= u=x>+2x+4 (modx3f7)

—



Példa

Hatdrozzuk meg a K = Q[x] / (x® — 7) testben a 2 — x elem
multiplikativ inverzét.

K elemei ax? + bx + ¢ (a,b,c € Q) alakiak, ilyen alakban szeretnénk

_ 1 : .
azu=2—x = elemet is megkapni.

T-x ' =0 2-x-u=1
— (2-x)u=1 (modx®—7)
= WeQ:Q-x)u=1+(x>-T7)v
= u=x>+2x+4 (modx3f7)

= T=x2+2x+4



Példa

Hatdrozzuk meg a K = Q[x] / (x® — 7) testben a 2 — x elem
multiplikativ inverzét.

K elemei ax? + bx + ¢ (a,b,c € Q) alakiak, ilyen alakban szeretnénk

_ 1 : .
azu=2—x = elemet is megkapni.

T-x ' =0 2-x-u=1
— (2-x)u=1 (modx®—7)
= WeQ:Q-x)u=1+(x>-T7)v
= u=x>+2x+4 (modx3f7)

= T=x2+2x+4

Tehdt 2—x & = X2 4+ 2x + 4.



Példa
Szamoljunk a Z; [x] / (x* + x 4 1) négyelemii testben.



Példa
Szamoljunk a Z; [x] / (x* + x 4 1) négyelemii testben.

ZQ[X]/(x2+x+1):{6, 1, X, m}



Példa
Szamoljunk a Z; [x] / (x* + x 4 1) négyelemii testben.

ZQ[X]/(x2+x+1):{6, 1, X, m}




Példa
Szamoljunk a Z; [x] / (x* + x 4 1) négyelemii testben.

ZQ[X]/(x2+x+1):{6, 1, X, m}

X
4
—_
4
|
Il
x|



Példa
Szamoljunk a Z; [x] / (x* + x 4 1) négyelemii testben.

ZQ[X]/(x2+x+1):{6, 1, X, m}

x+1+1 = X




Példa
Szamoljunk a Z; [x] / (x* + x 4 1) négyelemii testben.

ZQ[X]/(x2+x+1):{6, 1, X, m}

x+1+1 = X

—x+1 = x+1



Példa
Szamoljunk a Z; [x] / (x* + x 4 1) négyelemii testben.

ZQ[X]/(x2+x+1):{6, 1, X, m}

x+1+1 = X

—x+1 = x+1



Példa
Szamoljunk a Z; [x] / (x* + x 4 1) négyelemii testben.

ZQ[X]/(x2+x+1):{6, 1, X, m}

X
4
—_
4
|
Il
x|




Példa
Szamoljunk a Z; [x] / (x* + x 4 1) négyelemii testben.

ZQ[X]/(x2+x+1):{6, 1, X, m}

X
4
—_
4
|
Il
x|




Példa
Szamoljunk a Z; [x] / (x* + x 4 1) négyelemii testben.

ZQ[X]/(x2+x+1):{6, 1, X, m}

x+1+1 = X
—-x+1 = x+1
x+1-x+1 = x24+1 = Xx



Példa
Szamoljunk a Z; [x] / (x* + x 4 1) négyelemii testben.

ZQ[X]/(x2+x+1):{6, 1, X, m}

x+1+1 = X
—-x+1 = x+1
x+1-x+1 = x2+1 = X
x+1 - u x+1-u1=1



Példa
Szamoljunk a Z; [x] / (x* + x 4 1) négyelemii testben.

ZQ[X]/(x2+x+1):{6, 1, X, m}

x+1+1 = X

—-x+1 = x+1
x+1-x+1 = x2+1 = X

x¥1 ' = @

(mod 2+ x+ 1)



Példa
Szamoljunk a Z; [x] / (x* + x 4 1) négyelemii testben.

ZQ[X]/(x2+x+1):{6, 1, X, m}

x+1+1 = X
—-x+1 = x+1
x+1-x+1 = x2+1 = X
x+1 - u x+1-u1=1

(x+1)u=1 (modx?*+x+1)
EZox]: (x+1)u=1+(*+x+1)v

[



Példa
Szamoljunk a Z; [x] / (x* + x 4 1) négyelemii testben.

ZQ[X]/(x2+x+1):{6, 1, X, m}

x+1+1 = X
—-x+1 = x+1
x+1-x+1 = x2+1 = X
x+1 - u x+1-u1=1

(x+1)u=1 (modx?*+x+1)
EZox]: (x+1)u=1+(*+x+1)v
u=x (modx2+x+1)

11111



Példa
Szamoljunk a Z; [x] / (x* + x 4 1) négyelemii testben.

ZQ[X]/(x2+x+1):{6, 1, X, m}

x+1+1 = X
—-x+1 = x+1
x+1-x+1 = x2+1 = X
x+1 - u x+1-u1=1

(x+1)u=1 (modx?*+x+1)
EZox]: (x+1)u=1+(*+x+1)v
u=x (modx2+x+1)

11111

u=Xx



A négyelemili K :=Z[x]/ (X2 + x + 1) test miivelettdblazatai:

+ 0 1 X x+1 0 1 X x+1
0 0 1 X x+1 0 0 0 0 0
1 1 0 x+1 x 1 0 1 X x+1
X X x+1 0 1 X 0 X x+1 1
x+1|x+1 X 1 0 x+1|0 x+1 1 X




A négyelemili K :=Z[x]/ (X2 + x + 1) test miivelettdblazatai:

+ 0 1 X x+1 : 0o 1 X x+1
0 0 1 X  x+1 0 |0 © 0 0
1 1 0 x+1 X 1 0 1 X x+1
X X + 0 1 x |0 x x+1 1
x+1|x+1 x 1 0 x+1|0 x+1 1 X

Ugyanez tdmdrebben, a 0:=0, 1 :=1, a: =X, 8 := x + 1 jeldléssel:

+]10 1 o §B 0 1 a p

0(0 1 o p 0/0 0 0 O

111 0 B « 110 1 «a p

ala B 0 1 al0 a g 1

8|8 a 1 0 10 B8 1 «




A négyelemili K :=Z[x]/ (X2 + x + 1) test miivelettdblazatai:

+ 0 1 X x+1 : 0o 1 X x+1
0 0 1 X  x+1 0 |0 © 0 0
1 1 0 x+1 X 1 0 1 X x+1
X X x+1 0 1 x |0 X x+1 1
x+1|x+1 x 1 0 x+1|0 x+1 1 X

Ugyanez tdmdrebben, a 0:=0, 1 :=1, a: =X, 8 := x + 1 jeldléssel:

+]10 1 o §B 0 1 a p

0(0 1 o p 0/0 0 0 O

111 0 B « 110 1 «a p

ala B 0 1 al0 a g 1

8|8 a 1 0 10 B8 1 «

Figyeljiik meg, hogy




A négyelemili K :=Z[x]/ (X2 + x + 1) test miivelettdblazatai:

+ 0 1 X x+1 : 0o 1 X x+1
0 0 1 X  x+1 0 |0 © 0 0
1 1 0 x+1 X 1 0 1 X x+1
X X x+1 0 1 x |0 X x+1 1
x+1|x+1 x 1 0 x+1|0 x+1 1 X

Ugyanez tdmdrebben, a 0:=0, 1 :=1, a: =X, 8 := x + 1 jeldléssel:

+]10 1 o §B 0 1 a p

0(0 1 o p 0/0 0 0 O

111 0 B « 110 1 «a p

ala B 0 1 al0 a g 1

8|8 a 1 0 10 B8 1 «

Figyeljiik meg, hogy

> {0,1} = {0,1} egy Zo-vel izomorf résztestet alkot K-ban;



A négyelemili K :=Z[x]/ (X2 + x + 1) test miivelettdblazatai:

+ 0 1 X x+1 : 0o 1 X x+1
0 0 1 X  x+1 0 |0 © 0 0
1 1 0 x+1 X 1 0 1 X x+1
X X x+1 0 1 x |0 X x+1 1
x+1|x+1 x 1 0 x+1|0 x+1 1 X

Ugyanez tdmdrebben, a 0:=0, 1 :=1, a: =X, 8 := x + 1 jeldléssel:

+]10 1 o §B 0 1 a p

0(0 1 o p 0/0 0 0 O

111 0 B « 110 1 «a p

ala B 0 1 al0 a g 1

8|8 a 1 0 10 B8 1 «

Figyeljiik meg, hogy

> {0,1} = {0,1} egy Zo-vel izomorf résztestet alkot K-ban;

» o =X gydke az x*> + x + 1 € K [x] polinomnak:



A négyelemili K :=Z[x]/ (X2 + x + 1) test miivelettdblazatai:

+ 0 1 X x+1 : 0o 1 X x+1
0 0 1 X  x+1 0 |0 © 0 0
1 1 0 x+1 X 1 0 1 X x+1
X X x+1 0 1 x |0 X x+1 1
x+1|x+1 x 1 0 x+1|0 x+1 1 X

Ugyanez tdmdrebben, a 0:=0, 1 :=1, a: =X, 8 := x + 1 jeldléssel:

+]10 1 o §B 0 1 a p

0(0 1 o p 0/0 0 0 O

111 0 B « 110 1 «a p

ala B 0 1 al0 a g 1

8|8 a 1 0 10 B8 1 «

Figyeljiik meg, hogy

> {0,1} = {0,1} egy Zo-vel izomorf résztestet alkot K-ban;

» o =X gydke az x*> + x + 1 € K [x] polinomnak:

fla)=a?+a+1=



A négyelemili K :=Z[x]/ (X2 + x + 1) test miivelettdblazatai:

+ 0 1 X x+1 : 0o 1 X x+1
0 0 1 X  x+1 0 |0 © 0 0
1 1 0 x+1 X 1 0 1 X x+1
X X x+1 0 1 x |0 X x+1 1
x+1|x+1 x 1 0 x+1|0 x+1 1 X

Ugyanez tdmdrebben, a 0:=0, 1 :=1, a: =X, 8 := x + 1 jeldléssel:

+]10 1 o §B 0 1 a p

0(0 1 o p 0/0 0 0 O

111 0 B « 110 1 «a p

ala B 0 1 al0 a g 1

8|8 a 1 0 10 B8 1 «

Figyeljiik meg, hogy

> {0,1} = {0,1} egy Zo-vel izomorf résztestet alkot K-ban;

» o =X gydke az x*> + x + 1 € K [x] polinomnak:
fla)=a?+a+1=x+x+1=



A négyelemili K :=Z[x]/ (X2 + x + 1) test miivelettdblazatai:

+ 0 1 X x+1 : 0o 1 X x+1
0 0 1 X  x+1 0 |0 © 0 0
1 1 0 x+1 X 1 0 1 X x+1
X X x+1 0 1 x |0 X x+1 1
x+1|x+1 x 1 0 x+1|0 x+1 1 X

Ugyanez tdmdrebben, a 0:=0, 1 :=1, a: =X, 8 := x + 1 jeldléssel:

+]10 1 o §B 0 1 a p

0(0 1 o p 0/0 0 0 O

111 0 B « 110 1 «a p

ala B 0 1 al0 a g 1

8|8 a 1 0 10 B8 1 «

Figyeljiik meg, hogy

> {0,1} = {0,1} egy Zo-vel izomorf résztestet alkot K-ban;

» o =X gydke az x*> + x + 1 € K [x] polinomnak:

fla)=a?+a+1=X+x+1=x2+x+1=



A négyelemili K :=Z[x]/ (X2 + x + 1) test miivelettdblazatai:

+ 0 1 X x+1 : 0o 1 X x+1
0 0 1 X  x+1 0 |0 © 0 0
1 1 0 x+1 X 1 0 1 X x+1
X X x+1 0 1 x |0 X x+1 1
x+1|x+1 x 1 0 x+1|0 x+1 1 X

Ugyanez tdmdrebben, a 0:=0, 1 :=1, a: =X, 8 := x + 1 jeldléssel:

+]10 1 o §B 0 1 a p

0(0 1 o p 0/0 0 0 O

111 0 B « 110 1 «a p

ala B 0 1 al0 a g 1

8|8 a 1 0 10 B8 1 «

Figyeljiik meg, hogy

> {0,1} = {0,1} egy Zo-vel izomorf résztestet alkot K-ban;

» o =X gydke az x*> + x + 1 € K [x] polinomnak:
fla)=a?+a+1=x*+x+1=x2+x+1=0=



A négyelemili K :=Z[x]/ (X2 + x + 1) test miivelettdblazatai:

+ 0 1 X x+1 : 0o 1 X x+1
0 0 1 X  x+1 0 |0 © 0 0
1 1 0 x+1 X 1 0 1 X x+1
X X x+1 0 1 x |0 X x+1 1
x+1|x+1 x 1 0 x+1|0 x+1 1 X

Ugyanez tdmdrebben, a 0:=0, 1 :=1, a: =X, 8 := x + 1 jeldléssel:

+]10 1 o §B 0 1 a p

0(0 1 o p 0/0 0 0 O

111 0 B « 110 1 «a p

ala B 0 1 al0 a g 1

8|8 a 1 0 10 B8 1 «

Figyeljiik meg, hogy

> {0,1} = {0,1} egy Zo-vel izomorf résztestet alkot K-ban;

» o =X gydke az x*> + x + 1 € K [x] polinomnak:
fla)=a?+a+1=x*+x+1=x2+x+1=0=0.



Példa
Szamoljunk az R[x] / (x? + 1) testben



Példa
Szamoljunk az R[x] / (x? + 1) testben

> elemek: a+ bx (a,b € R)



Példa
Szamoljunk az R[x] / (x? + 1) testben

> elemek: a+ bx (a,b € R)

> Osszeadds: a+ bx+c+dx=(a+c)+(b+d)x



Példa
Szamoljunk az R[x] / (x? + 1) testben

> elemek: a+ bx (a,b € R)

> Osszeadds: a+ bx+c+dx=(a+c)+(b+d)x

> szorzas:

a+ bx-c+dx =ac+ (ad + bc) x + bdx?2 = (ac — bd) + (ad + bc) x



Példa
Szamoljunk az R[x] / (x? + 1) testben

> elemek: a+ bx (a,b € R)

> Osszeadds: a+ bx+c+dx=(a+c)+(b+d)x

> szorzas:

a+ bx-c+dx =ac+ (ad + bc) x + bdx?2 = (ac — bd) + (ad + bc) x

Haszndljuk az a := 3 (a € R) és a := X roviditéseket:



Példa
Szamoljunk az R[x] / (x? + 1) testben

> elemek: a+ bx (a,b € R)

> Osszeadds: a+ bx+c+dx=(a+c)+(b+d)x

> szorzas:

a+ bx-c+dx =ac+ (ad + bc) x + bdx?2 = (ac — bd) + (ad + bc) x

Haszndljuk az a := 3 (a € R) és a := X roviditéseket:

> elemek: a+ ba (a,b € R)



Példa
Szamoljunk az R[x] / (x? + 1) testben

> elemek: a+ bx (a,b € R)

> Osszeadds: a+ bx+c+dx=(a+c)+(b+d)x

> szorzas:

a+ bx-c+dx =ac+ (ad + bc) x + bdx?2 = (ac — bd) + (ad + bc) x

Haszndljuk az a := 3 (a € R) és a := X roviditéseket:

> elemek: a+ ba (a,b € R)

> szamoldsi szabdly: 02 4+1=X>4+1=x24+1=0=0, azaza® = —1



Példa
Szamoljunk az R[x] / (x? + 1) testben

> elemek: a+ bx (a,b € R)

> Osszeadds: a+ bx+c+dx=(a+c)+(b+d)x

> szorzas:

a+ bx-c+dx =ac+ (ad + bc) x + bdx?2 = (ac — bd) + (ad + bc) x

Haszndljuk az a := 3 (a € R) és a := X roviditéseket:

> elemek: a+ ba (a,b € R)

ol

I
o
[o5]
N
[oF]
N
Q

N

|

\
—

> szamoldsi szabdly: 02 +1=X*+1=x24+1=

> Osszeadds: (a+ ba)+ (c+da)=(a+c)+ (b+d)a



Példa
Szamoljunk az R[x] / (x? + 1) testben

> elemek: a+ bx (a,b € R)

> Osszeadds: a+ bx+c+dx=(a+c)+(b+d)x

> szorzas:

a+ bx-c+dx =ac+ (ad + bc) x + bdx?2 = (ac — bd) + (ad + bc) x

Haszndljuk az a := 3 (a € R) és a := X roviditéseket:

> elemek: a+ ba (a,b € R)

> szamoldsi szabdly: 02 4+1=X>4+1=x24+1=0=0, azaza® = —1
> Osszeadds: (a+ ba)+ (c+da)=(a+c)+ (b+d)a

» szorzds: (a+ ba) - (c+ da) = (ac — bd) + (ad + bc) «



Példa
Szamoljunk az R[x] / (x? + 1) testben

> elemek: a+ bx (a,b € R)

> Osszeadds: a+ bx+c+dx=(a+c)+(b+d)x

> szorzas:

a+ bx-c+dx =ac+ (ad + bc) x + bdx?2 = (ac — bd) + (ad + bc) x

Haszndljuk az a := 3 (a € R) és a := X roviditéseket:

> elemek: a+ ba (a,b € R)

> szamoldsi szabdly: 02 4+1=X>4+1=x24+1=0=0, azaza® = —1
> Osszeadds: (a+ ba)+ (c+da)=(a+c)+ (b+d)a
» szorzds: (a+ ba) - (c+ da) = (ac — bd) + (ad + bc) «

Ha « helyett az i betiit hasznaljuk, akkor vildgos, hogy

R[X]/(X2+1) o



Példa
Szamoljunk az R[x] / (x? + 1) testben

> elemek: a+ bx (a,b € R)

> Osszeadds: a+ bx+c+dx=(a+c)+(b+d)x

> szorzas:

a+ bx-c+dx =ac+ (ad + bc) x + bdx?2 = (ac — bd) + (ad + bc) x

Haszndljuk az a := 3 (a € R) és a := X roviditéseket:

> elemek: a+ ba (a,b € R)

> szamoldsi szabdly: 02 4+1=X>4+1=x24+1=0=0, azaza® = —1
> Osszeadds: (a+ ba)+ (c+da)=(a+c)+ (b+d)a
» szorzds: (a+ ba) - (c+ da) = (ac — bd) + (ad + bc) «

Ha « helyett az i betiit hasznaljuk, akkor vildgos, hogy

R[x]/(x*+1)C.



Tétel
Ha f € T [x] irreducibilis polinom, akkor a K := T [x] / (f) faktortestben

Th:={3:a€eT}

egy T-vel izomorf résztestet alkot, tovabba o :=x € K gydke az
f € K[x] polinomnak.
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egy T-vel izomorf résztestet alkot, tovabba o :=x € K gydke az
f € K[x] polinomnak.

Biz.
Az aldbbi leképezés izomorfizmus T és Ty kozott:

p: T—=T1 <K, a—3a.
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Altaldban nem is kiilsnboztetjiik meg az @ és a (a € T) elemeket
egymastdl, igy T részteste lesz K-nak.
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Ha f € T [x] irreducibilis polinom, akkor a K := T [x] / (f) faktortestben

Th:={3:a€eT}

egy T-vel izomorf résztestet alkot, tovabba o :=x € K gydke az
f € K[x] polinomnak.

Biz.
Az aldbbi leképezés izomorfizmus T és Ty kozott:
p: T—=T1 <K, a—3a.

Altaldban nem is kiilsnboztetjiik meg az @ és a (a € T) elemeket
egymastdl, igy T részteste lesz K-nak.

Ezzel az f = a,x" + -+ + a1x + ap € T [x] polinomot is azonositottuk az

X"+ -+ 3ax+a € T1[x] < K[x] polinommal.



Tétel
Ha f € T [x] irreducibilis polinom, akkor a K := T [x] / (f) faktortestben

Th:={3:a€eT}

egy T-vel izomorf résztestet alkot, tovabba o :=x € K gydke az
f € K[x] polinomnak.

Biz.
Az aldbbi leképezés izomorfizmus T és Ty kozott:
p: T—=T1 <K, a—3a.

Altaldban nem is kiilsnboztetjiik meg az @ és a (a € T) elemeket
egymastdl, igy T részteste lesz K-nak.

Ezzel az f = a,x" + -+ + a1x + ap € T [x] polinomot is azonositottuk az
X"+ -+ ax+ 3 € T1[x] < K[x] polinommal.
igy mar van értelme kiszdmitani f () értékét:

fla)=ap,-a"+---+a1-at+a =



Tétel
Ha f € T [x] irreducibilis polinom, akkor a K := T [x] / (f) faktortestben

Th:={3:a€eT}

egy T-vel izomorf résztestet alkot, tovabba o :=x € K gydke az
f € K[x] polinomnak.

Biz.
Az aldbbi leképezés izomorfizmus T és Ty kozott:
p: T—=T1 <K, a—3a.

Altaldban nem is kiilsnboztetjiik meg az @ és a (a € T) elemeket
egymastdl, igy T részteste lesz K-nak.

Ezzel az f = a,x" + -+ + a1x + ap € T [x] polinomot is azonositottuk az
X"+ -+ ax+ 3 € T1[x] < K[x] polinommal.
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f(a):an‘an+"'+al-a+ao = 3, X"+---+3a-X+73



Tétel
Ha f € T [x] irreducibilis polinom, akkor a K := T [x] / (f) faktortestben

Th:={3:a€eT}

egy T-vel izomorf résztestet alkot, tovabba o :=x € K gydke az
f € K[x] polinomnak.

Biz.
Az aldbbi leképezés izomorfizmus T és Ty kozott:
p: T—=T1 <K, a—3a.
Altaldban nem is kiilsnboztetjiik meg az @ és a (a € T) elemeket
egymastdl, igy T részteste lesz K-nak.
Ezzel az f = a,x" + -+ + a1x + ap € T [x] polinomot is azonositottuk az
X"+ -+ ax+ 3 € T1[x] < K[x] polinommal.
igy mar van értelme kiszdmitani f () értékét:

f(a):an‘an+"'+al-a+ao = 3, X"+---+3a-X+73

= apx"+---+a1x+ao



Tétel
Ha f € T [x] irreducibilis polinom, akkor a K := T [x] / (f) faktortestben

Th:={3:a€eT}

egy T-vel izomorf résztestet alkot, tovabba o :=x € K gydke az
f € K[x] polinomnak.

Biz.
Az aldbbi leképezés izomorfizmus T és Ty kozott:
p: T—=T1 <K, a—3a.
Altaldban nem is kiilsnboztetjiik meg az @ és a (a € T) elemeket
egymastdl, igy T részteste lesz K-nak.
Ezzel az f = a,x" + -+ + a1x + ap € T [x] polinomot is azonositottuk az
X"+ -+ ax+ 3 € T1[x] < K[x] polinommal.
igy mar van értelme kiszdmitani f () értékét:

f(a):an‘an+"'+al-a+ao = 3, X"+---+3a-X+73

= apx"+---+a1x+ao

:?:



Tétel
Ha f € T [x] irreducibilis polinom, akkor a K := T [x] / (f) faktortestben

Th:={3:a€eT}

egy T-vel izomorf résztestet alkot, tovabba o :=x € K gydke az
f € K[x] polinomnak.

Biz.
Az aldbbi leképezés izomorfizmus T és Ty kozott:
p: T—=T1 <K, a—3a.

Altaldban nem is kiilsnboztetjiik meg az @ és a (a € T) elemeket
egymastdl, igy T részteste lesz K-nak.

Ezzel az f = a,x" + -+ + a1x + ap € T [x] polinomot is azonositottuk az

X"+ -+ ax+ 3 € T1[x] < K[x] polinommal.
igy mar van értelme kiszdmitani f () értékét:

f(a):an'an+"'+al'0[—|—ao — ainyn—f——kail}_'_aio
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Ha f € T [x] irreducibilis polinom, akkor a K := T [x] / (f) faktortestben

Th:={3:a€eT}

egy T-vel izomorf résztestet alkot, tovabba o :=x € K gydke az
f € K[x] polinomnak.

Biz.
Az aldbbi leképezés izomorfizmus T és Ty kozott:
p: T—=T1 <K, a—3a.

Altaldban nem is kiilsnboztetjiik meg az @ és a (a € T) elemeket
egymastdl, igy T részteste lesz K-nak.

Ezzel az f = a,x" + -+ + a1x + ap € T [x] polinomot is azonositottuk az

X"+ -+ ax+ 3 € T1[x] < K[x] polinommal.
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Megjegyzés

> Az elébbi konstrukciéval barmely f € T [x] polinomnak lehet
,gyokot csindlni” az alaptest egy megfelel6 K kibovitésében.
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osztéjaval.)
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,gyokot csindlni” az alaptest egy megfelel6 K kibovitésében.
(Ha f nem irreducibilis, akkor dolgozzunk egy irreducibilis
osztéjaval.)

> Az eljarast ismételve olyan test is konstrudlhatd, amelyben mar
f-nek annyi gyoke van, amennyi a fokszama, azaz f elséfoku
polinomok (gyoktényez8k) szorzatdra bomlik (f felbontdsi teste).
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tényez6k szorzatdra, hanem minden T feletti polinom (a T testet a
T test algebrai lezdrtjadnak nevezziik).
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Megjegyzés

> Az elébbi konstrukciéval barmely f € T [x] polinomnak lehet
,gyokot csindlni” az alaptest egy megfelel6 K kibovitésében.
(Ha f nem irreducibilis, akkor dolgozzunk egy irreducibilis
osztéjaval.)

> Az eljarast ismételve olyan test is konstrudlhatd, amelyben mar
f-nek annyi gyoke van, amennyi a fokszama, azaz f elséfoku
polinomok (gyoktényez8k) szorzatdra bomlik (f felbontdsi teste).

» Transzfinit indukciéval igazolhaté olyan T test létezése is, amelyben
mar nem csak egy kivalasztott f € T [x] polinom bomlik linearis
tényez6k szorzatdra, hanem minden T feletti polinom (a T testet a
T test algebrai lezdrtjadnak nevezziik).

> Az algebra alaptétele szerint a komplex szdmok teste algebrailag zart
(C =C), ez a valds szdmtest algebrai lezartja is (R = C).



Megjegyzés

>

v

Az elébbi konstrukcidval barmely f € T [x] polinomnak lehet
,gyokot csindlni” az alaptest egy megfelel6 K kibovitésében.
(Ha f nem irreducibilis, akkor dolgozzunk egy irreducibilis
osztéjaval.)

Az eljarast ismételve olyan test is konstrualhaté, amelyben mar
f-nek annyi gyoke van, amennyi a fokszama, azaz f elséfoku
polinomok (gyoktényez8k) szorzatdra bomlik (f felbontdsi teste).

Transzfinit indukciéval igazolhaté olyan T test létezése is, amelyben
mar nem csak egy kivalasztott f € T [x] polinom bomlik linearis
tényez6k szorzatdra, hanem minden T feletti polinom (a T testet a
T test algebrai lezdrtjadnak nevezziik).

Az algebra alaptétele szerint a komplex szamok teste algebrailag zart
(C =C), ez a valds szdmtest algebrai lezartja is (R = C).

A raciondlis szadmtest algebrai lezartja az algebrai szamok teste.



2. Hényadostest

Ez a rész a tankdnyvekben az [F] 111/8 fejezetben taldlhaté.



Tétel
Minden integritastartomany bedgyazhato testbe.
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Minden integritastartomany bedgyazhato testbe.

Biz.

Legyen R integritastartomdny, és értelmezziink az R x (R \ {0})
halmazon két miiveletet a kovetkezdképpen:

(a, b) + (c,d) = (ad + bc, bd),
(a,b) - (c,d) = (ac, bd) .
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Minden integritastartomany bedgyazhato testbe.

Biz.
Legyen R integritastartomdny, és értelmezziink az R x (R \ {0})
halmazon két muiveletet a kdvetkez6képpen:

(a, b) + (c,d) = (ad + bc, bd),
(a,b) - (c,d) = (ac, bd) .

Mindkét miivelet asszociativ és kommutativ, viszont a szorzas sajnos nem
disztributiv az 6sszeaddsra:

((a, b) + (¢, d)) - (e, f) = (ade + bce, bdf),
(a,b) - (e,f) + (c.d) - (e, f) = (adef + bcef, bdf?).
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Legyen R integritastartomdny, és értelmezziink az R x (R \ {0})
halmazon két muiveletet a kdvetkez6képpen:

(a, b) + (c,d) = (ad + bc, bd),
(a,b) - (c,d) = (ac, bd) .

Mindkét miivelet asszociativ és kommutativ, viszont a szorzas sajnos nem
disztributiv az 6sszeaddsra:

((a, b) + (¢, d)) - (e, f) = (ade + bce, bdf),
(a,b) - (e,f) + (c.d) - (e, f) = (adef + bcef, bdf?).
Vezessiink be egy ~ reldciét az R x (R\ {0}) halmazon:

(a, b) ~ (c,d) &L ad = be.



Tétel
Minden integritastartomany bedgyazhato testbe.

Biz.
Legyen R integritastartomdny, és értelmezziink az R x (R \ {0})
halmazon két muiveletet a kdvetkez6képpen:
(a, b) + (c,d) = (ad + bc, bd),
(a,b) - (c,d) = (ac, bd) .
Mindkét miivelet asszociativ és kommutativ, viszont a szorzas sajnos nem
disztributiv az dsszeadasra:
((a, b) + (¢, d)) - (e, f) = (ade + bce, bdf),
(a,b) - (e,f) + (c.d) - (e, f) = (adef + bcef, bdf?).

Vezessiink be egy ~ reldciét az R x (R\ {0}) halmazon:

(a, b) ~ (c,d) &L ad = be.

Ez egy ekvivalenciareldcié, ami kompatibilis a fenti miveletekkel, vagyis
kongruencidja az (R x (R\ {0});+,-) algebranak.



Biz. (folyt.)
AT :=(Rx(R\{0});+,)/ ~ faktoralgebrdban mar teljesiil a
disztributivitds (és az asszociativitds meg a kommutativitas se romlik el).
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» multiplikativ egységelem: (1,1)
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(a,b) - (b,a) = (ab,ba) = (1,1)
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AT :=(Rx(R\{0});+,)/ ~ faktoralgebrdban mar teljesiil a
disztributivitds (és az asszociativitds meg a kommutativitas se romlik el).
Jeldlje az (a,b) € R x (R \ {0}) elem ~ szerinti osztalyat (a, b).

> additiv egységelem: (0,1)
> (a, b) additiv inverze: (—a, b)

(a, b) + (—a, b) = (0, b%) = (0,1)
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> (a, b) » (0,1) multiplikativ inverze: (b, a)

(a,b) - (b,a) = (ab,ba) = (1,1)
Tehdt T test.



Biz. (folyt.)

AT :=(Rx(R\{0});+,)/ ~ faktoralgebrdban mar teljesiil a
disztributivitds (és az asszociativitds meg a kommutativitas se romlik el).
Jeldlje az (a,b) € R x (R \ {0}) elem ~ szerinti osztalyat (a, b).

> additiv egységelem: (0,1)

> (a, b) additiv inverze: (—a, b)

(a, b) + (—a, b) = (0, b%) = (0,1)

» multiplikativ egységelem: (1,1)
> (a, b) » (0,1) multiplikativ inverze: (b, a)

(a,b) - (b,a) = (ab,ba) = (1,1)
Tehdt T test.

Az (a,1) alaki elemek egy R-rel izomorf részgyliriit alkotnak T-ben,
hiszen konnyl ellenorizni, hogy

p:R—T,a— (a,1)

injektiv homomorfizmus (vagyis bedgyazas). O



Megjegyzés
Mivel T tartalmaz R-rel izomorf részgyiiriit, tekinthetjiik dgy, hogy R
részgyiirije T-nek (az (a,1) € T elemet azonositjuk az a € R elemmel).




Megjegyzés

Mivel T tartalmaz R-rel izomorf részgyiiriit, tekinthetjiik dgy, hogy R
részgyiirije T-nek (az (a,1) € T elemet azonositjuk az a € R elemmel).
Ekkor a T test barmely eleme el6all két R-beli elem hanyadosaként:

@b =@ Lb)=(@1) (b1 =a bl



Megjegyzés

Mivel T tartalmaz R-rel izomorf részgyiiriit, tekinthetjiik dgy, hogy R
részgyiirije T-nek (az (a,1) € T elemet azonositjuk az a € R elemmel).
Ekkor a T test barmely eleme el6all két R-beli elem hanyadosaként:

@b =@ Lb)=(@1) (b1 =a bl

Ezért a T testet az R integritdstartomany hanyadostestének nevezziik.
Jeldlése: T = Qg.



Megjegyzés

Mivel T tartalmaz R-rel izomorf részgyiiriit, tekinthetjiik dgy, hogy R
részgyiirije T-nek (az (a,1) € T elemet azonositjuk az a € R elemmel).
Ekkor a T test barmely eleme el6all két R-beli elem hanyadosaként:

@b =@ Lb)=(@1) (b1 =a bl

Ezért a T testet az R integritdstartomany hanyadostestének nevezziik.
Jelolése: T = Qr. Ez a legsziikebb test, ami tartalmazza R-et.



Megjegyzés

Mivel T tartalmaz R-rel izomorf részgyiiriit, tekinthetjiik dgy, hogy R
részgyiirije T-nek (az (a,1) € T elemet azonositjuk az a € R elemmel).
Ekkor a T test barmely eleme el6all két R-beli elem hanyadosaként:

@b =@ Lb)=(@1) (b1 =a bl

Ezért a T testet az R integritdstartomany hanyadostestének nevezziik.
Jelolése: T = Qr. Ez a legsziikebb test, ami tartalmazza R-et.

Példa

> Q7 =



Megjegyzés

Mivel T tartalmaz R-rel izomorf részgyiiriit, tekinthetjiik dgy, hogy R
részgyiirije T-nek (az (a,1) € T elemet azonositjuk az a € R elemmel).
Ekkor a T test barmely eleme el6all két R-beli elem hanyadosaként:

@b =@ Lb)=(@1) (b1 =a bl

Ezért a T testet az R integritdstartomany hanyadostestének nevezziik.
Jelolése: T = Qr. Ez a legsziikebb test, ami tartalmazza R-et.

Példa
> Qz=Q



Megjegyzés

Mivel T tartalmaz R-rel izomorf részgyiiriit, tekinthetjiik dgy, hogy R
részgyiirije T-nek (az (a,1) € T elemet azonositjuk az a € R elemmel).
Ekkor a T test barmely eleme el6all két R-beli elem hanyadosaként:

@b =@ Lb)=(@1) (b1 =a bl

Ezért a T testet az R integritdstartomany hanyadostestének nevezziik.
Jelolése: T = Qr. Ez a legsziikebb test, ami tartalmazza R-et.

Példa
> Q2 =Q, Q) =



Megjegyzés

Mivel T tartalmaz R-rel izomorf részgyiiriit, tekinthetjiik dgy, hogy R
részgyiirije T-nek (az (a,1) € T elemet azonositjuk az a € R elemmel).
Ekkor a T test barmely eleme el6all két R-beli elem hanyadosaként:

@b =@ Lb)=(@1) (b1 =a bl

Ezért a T testet az R integritdstartomany hanyadostestének nevezziik.
Jelolése: T = Qr. Ez a legsziikebb test, ami tartalmazza R-et.

Példa
> Q2 =Q, Qi =Q(i)



Megjegyzés

Mivel T tartalmaz R-rel izomorf részgyiiriit, tekinthetjiik dgy, hogy R
részgyiirije T-nek (az (a,1) € T elemet azonositjuk az a € R elemmel).
Ekkor a T test barmely eleme el6all két R-beli elem hanyadosaként:

@b =@ Lb)=(@1) (b1 =a bl

Ezért a T testet az R integritdstartomany hanyadostestének nevezziik.
Jelolése: T = Qr. Ez a legsziikebb test, ami tartalmazza R-et.

Példa
> Q2 =Q, Qy =Q(), @y =



Megjegyzés

Mivel T tartalmaz R-rel izomorf részgyiiriit, tekinthetjiik dgy, hogy R
részgyiirije T-nek (az (a,1) € T elemet azonositjuk az a € R elemmel).
Ekkor a T test barmely eleme el6all két R-beli elem hanyadosaként:

@b =@ Lb)=(@1) (b1 =a bl

Ezért a T testet az R integritdstartomany hanyadostestének nevezziik.
Jelolése: T = Qr. Ez a legsziikebb test, ami tartalmazza R-et.

Példa
> Q=Q Quy =Qi), Qg =Q(V2)



Megjegyzés

Mivel T tartalmaz R-rel izomorf részgyiiriit, tekinthetjiik dgy, hogy R
részgyiirije T-nek (az (a,1) € T elemet azonositjuk az a € R elemmel).
Ekkor a T test barmely eleme el6all két R-beli elem hanyadosaként:

@b =@ Lb)=(@1) (b1 =a bl

Ezért a T testet az R integritdstartomany hanyadostestének nevezziik.
Jelolése: T = Qr. Ez a legsziikebb test, ami tartalmazza R-et.

Példa
> Q=Q Quy =Qi), Qg =Q(V2)

» Ha K test, akkor Qx =



Megjegyzés

Mivel T tartalmaz R-rel izomorf részgyiiriit, tekinthetjiik dgy, hogy R
részgyiirije T-nek (az (a,1) € T elemet azonositjuk az a € R elemmel).
Ekkor a T test barmely eleme el6all két R-beli elem hanyadosaként:

@b =@ Lb)=(@1) (b1 =a bl

Ezért a T testet az R integritdstartomany hanyadostestének nevezziik.
Jelolése: T = Qr. Ez a legsziikebb test, ami tartalmazza R-et.

Példa
> Q=Q Quy =Qi), Qg =Q(V2)

» Ha K test, akkor Qx = K



Megjegyzés

Mivel T tartalmaz R-rel izomorf részgyiiriit, tekinthetjiik dgy, hogy R
részgyiirije T-nek (az (a,1) € T elemet azonositjuk az a € R elemmel).
Ekkor a T test barmely eleme el6all két R-beli elem hanyadosaként:

@b =@ Lb)=(@1) (b1 =a bl

Ezért a T testet az R integritdstartomany hanyadostestének nevezziik.
Jelolése: T = Qr. Ez a legsziikebb test, ami tartalmazza R-et.

Példa
> Q=Q Quy =Qi), Qg =Q(V2)

» Ha K test, akkor Qx = K, hiszen (a, b) =



Megjegyzés

Mivel T tartalmaz R-rel izomorf részgyiiriit, tekinthetjiik dgy, hogy R
részgyiirije T-nek (az (a,1) € T elemet azonositjuk az a € R elemmel).
Ekkor a T test barmely eleme el6all két R-beli elem hanyadosaként:

@b =@ Lb)=(@1) (b1 =a bl

Ezért a T testet az R integritdstartomany hanyadostestének nevezziik.
Jelolése: T = Qr. Ez a legsziikebb test, ami tartalmazza R-et.

Példa
> Q=Q Quy =Qi), Qg =Q(V2)

» Ha K test, akkor Qx = K, hiszen (a, b) = (ab—1,1).



Megjegyzés

Mivel T tartalmaz R-rel izomorf részgyiiriit, tekinthetjiik dgy, hogy R
részgyiirije T-nek (az (a,1) € T elemet azonositjuk az a € R elemmel).
Ekkor a T test barmely eleme el6all két R-beli elem hanyadosaként:

@b =@ Lb)=(@1) (b1 =a bl

Ezért a T testet az R integritdstartomany hanyadostestének nevezziik.
Jelolése: T = Qr. Ez a legsziikebb test, ami tartalmazza R-et.

Példa
> Q=Q Quy =Qi), Qg =Q(V2)

» Ha K test, akkor Qx = K, hiszen (a, b) = (ab—1,1).

> Ha K test, akkor Qg = K (x) = {g: f.e e Klx],g # 0};
ez a K feletti racionalis tortek teste.



Megjegyzés

Mivel T tartalmaz R-rel izomorf részgyiiriit, tekinthetjiik dgy, hogy R
részgyiirije T-nek (az (a,1) € T elemet azonositjuk az a € R elemmel).
Ekkor a T test barmely eleme el6all két R-beli elem hanyadosaként:

@b =@ Lb)=(@1) (b1 =a bl

Ezért a T testet az R integritdstartomany hanyadostestének nevezziik.
Jelolése: T = Qr. Ez a legsziikebb test, ami tartalmazza R-et.

Példa
> Q=Q Quy =Qi), Qg =Q(V2)

» Ha K test, akkor Qx = K, hiszen (a, b) = (ab—1,1).

> Ha K test, akkor Qg = K (x) = {g: f.e e Klx],g # 0};
ez a K feletti racionalis tortek teste.
(Nem keverendd a raciondlis tértfiiggvényekkel, ahogy a polinomok
se keverendék a polinomfiiggvényekkel!)



Tétel
Izomorf integritastartomanyok hdnyadostestei is izomorfak.



Tétel
Izomorf integritastartomanyok hdnyadostestei is izomorfak.
Biz.

Legyen ¢: R — S izomorfizmus; ekkor

?: Qr — Qs, (a,b) — (ap, by)

izomorfizmus, amely kiterjesztése ¢-nek (azaz $ megszoritdsa az R < Qg
részgyliriire éppen ¢). O



Tétel
Izomorf integritastartomanyok hdnyadostestei is izomorfak.
Biz.

Legyen ¢: R — S izomorfizmus; ekkor

?: Qr — Qs, (a,b) — (ap, by)

izomorfizmus, amely kiterjesztése ¢-nek (azaz $ megszoritdsa az R < Qg
részgyliriire éppen ¢). O
Tétel

Ha K olyan test, ami részgyiiriiként tartalmazza az R integritdstarto-
manyt, akkor K résztestként tartalmazza Qr egy izomorf példdnyadt.



Tétel
Izomorf integritastartomanyok hdnyadostestei is izomorfak.
Biz.

Legyen ¢: R — S izomorfizmus; ekkor

?: Qr — Qs, (a,b) — (ap, by)
izomorfizmus, amely kiterjesztése ¢-nek (azaz $ megszoritdsa az R < Qg
részgyliriire éppen ¢). O

Tétel
Ha K olyan test, ami részgyiiriiként tartalmazza az R integritdstarto-
manyt, akkor K résztestként tartalmazza Qr egy izomorf példdnyadt.

Biz.
Definidljuk az alabbi ¢ leképezést:

©: Rx (R\{0}) — K, (a,b)+ ab~*.



Tétel
Izomorf integritastartomanyok hdnyadostestei is izomorfak.
Biz.

Legyen ¢: R — S izomorfizmus; ekkor

?: Qr — Qs, (a,b) — (ap, by)
izomorfizmus, amely kiterjesztése ¢-nek (azaz $ megszoritdsa az R < Qg
részgyliriire éppen ¢). O

Tétel
Ha K olyan test, ami részgyiiriiként tartalmazza az R integritdstarto-
manyt, akkor K résztestként tartalmazza Qr egy izomorf példdnyadt.

Biz.
Definidljuk az alabbi ¢ leképezést:

©: Rx (R\{0}) — K, (a,b)+ ab~*.

Ez a leképezés felcserélhetd az Gsszeaddssal és a szorzdssal is, és magja
éppen



Tétel
Izomorf integritastartomanyok hdnyadostestei is izomorfak.
Biz.

Legyen ¢: R — S izomorfizmus; ekkor

?: Qr — Qs, (a,b) — (ap, by)
izomorfizmus, amely kiterjesztése ¢-nek (azaz $ megszoritdsa az R < Qg
részgyliriire éppen ¢). O

Tétel
Ha K olyan test, ami részgyiiriiként tartalmazza az R integritdstarto-
manyt, akkor K résztestként tartalmazza Qr egy izomorf példdnyadt.

Biz.
Definidljuk az alabbi ¢ leképezést:

©: Rx (R\{0}) — K, (a,b)+ ab~*.

Ez a leképezés felcserélhetd az Gsszeaddssal és a szorzdssal is, és magja
éppen a ~ relacié.



Tétel
Izomorf integritastartomanyok hdnyadostestei is izomorfak.
Biz.

Legyen ¢: R — S izomorfizmus; ekkor

?: Qr — Qs, (a,b) — (ap, by)
izomorfizmus, amely kiterjesztése ¢-nek (azaz $ megszoritdsa az R < Qg
részgyliriire éppen ¢). O

Tétel
Ha K olyan test, ami részgyiiriiként tartalmazza az R integritdstarto-
manyt, akkor K résztestként tartalmazza Qr egy izomorf példdnyadt.

Biz.
Definidljuk az alabbi ¢ leképezést:

©: Rx (R\{0}) — K, (a,b)+ ab~*.

Ez a leképezés felcserélhetd az Gsszeaddssal és a szorzdssal is, és magja
éppen a ~ reldcié. A homomorfiatételt alkalmazva kapjuk, hogy

Qr=Rx (R\{0})/~ = o értékkészlete < K. 0



Kovetkezmény

Legyen K minimdlis olyan test, ami részgyiiriiként tartalmazza az R
integritdstartomdnyt (azaz K-nak nincs olyan valddi részteste, ami
tartalmazza R-et). Ekkor K & Qg.



Kovetkezmény

Legyen K minimdlis olyan test, ami részgyiiriiként tartalmazza az R
integritdstartomdnyt (azaz K-nak nincs olyan valddi részteste, ami
tartalmazza R-et). Ekkor K & Qg.

Biz.
Az el6z0 tételt alkalmazva kapjuk, hogy K tartalmaz Qg-rel izomorf
résztestet.



Kovetkezmény

Legyen K minimdlis olyan test, ami részgyiiriiként tartalmazza az R
integritdstartomdnyt (azaz K-nak nincs olyan valddi részteste, ami
tartalmazza R-et). Ekkor K & Qg.

Biz.
Az el6z0 tételt alkalmazva kapjuk, hogy K tartalmaz Qg-rel izomorf
résztestet. A minimalitds miatt ez a résztest csak maga K lehet.

O



3. Karakterisztika, primtest

Ez a rész a tankdnyvekben az [F] 111/9 fejezetben taldlhaté.



Definicié
Az R gylirli karakterisztikajan a legkisebb olyan n pozitiv egész szamot
értjik, amelyre
VacR: na=a+---+a=0.
————



Definicié
Az R gylirli karakterisztikajan a legkisebb olyan n pozitiv egész szamot
értjik, amelyre
VacR: na=a+---+a=0.
————

n

Ha nincs ilyen n, akkor azt mondjuk, hogy R karakterisztikdja végtelen
nulla.



Definicié
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n

Ha nincs ilyen n, akkor azt mondjuk, hogy R karakterisztikdja végtelen
nulla. Jelolés: char R.



Definicié
Az R gylirli karakterisztikajan a legkisebb olyan n pozitiv egész szamot
értjik, amelyre
VacR: na=a+---+a=0.
————
n

Ha nincs ilyen n, akkor azt mondjuk, hogy R karakterisztikdja végtelen
nulla. Jelolés: char R.

Megjegyzés
A karakterisztika (ha véges), nem mds, mint a gy(riielemek additiv
rendjeinek legkisebb kozos fels6 korlatja.



Definicié
Az R gylirli karakterisztikajan a legkisebb olyan n pozitiv egész szamot
értjik, amelyre
VacR: na=a+---+a=0.
————
n

Ha nincs ilyen n, akkor azt mondjuk, hogy R karakterisztikdja végtelen
nulla. Jelolés: char R.

Megjegyzés
A karakterisztika (ha véges), nem mds, mint a gy(riielemek additiv
rendjeinek legkisebb kozos fels6 korlatja.

Példa
» charC = charR = charQ = charZ =



Definicié
Az R gylirli karakterisztikajan a legkisebb olyan n pozitiv egész szamot
értjik, amelyre
VacR: na=a+---+a=0.
————
n

Ha nincs ilyen n, akkor azt mondjuk, hogy R karakterisztikdja végtelen
nulla. Jelolés: char R.

Megjegyzés
A karakterisztika (ha véges), nem mds, mint a gy(riielemek additiv
rendjeinek legkisebb kozos fels6 korlatja.

Példa
» charC=charR=charQ =charZ =0



Definicié
Az R gylirli karakterisztikajan a legkisebb olyan n pozitiv egész szamot
értjik, amelyre
VacR: na=a+---+a=0.
————
n

Ha nincs ilyen n, akkor azt mondjuk, hogy R karakterisztikdja végtelen
nulla. Jelolés: char R.

Megjegyzés
A karakterisztika (ha véges), nem mds, mint a gy(riielemek additiv
rendjeinek legkisebb kozos fels6 korlatja.

Példa
» charC=charR=charQ =charZ =0

» charZ, =



Definicié
Az R gylirli karakterisztikajan a legkisebb olyan n pozitiv egész szamot
értjik, amelyre
VacR: na=a+---+a=0.
————
n

Ha nincs ilyen n, akkor azt mondjuk, hogy R karakterisztikdja végtelen
nulla. Jelolés: char R.

Megjegyzés
A karakterisztika (ha véges), nem mds, mint a gy(riielemek additiv
rendjeinek legkisebb kozos fels6 korlatja.

Példa
» charC=charR=charQ =charZ =0

» charZ,=n



Definicié
Az R gylirli karakterisztikajan a legkisebb olyan n pozitiv egész szamot
értjik, amelyre
VacR: na=a+---+a=0.
————
n

Ha nincs ilyen n, akkor azt mondjuk, hogy R karakterisztikdja végtelen
nulla. Jelolés: char R.

Megjegyzés
A karakterisztika (ha véges), nem mds, mint a gy(riielemek additiv
rendjeinek legkisebb kozos fels6 korlatja.

Példa
» charC=charR=charQ =charZ =0

» charZ,=n

» char R[x] =charR



Definicié
Az R gylirli karakterisztikajan a legkisebb olyan n pozitiv egész szamot
értjik, amelyre
VacR: na=a+---+a=0.
————
n

Ha nincs ilyen n, akkor azt mondjuk, hogy R karakterisztikdja végtelen
nulla. Jelolés: char R.

Megjegyzés
A karakterisztika (ha véges), nem mds, mint a gy(riielemek additiv
rendjeinek legkisebb kozos fels6 korlatja.

Példa
charC =charR =charQ =charZ =0

v

v

charZ,=n

v

char R [x] = charR

v

char R™" = char R



Tétel
Integritastartomdny karakterisztikdja megegyezik multiplikativ

egységelemének additiv rendjével, és a karakterisztika értéke csak
nulla vagy primszam lehet.



Tétel

Integritastartomdny karakterisztikdja megegyezik multiplikativ
egységelemének additiv rendjével, és a karakterisztika értéke csak
nulla vagy primszam lehet.

Biz.

Legyen e € R a multiplikativ egységelem, és legyen n = or.1) (e).



Tétel

Integritastartomdny karakterisztikdja megegyezik multiplikativ
egységelemének additiv rendjével, és a karakterisztika értéke csak
nulla vagy primszam lehet.

Biz.

Legyen e € R a multiplikativ egységelem, és legyen n = or.1) (e).

Tegyiik fel, hogy n nem nulla és nem prim: n=km (1 < k,m < n).



Tétel

Integritastartomdny karakterisztikdja megegyezik multiplikativ
egységelemének additiv rendjével, és a karakterisztika értéke csak
nulla vagy primszam lehet.

Biz.

Legyen e € R a multiplikativ egységelem, és legyen n = or.1) (e).

Tegyiik fel, hogy n nem nulla és nem prim: n=km (1 < k,m < n).
Ekkor ke # 0 és me # 0



Tétel

Integritastartomdny karakterisztikdja megegyezik multiplikativ
egységelemének additiv rendjével, és a karakterisztika értéke csak
nulla vagy primszam lehet.

Biz.

Legyen e € R a multiplikativ egységelem, és legyen n = or.1) (e).

Tegyiik fel, hogy n nem nulla és nem prim: n=km (1 < k,m < n).
Ekkor ke # 0 és me # 0, viszont

ke - me =



Tétel

Integritastartomdny karakterisztikdja megegyezik multiplikativ
egységelemének additiv rendjével, és a karakterisztika értéke csak
nulla vagy primszam lehet.

Biz.

Legyen e € R a multiplikativ egységelem, és legyen n = or.1) (e).

Tegyiik fel, hogy n nem nulla és nem prim: n=km (1 < k,m < n).
Ekkor ke # 0 és me # 0, viszont

ke-me=(e+---+e)-(e+---+e)=

k m



Tétel

Integritastartomdny karakterisztikdja megegyezik multiplikativ
egységelemének additiv rendjével, és a karakterisztika értéke csak
nulla vagy primszam lehet.

Biz.

Legyen e € R a multiplikativ egységelem, és legyen n = or.1) (e).

Tegyiik fel, hogy n nem nulla és nem prim: n=km (1 < k,m < n).
Ekkor ke # 0 és me # 0, viszont

ke-me=(e+---+e)-(e+---+e)=(e-et+---+e-e)=

k m km



Tétel

Integritastartomdny karakterisztikdja megegyezik multiplikativ
egységelemének additiv rendjével, és a karakterisztika értéke csak
nulla vagy primszam lehet.

Biz.

Legyen e € R a multiplikativ egységelem, és legyen n = or.1) (e).

Tegyiik fel, hogy n nem nulla és nem prim: n=km (1 < k,m < n).
Ekkor ke # 0 és me # 0, viszont

ke -me=(e+---+e)-(e+---+e)=(e-e+---+e-e)=ne=

k m km



Tétel

Integritastartomdny karakterisztikdja megegyezik multiplikativ
egységelemének additiv rendjével, és a karakterisztika értéke csak
nulla vagy primszam lehet.

Biz.

Legyen e € R a multiplikativ egységelem, és legyen n = or.1) (e).

Tegyiik fel, hogy n nem nulla és nem prim: n=km (1 < k,m < n).
Ekkor ke # 0 és me # 0, viszont

ke-me=(e+---+e)-(e+---+e)=(e-e+---+e-e)=ne=0,

k m km



Tétel

Integritastartomdny karakterisztikdja megegyezik multiplikativ
egységelemének additiv rendjével, és a karakterisztika értéke csak
nulla vagy primszam lehet.

Biz.

Legyen e € R a multiplikativ egységelem, és legyen n = or.1) (e).

Tegyiik fel, hogy n nem nulla és nem prim: n=km (1 < k,m < n).
Ekkor ke # 0 és me # 0, viszont

ke-me=(e+---+e)-(e+---+e)=(e-e+---+e-e)=ne=0,

k m km

ami ellentmond a



Tétel

Integritastartomdny karakterisztikdja megegyezik multiplikativ
egységelemének additiv rendjével, és a karakterisztika értéke csak
nulla vagy primszam lehet.

Biz.

Legyen e € R a multiplikativ egységelem, és legyen n = or.1) (e).

Tegyiik fel, hogy n nem nulla és nem prim: n=km (1 < k,m < n).
Ekkor ke # 0 és me # 0, viszont

ke-me=(e+---+e)-(e+---+e)=(e-e+---+e-e)=ne=0,

k m km

ami ellentmond a zérusosztémentességnek.



Tétel

Integritastartomdny karakterisztikdja megegyezik multiplikativ
egységelemének additiv rendjével, és a karakterisztika értéke csak
nulla vagy primszam lehet.

Biz.

Legyen e € R a multiplikativ egységelem, és legyen n = or.1) (e).

Tegyiik fel, hogy n nem nulla és nem prim: n=km (1 < k,m < n).
Ekkor ke # 0 és me # 0, viszont

ke-me=(e+---+e)-(e+---+e)=(e-e+---+e-e)=ne=0,

k m km

ami ellentmond a zérusosztémentességnek.

Tetszbleges 0 # a € R és £ € N esetén

la = a+---4+a =



Tétel

Integritastartomdny karakterisztikdja megegyezik multiplikativ
egységelemének additiv rendjével, és a karakterisztika értéke csak
nulla vagy primszam lehet.

Biz.

Legyen e € R a multiplikativ egységelem, és legyen n = or.1) (e).

Tegyiik fel, hogy n nem nulla és nem prim: n=km (1 < k,m < n).
Ekkor ke # 0 és me # 0, viszont

ke-me=(e+---+e)-(e+---+e)=(e-e+---+e-e)=ne=0,

k m km

ami ellentmond a zérusosztémentességnek.

Tetszbleges 0 # a € R és £ € N esetén

fa — a+...+a — e.a+...+e.a g



Tétel

Integritastartomdny karakterisztikdja megegyezik multiplikativ
egységelemének additiv rendjével, és a karakterisztika értéke csak
nulla vagy primszam lehet.

Biz.

Legyen e € R a multiplikativ egységelem, és legyen n = or.1) (e).

Tegyiik fel, hogy n nem nulla és nem prim: n=km (1 < k,m < n).
Ekkor ke # 0 és me # 0, viszont

ke-me=(e+---+e)-(e+---+e)=(e-e+---+e-e)=ne=0,

k m km

ami ellentmond a zérusosztémentességnek.

Tetszbleges 0 # a € R és £ € N esetén

fa:a_i_..._i_a:e.a_’_..._’_e.a: (e+...+e).a



Tétel

Integritastartomdny karakterisztikdja megegyezik multiplikativ
egységelemének additiv rendjével, és a karakterisztika értéke csak
nulla vagy primszam lehet.

Biz.

Legyen e € R a multiplikativ egységelem, és legyen n = or.1) (e).

Tegyiik fel, hogy n nem nulla és nem prim: n=km (1 < k,m < n).
Ekkor ke # 0 és me # 0, viszont

ke-me=(e+---+e)-(e+---+e)=(e-e+---+e-e)=ne=0,

k m km

ami ellentmond a zérusosztémentességnek.

Tetszbleges 0 # a € R és £ € N esetén

fa:a_i_..._i_a:e.a_’_..._’_e.a: (e+...+e).a

= Vle-a



Tétel

Integritastartomdny karakterisztikdja megegyezik multiplikativ
egységelemének additiv rendjével, és a karakterisztika értéke csak
nulla vagy primszam lehet.

Biz.

Legyen e € R a multiplikativ egységelem, és legyen n = or.1) (e).

Tegyiik fel, hogy n nem nulla és nem prim: n=km (1 < k,m < n).
Ekkor ke # 0 és me # 0, viszont

ke.rne:(e_|_..._|_e).(e_|_..._‘_e):(e.e{.....‘.e.e):ne:o7

k m km

ami ellentmond a zérusosztémentességnek.

Tetszbleges 0 # a € R és £ € N esetén

fa:a_i_..._i_a:e.a_’_..._’_e.a: (e+...+e).a
=Vle-a=0 =



Tétel

Integritastartomdny karakterisztikdja megegyezik multiplikativ
egységelemének additiv rendjével, és a karakterisztika értéke csak
nulla vagy primszam lehet.

Biz.

Legyen e € R a multiplikativ egységelem, és legyen n = or.1) (e).

Tegyiik fel, hogy n nem nulla és nem prim: n=km (1 < k,m < n).
Ekkor ke # 0 és me # 0, viszont

ke.rne:(e_|_..._|_e).(e_|_..._‘_e):(e.e{.....‘.e.e):ne:o7

k m km

ami ellentmond a zérusosztémentességnek.

Tetszbleges 0 # a € R és £ € N esetén

fa:a_i_..._i_a: e.a+...+e.a: (e+...+e).a
=Vle-a=0 < [le=0,



Tétel

Integritastartomdny karakterisztikdja megegyezik multiplikativ
egységelemének additiv rendjével, és a karakterisztika értéke csak
nulla vagy primszam lehet.

Biz.

Legyen e € R a multiplikativ egységelem, és legyen n = or.1) (e).

Tegyiik fel, hogy n nem nulla és nem prim: n=km (1 < k,m < n).
Ekkor ke # 0 és me # 0, viszont

ke.rne:(e_|_..._|_e).(e_|_..._‘_e):(e.e{.....‘.e.e):ne:o7

k m km

ami ellentmond a zérusosztémentességnek.

Tetszbleges 0 # a € R és £ € N esetén
la = a+---+a=-¢e-a+---+e-a= (e+---+e)-a
=Vle-a=0 < [le=0,

tehdt or. 1) (a) = n.



Tétel

Integritastartomdny karakterisztikdja megegyezik multiplikativ
egységelemének additiv rendjével, és a karakterisztika értéke csak
nulla vagy primszam lehet.

Biz.

Legyen e € R a multiplikativ egységelem, és legyen n = or.1) (e).

Tegyiik fel, hogy n nem nulla és nem prim: n=km (1 < k,m < n).
Ekkor ke # 0 és me # 0, viszont

ke.rne:(e_|_..._|_e).(e_|_..._‘_e):(e.e{.....‘.e.e):ne:o7

k m km

ami ellentmond a zérusosztémentességnek.

Tetszbleges 0 # a € R és £ € N esetén
la = a+---+a=-¢e-a+---+e-a= (e+---+e)-a
=Vle-a=0 < [le=0,

tehdt o(r, 1) (a) = n. EbbdI rogton kovetkezik, hogy char R = n.



Definicié
Az olyan testet, amelynek nincs valddi részteste primtestnek nevezziik.



Definicié
Az olyan testet, amelynek nincs valddi részteste primtestnek nevezziik.

Allitas

Barmely T testben a multiplikativ egységelem dltal generalt résztest
primtest, amelyet T primtestének neveziink. Ez a T test legsziikebb
részteste.
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Allitas

Barmely T testben a multiplikativ egységelem dltal generalt résztest
primtest, amelyet T primtestének neveziink. Ez a T test legsziikebb
részteste.

Biz.
Trivi. (HF)



Definicié

Az olyan testet, amelynek nincs valddi részteste primtestnek nevezziik.
Allitas

Barmely T testben a multiplikativ egységelem dltal generalt résztest

primtest, amelyet T primtestének neveziink. Ez a T test legsziikebb
részteste.

Biz.
Trivi. (HF)

Tétel
Ha a T test karakterisztikdja p, akkor primteste izomorf Z,-vel.
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Allitas

Barmely T testben a multiplikativ egységelem dltal generalt résztest
primtest, amelyet T primtestének neveziink. Ez a T test legsziikebb
részteste.

Biz.
Trivi. (HF)

Tétel
Ha a T test karakterisztikdja p, akkor primteste izomorf Z,-vel.
Ha a T test karakterisztikdja 0, akkor primteste izomorf Q-val.



Definicié
Az olyan testet, amelynek nincs valddi részteste primtestnek nevezziik.

Allitas

Barmely T testben a multiplikativ egységelem dltal generalt résztest
primtest, amelyet T primtestének neveziink. Ez a T test legsziikebb
részteste.

Biz.
Trivi. (HF)

Tétel
Ha a T test karakterisztikdja p, akkor primteste izomorf Z,-vel.
Ha a T test karakterisztikdja 0, akkor primteste izomorf Q-val.

Biz.
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(itt e € T a multiplikativ egységelem):



Definicié

Az olyan testet, amelynek nincs valddi részteste primtestnek nevezziik.
Allitas

Barmely T testben a multiplikativ egységelem dltal generalt résztest

primtest, amelyet T primtestének neveziink. Ez a T test legsziikebb
részteste.

Biz.
Trivi. (HF)

Tétel

Ha a T test karakterisztikdja p, akkor primteste izomorf Z,-vel.
Ha a T test karakterisztikdja 0, akkor primteste izomorf Q-val.
Biz.

Ap:7Z — T, k— ke leképezés gylirlihomomorfizmus

(itt e € T a multiplikativ egységelem):

kp+lp = ke+le = (k+£8)e = (k+40)p;
ko tp = ke-te — (k-f)e = (k-0)p.



Biz. (folyt.)
Alkalmazzuk a homomorfiatételt a p: Z — T, k — ke gylri-
homomorfizmusra.



Biz. (folyt.)
Alkalmazzuk a homomorfiatételt a p: Z — T, k — ke gylri-
homomorfizmusra.

kerp =



Biz. (folyt.)
Alkalmazzuk a homomorfiatételt a p: Z — T, k — ke gylri-
homomorfizmusra.

kerop = {ke€Z: ke=0} =



Biz. (folyt.)
Alkalmazzuk a homomorfiatételt a p: Z — T, k — ke gylri-
homomorfizmusra.

kero = {ke€Z:ke=0} = (charT)



Biz. (folyt.)
Alkalmazzuk a homomorfiatételt a p: Z — T, k — ke gylri-
homomorfizmusra.

kero = {ke€Z:ke=0} = (charT)
Zo =



Biz. (folyt.)
Alkalmazzuk a homomorfiatételt a p: Z — T, k — ke gylri-
homomorfizmusra.

kero = {ke€Z:ke=0} = (charT)

Z {...,—2e,—¢,0,€,2¢,3e,...}



Biz. (folyt.)
Alkalmazzuk a homomorfiatételt a p: Z — T, k — ke gylri-
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Biz. (folyt.)
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Biz. (folyt.)
Alkalmazzuk a homomorfiatételt a p: Z — T, k — ke gylri-
homomorfizmusra.

kero = {ke€Z:ke=0} = (charT)

Zo = {...,—2e,—e,0,e,2¢,3e,...} <g T

» Ha char T = p, akkor Z/kerp =Z/(p) 2 Zp < T.
Ekkor T primteste {0,¢e,2e,...,(p— 1) e} = Z,,.



Biz. (folyt.)
Alkalmazzuk a homomorfiatételt a p: Z — T, k — ke gylri-
homomorfizmusra.

kero = {ke€Z:ke=0} = (charT)
Zo = {...,—2e,—e,0,e,2¢,3e,...} <g T

» Ha char T = p, akkor Z/kerp =Z/(p) 2 Zp < T.
Ekkor T primteste {0,¢e,2e,...,(p— 1) e} = Z,,.

» Hachar T =0, akkor Z/keryp =7/ (0) = Zyp <g T.



Biz. (folyt.)
Alkalmazzuk a homomorfiatételt a p: Z — T, k — ke gylri-
homomorfizmusra.

kero = {ke€Z:ke=0} = (charT)

Zo = {...,—2e,—e,0,e,2¢,3e,...} <g T

» Ha char T = p, akkor Z/kerp =Z/(p) 2 Zp < T.
Ekkor T primteste {0,¢e,2e,...,(p— 1) e} = Z,,.

» Hachar T =0, akkor Z/keryp =7/ (0) = Zyp <g T.
Nyilvan Z/ (0) =



Biz. (folyt.)
Alkalmazzuk a homomorfiatételt a p: Z — T, k — ke gylri-
homomorfizmusra.

kero = {ke€Z:ke=0} = (charT)

Zo = {...,—2e,—e,0,e,2¢,3e,...} <g T

» Ha char T = p, akkor Z/kerp =Z/(p) 2 Zp < T.
Ekkor T primteste {0,¢e,2e,...,(p— 1) e} = Z,,.
» Hachar T =0, akkor Z/keryp =7/ (0) = Zyp <g T.

Nyilvdn Z/ (0) = Z, tehat T tartalmazza részgyliriiként
Z egy izomorf példanyat



Biz. (folyt.)
Alkalmazzuk a homomorfiatételt a ¢: Z — T, k — ke gyliri-
homomorfizmusra.

kero = {ke€Z:ke=0} = (charT)

Zo = {...,—2e,—e,0,e,2¢,3e,...} <g T

» Ha char T = p, akkor Z/kerp =Z/(p) 2 Zp < T.
Ekkor T primteste {0,¢e,2e,...,(p— 1) e} = Z,,.
» Hachar T =0, akkor Z/keryp =7/ (0) = Zyp <g T.

Nyilvdn Z/ (0) = Z, tehat T tartalmazza részgyliriiként
Z egy izomorf példanyat, és igy Z hanyadosteste, vagyis
Q egy izomorf példanyat is.



Biz. (folyt.)
Alkalmazzuk a homomorfiatételt a ¢: Z — T, k — ke gyliri-
homomorfizmusra.

kero = {ke€Z:ke=0} = (charT)

Zo = {...,—2e,—e,0,e,2¢,3e,...} <g T

» Ha char T = p, akkor Z/kerp =Z/(p) 2 Zp < T.
Ekkor T primteste {0,¢e,2e,...,(p— 1) e} = Z,,.
» Hachar T =0, akkor Z/keryp =7/ (0) = Zyp <g T.

Nyilvdn Z/ (0) = Z, tehat T tartalmazza részgyliriiként
Z egy izomorf példanyat, és igy Z hanyadosteste, vagyis
Q egy izomorf példanyat is.

Ekkor T primteste {X& : k. m € Z, m # 0} =~ Q.

me



4. Testbovitések

Ez a rész a tankdnyvekben az [F] VI/1-5 fejezetekben taldlhatd.



Definicid
» Az [ testet a K test bovitésének nevezziik, ha K részteste L-nek.
Jelolés: L | K.
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» Az [ testet a K test bovitésének nevezziik, ha K részteste L-nek.
Jelolés: L | K.

> Ha létezik véges sok aq, ..., ax elem gy, hogy L megegyezik a
KU {a,...,ak} halmaz dltal generdlt testtel, akkor azt mondjuk,
hogy az L | K bévités végesen generalt.

Jelolés: L= K (a1,...,an).
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L | K egyszerii bovités.



Definicid
» Az [ testet a K test bovitésének nevezziik, ha K részteste L-nek.
Jelolés: L | K.

> Ha létezik véges sok aq, ..., ax elem gy, hogy L megegyezik a
KU {a,...,ak} halmaz dltal generdlt testtel, akkor azt mondjuk,
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» Ha létezik « € L gy, hogy L = K (), akkor azt mondjuk, hogy
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> Az L; | K és L, | K testb8vitések kozdtti izomorfizmuson olyan
p: L1 — Ly leképezést értiink, amelyre

> ©: L1 — L, testizomorfizmus



Definicid
» Az [ testet a K test bovitésének nevezziik, ha K részteste L-nek.
Jelolés: L | K.

> Ha létezik véges sok aq, ..., ax elem gy, hogy L megegyezik a
KU {a,...,ak} halmaz dltal generdlt testtel, akkor azt mondjuk,
hogy az L | K bévités végesen generalt.

Jelolés: L= K (a1,...,an).

» Ha létezik « € L gy, hogy L = K (), akkor azt mondjuk, hogy
L | K egyszerii bovités.

> Az L; | K és L, | K testb8vitések kozdtti izomorfizmuson olyan
p: L1 — Ly leképezést értiink, amelyre

> ©: L1 — L, testizomorfizmus

> |k = idk, azaz minden a € K esetén ap = a.



Allitas
Ha L | K testbévités, akkor L vektorteret alkot K felett.



Allitas
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Biz.

Az L test miiveletei adjdk a kL vektortér miveleteit:
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Allitas
Ha L | K testbévités, akkor L vektorteret alkot K felett.
Biz.
Az L test miiveletei adjdk a kL vektortér miveleteit:
> az o, 8 € L vektorok Gsszege: o+ (8 € L;

» az « € L vektornak a ¢ € K skalarral valé szorzata: ca € L.



Allitas
Ha L | K testbévités, akkor L vektorteret alkot K felett.
Biz.
Az L test miiveletei adjdk a kL vektortér miveleteit:
> az o, 8 € L vektorok Gsszege: o+ (8 € L;

» az « € L vektornak a ¢ € K skalarral valé szorzata: ca € L.

Konny ellendrizni, hogy a testaxidmakbdl kdvetkeznek a vektortér-
axiémak (HF).



Allitas

Ha L | K testbévités, akkor L vektorteret alkot K felett.
Biz.

Az L test miiveletei adjdk a kL vektortér miveleteit:

> az o, 8 € L vektorok Gsszege: o+ (8 € L;

» az o € L vektornak a ¢ € K skaldrral val6 szorzata: ca € L.
Konny ellendrizni, hogy a testaxidmakbdl kdvetkeznek a vektortér-
axiémak (HF).

Definicié
Az kL vektortér dimenzidjat az L | K testbévités fokszamanak
nevezziik. Jeldlés: [L: K] :=dimk L.

O



Allitas

Ha L | K testbévités, akkor L vektorteret alkot K felett.
Biz.

Az L test miiveletei adjdk a kL vektortér miveleteit:

> az o, 8 € L vektorok Gsszege: o+ (8 € L;

» az o € L vektornak a ¢ € K skaldrral val6 szorzata: ca € L.
Konny ellendrizni, hogy a testaxidmakbdl kdvetkeznek a vektortér-
axiémak (HF).

Definicié
Az kL vektortér dimenzidjat az L | K testbévités fokszamanak
nevezziik. Jeldlés: [L: K] :=dimk L.

Példa
» [C:R] =



Allitas

Ha L | K testbévités, akkor L vektorteret alkot K felett.
Biz.

Az L test miiveletei adjdk a kL vektortér miveleteit:

> az o, 8 € L vektorok Gsszege: o+ (8 € L;

» az o € L vektornak a ¢ € K skaldrral val6 szorzata: ca € L.
Konny ellendrizni, hogy a testaxidmakbdl kdvetkeznek a vektortér-
axiémak (HF).

Definicié
Az kL vektortér dimenzidjat az L | K testbévités fokszamanak
nevezziik. Jeldlés: [L: K] :=dimk L.

Példa
» [C:R]=2



Allitas

Ha L | K testbévités, akkor L vektorteret alkot K felett.
Biz.

Az L test miiveletei adjdk a kL vektortér miveleteit:

> az o, 8 € L vektorok Gsszege: o+ (8 € L;

» az o € L vektornak a ¢ € K skaldrral val6 szorzata: ca € L.
Konny ellendrizni, hogy a testaxidmakbdl kdvetkeznek a vektortér-
axiémak (HF).

Definicié
Az kL vektortér dimenzidjat az L | K testbévités fokszamanak
nevezziik. Jeldlés: [L: K] :=dimk L.

Példa
> [C: R] = 2; egy bazis:



Allitas

Ha L | K testbévités, akkor L vektorteret alkot K felett.
Biz.

Az L test miiveletei adjdk a kL vektortér miveleteit:
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Ha L | K testbévités, akkor L vektorteret alkot K felett.
Biz.

Az L test miiveletei adjdk a kL vektortér miveleteit:

> az o, 8 € L vektorok Gsszege: o+ (8 € L;

» az « € L vektornak a ¢ € K skalarral valé szorzata: ca € L.
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> [Q (ﬁ) : Q] = 2; egy bazis: 1,1/2

» [R: Q] = oo; egy linedrisan fiiggetlen rendszer: 1,7, 72, 73
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Biz. (csak véges fokszdmokra).

Legyen aj,...,a, bazisa az kL vektortérnek és (1, ..., O, bazisa az ;M
vektortérnek. Ekkor oj3; (i=1,...,n;j=1,...,m) bazisa az yM
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Legyen K =Q, L=Q (v2), M= L(i) = Q (v2,i).
Az kL vektortér egy bazisa: a; =1, ap = /2. (vildgos)
Az | M vektortér egy bazisa: 51 =1, O, = i. (majd késébb vildgos lesz)
Az kM vektortér egy bazisa:
a1y =1, axf = V2, a1fa =i, axflr = V2i.
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a+bV2+ci+dv2i (a,b,c,d Q)
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Biz.
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Jelolje K a T test primtestét. Mivel T véges, K = Z,, ahol p = char T.

Ekkor T végesdimenzids vektortér K felett. Ha dimg T = n,
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v

v

Zz[x]/(xz+x+1) =~ GF(4),

v

Zolx]/ (< +x +1) = GF (8),

v

Zz[x]/ (x* +1) = GF(9), stb.
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(1) K(a) | K 2 K(x)| K az aldbbi ¢ izomorfizmus mellett:
v K(x) = K(a), t—t(a);
(2) [K(a) : K] = 0.

Biz.
(1): Hat= g
cidja miatt g () # 0. Igy definidlhatjuk a

€ K (x), akkor t («) értelmezett, mert o transzcenden-

Y K(x) = L, t—t(a)

homomorfizmust. Ennek magja



Tétel
Ha « € L | K transzcendens K felett, akkor

(1) K(a) | K 2 K(x)| K az aldbbi ¢ izomorfizmus mellett:
v K(x) = K(a), t—t(a);
(2) [K(a) : K] = 0.

Biz.
(1): Hat= g
cidja miatt g () # 0. Igy definidlhatjuk a

€ K (x), akkor t («) értelmezett, mert o transzcenden-

Y K(x) = L, t—t(a)

homomorfizmust. Ennek magja {0}



Tétel
Ha « € L | K transzcendens K felett, akkor

(1) K(a) | K 2 K(x)| K az aldbbi ¢ izomorfizmus mellett:
v K(x) = K(a), t—t(a);
(2) [K(a) : K] = 0.

Biz.
(1): Hat= g
cidja miatt g () # 0. Igy definidlhatjuk a

€ K (x), akkor t («) értelmezett, mert o transzcenden-

Y K(x) = L, t—t(a)

homomorfizmust. Ennek magja {0}, értékkészlete pedig K ().



Tétel
Ha « € L | K transzcendens K felett, akkor

(1) K(a) | K 2 K(x)| K az aldbbi ¢ izomorfizmus mellett:
v K(x) = K(a), t—t(a);
(2) [K(a) : K] = 0.

Biz.
(1): Hat= g
cidja miatt g () # 0. Igy definidlhatjuk a

€ K (x), akkor t («) értelmezett, mert o transzcenden-

Y K(x) = L, t—t(a)

homomorfizmust. Ennek magja {0}, értékkészlete pedig K ().
A homomorfiatétel szerint K (x) =2 K (x) /(0) = K («)



Tétel
Ha « € L | K transzcendens K felett, akkor

(1) K(a) | K 2 K(x)| K az aldbbi ¢ izomorfizmus mellett:
v K(x) = K(a), t—t(a);
(2) [K(a) : K] = 0.

Biz.
(1): Hat= g
cidja miatt g () # 0. Igy definidlhatjuk a

€ K (x), akkor t («) értelmezett, mert o transzcenden-

Y K(x) = L, t—t(a)

homomorfizmust. Ennek magja {0}, értékkészlete pedig K ().
A homomorfiatétel szerint K (x) = K (x) /(0) = K («); a megfelel§
izomorfizmus éppen a fenti ¢ leképezés.



Tétel
Ha « € L | K transzcendens K felett, akkor

(1) K(a) | K 2 K(x)| K az aldbbi ¢ izomorfizmus mellett:
v K(x) = K(a), t—t(a);
(2) [K(a) : K] = 0.

Biz.
(1): Hat= g
cidja miatt g () # 0. Igy definidlhatjuk a

€ K (x), akkor t («) értelmezett, mert o transzcenden-

Y K(x) = L, t—t(a)

homomorfizmust. Ennek magja {0}, értékkészlete pedig K ().
A homomorfiatétel szerint K (x) = K (x) /(0) = K («); a megfelel§
izomorfizmus éppen a fenti ¢ leképezés.

Minden ¢ € K esetén cp = c(a) = ¢



Tétel
Ha « € L | K transzcendens K felett, akkor

(1) K(a) | K 2 K(x)| K az aldbbi ¢ izomorfizmus mellett:
v K(x) = K(a), t—t(a);
(2) [K(a) : K] = 0.

Biz.
(1): Hat= g
cidja miatt g () # 0. Igy definidlhatjuk a

€ K (x), akkor t («) értelmezett, mert o transzcenden-

Y K(x) = L, t—t(a)

homomorfizmust. Ennek magja {0}, értékkészlete pedig K ().
A homomorfiatétel szerint K (x) = K (x) /(0) = K («); a megfelel§
izomorfizmus éppen a fenti ¢ leképezés.

Minden ¢ € K esetén cp = c(a) = ¢, tehdt ¢ nem csak a K (x) és K («)
testek, de a K (x) | K és K (a) | K testbdvitések kozott is izomorfizmust
[étesit.



Tétel
Ha o € L | K transzcendens K felett, akkor

(1) K(a) | K 2 K(x)| K az aldbbi ¢ izomorfizmus mellett:

p: K(x) = K(a), t—t(a);
(2) [K(a): K] = occ.

Biz.
(2):



Tétel
Ha o € L | K transzcendens K felett, akkor

(1) K(a) | K 2 K(x)| K az aldbbi ¢ izomorfizmus mellett:

p: K(x) = K(a), t—t(a);
(2) [K(a): K] = 0.
Biz.
(2): Az 1,x,x? x3,... vektorrendszer linedrisan fiiggetlen a x K (x)

vektortérben



Tétel
Ha o € L | K transzcendens K felett, akkor

(1) K(a) | K 2 K(x)| K az aldbbi ¢ izomorfizmus mellett:

p: K(x) = K(a), t—t(a);
(2) [K (@) : K] = .
Biz.

(2): Az 1,x,x? x3,... vektorrendszer linedrisan fiiggetlen a x K (x)
vektortérben, ezért ennek ¢ melletti képe, azaz



Tétel
Ha o € L | K transzcendens K felett, akkor

(1) K(a) | K 2 K(x)| K az aldbbi ¢ izomorfizmus mellett:
v K(x) = K(a), t—t(a);
(2) [K(a): K] =
Biz.
(2): Az 1,x,x? x3,... vektorrendszer linedrisan fiiggetlen a KK( )

vektorterben ezért ennek © melletti képe, azaz 1,a, 02,03, ... is
linedrisan fiiggetlen vektorrendszer a K (a) vektortérben.



Tétel
Ha o € L | K transzcendens K felett, akkor

(1) K(a) | K 2 K(x)| K az aldbbi ¢ izomorfizmus mellett:
p: K(x) = K(a), t=t(a);

(2) [K(a): K] =

Biz.

(2): Az 1,x,x? x3,... vektorrendszer linedrisan fiiggetlen a KK( )
vektorterben ezért ennek © melletti képe, azaz 1,a, 02,03, ... is
linedrisan fiiggetlen vektorrendszer a K (a) vektortérben.

Tehdt [K (o) : K] =



Tétel
Ha o € L | K transzcendens K felett, akkor

(1) K(a) | K 2 K(x)| K az aldbbi ¢ izomorfizmus mellett:
p: K(x) = K(a), t=t(a);

(2) [K(a): K] =

Biz.

(2): Az 1,x,x? x3,... vektorrendszer linedrisan fiiggetlen a KK( )
vektorterben ezért ennek © melletti képe, azaz 1,a, 02,03, ... is

linedrisan fiiggetlen vektorrendszer a K (a) vektortérben.
Tehdt [K (o) : K] = o0

Konkrétabban:



Tétel
Ha o € L | K transzcendens K felett, akkor

(1) K(a) | K 2 K(x)| K az aldbbi ¢ izomorfizmus mellett:
p: K(x) = K(a), t=t(a);

(2) [K(a): K] =

Biz.

(2): Az 1,x,x? x3,... vektorrendszer linedrisan fiiggetlen a KK( )
vektorterben ezért ennek © melletti képe, azaz 1,a, 02,03, ... is

linedrisan fiiggetlen vektorrendszer a K (a) vektortérben.
Tehdt [K (o) : K] = o0

Konkrétabban: ha 1,a,a?,a3, ... linedrisan sszefiiggd lenne, akkor



Tétel
Ha o € L | K transzcendens K felett, akkor

(1) K(a) | K 2 K(x)| K az aldbbi ¢ izomorfizmus mellett:
p: K(x) = K(a), t=t(a);

(2) [K(a): K] =

Biz.

(2): Az 1,x,x? x3,... vektorrendszer linedrisan fiiggetlen a KK( )
vektorterben ezért ennek © melletti képe, azaz 1,a, 02,03, ... is
linedrisan fiiggetlen vektorrendszer a K (a) vektortérben.

Tehdt [K (o) : K] =

Konkrétabban: ha 1,a,a?,a3, ... linedrisan sszefiiggd lenne, akkor
valamelyik tagja eIoaIIna az ot megelozo tagok linearis kombinacidjaként:

o =gak+- +aa+al (..., € K).



Tétel
Ha o € L | K transzcendens K felett, akkor

(1) K(a) | K 2 K(x)| K az aldbbi ¢ izomorfizmus mellett:
p: K(x) = K(a), t=t(a);

(2) [K(a): K] =

Biz.

(2): Az 1,x,x? x3,... vektorrendszer linedrisan fiiggetlen a KK( )
vektorterben ezért ennek © melletti képe, azaz 1,a, 02,03, ... is
linedrisan fiiggetlen vektorrendszer a K (a) vektortérben.

Tehdt [K (o) : K] =

Konkrétabban: ha 1,a,a?,a3, ... linedrisan sszefiiggd lenne, akkor
valamelyik tagja eIoaIIna az ot megelozo tagok linearis kombinacidjaként:

o =gak+- +aa+al (..., € K).

Ekkor a gyoke lenne a nemzéré x**1 — gxk — ... — c;x — ¢p € K [x]
polinomnak



Tétel
Ha o € L | K transzcendens K felett, akkor

(1) K(a) | K 2 K(x)| K az aldbbi ¢ izomorfizmus mellett:

p: K(x) = K(a), t—t(a);

(2) [K(a): K] =
Biz.
(2): Az 1,x,x? x3,... vektorrendszer linedrisan fiiggetlen a KK( )

3 ....is

vektorterben ezért ennek © melletti képe, azaz 1, a, 02, «
linedrisan fiiggetlen vektorrendszer a K (a) vektortérben.

Tehdt [K (o) : K] = o0

Konkrétabban: ha 1,a,a?,a3, ... linedrisan sszefiiggd lenne, akkor
valamelyik tagja eIoaIIna az ot megelozo tagok linearis kombinacidjaként:

o =gak+- +aa+al (..., € K).

Ekkor a gyoke lenne a nemzéré x**1 — gxk — ... — c;x — ¢p € K [x]
polinomnak, ami ellentmond « transzcendencidjanak. O



Kovetkezmény

Test egyszerii transzcendens bévitése izomorfia erejéig egyértelmiien
meghatarozott.

Ha K (o) | K és K(B) | K egyszerii transzcendens bévitések, akkor
K(a)| K = K(B)| K az aldbbi ¢ izomorfizmus mellett:

p: K(a) = K(P), t(a) = t(8) (teK(x).



Kovetkezmény

Test egyszerii transzcendens bévitése izomorfia erejéig egyértelmiien
meghatarozott.

Ha K (o) | K és K(B) | K egyszerii transzcendens bévitések, akkor
K(a)| K = K(B)| K az aldbbi ¢ izomorfizmus mellett:

p: K(a) = K(P), t(a) = t(8) (teK(x).

Biz.
Tudjuk, hogy K (a) | K = K (x) | K = K(8) | K:



Kovetkezmény

Test egyszerii transzcendens bévitése izomorfia erejéig egyértelmiien
meghatarozott.

Ha K (o) | K és K(B) | K egyszerii transzcendens bévitések, akkor
K(a)| K = K(B)| K az aldbbi ¢ izomorfizmus mellett:

p: K(a) = K(P), t(a) = t(8) (teK(x).

Biz.
Tudjuk, hogy K (a) | K = K (x) | K = K(8) | K:

K(a) <& K(x) = K()
t (a) — t — (ﬂ)
A két izomorfizmust ,sszevarrva” kapjuk a ¢ = o~ 17 izomorfizmust:

K («) U;l‘f

KB

~
~



Kovetkezmény

Minden K testnek létezik egyszerii transzcendens bévitése, és ez a bévités
izomorfia erejéig egyértelmiien meghatdrozott.



Kovetkezmény
Minden K testnek létezik egyszerii transzcendens bévitése, és ez a bévités
izomorfia erejéig egyértelmiien meghatdrozott.

Biz.

> unicitds: most lattuk



Kovetkezmény
Minden K testnek létezik egyszerii transzcendens bévitése, és ez a bévités
izomorfia erejéig egyértelmiien meghatdrozott.

Biz.
> unicitds: most lattuk

> egzisztencia:



Kovetkezmény
Minden K testnek létezik egyszerii transzcendens bévitése, és ez a bévités
izomorfia erejéig egyértelmiien meghatdrozott.

Biz.
> unicitds: most lattuk

> egzisztencia: K (x)



Tétel
Ha « € L | K algebrai K felett, akkor
(0) K(a) = Kle]

(1) K(o) | K 2 K[x]/(ma,k) | K az aldabbi ¢ izomorfizmus mellett:

p: K[x]/ (mak) = K(a), f > f(a);
(2) [K(a): K] =deg mq k.
Biz.
(0) & (1):



Tétel
Ha « € L | K algebrai K felett, akkor
(0) K(a) = Kle]

(1) K(o) | K 2 K[x]/(ma,k) | K az aldabbi ¢ izomorfizmus mellett:

¢ KIx]/ (mak) = K (@), Frf(a);
(2) [K(a): K] =deg mq k.
Biz.
(0) & (1): Tekintsiik a

Y: K[x] = L, f — f(«a)

homomorfizmust.



Tétel
Ha « € L | K algebrai K felett, akkor
(0) K(a) = Kle]

(1) K(o) | K 2 K[x]/(ma,k) | K az aldabbi ¢ izomorfizmus mellett:

¢ KIx]/ (mak) = K (@), Frf(a);
(2) [K(a): K] =deg mq k.
Biz.
(0) & (1): Tekintsiik a

Y: K[x] = L, f — f(«a)

homomorfizmust. Ennek magja



Tétel
Ha « € L | K algebrai K felett, akkor
(0) K(a) = Kle]

(1) K(o) | K 2 K[x]/(ma,k) | K az aldabbi ¢ izomorfizmus mellett:

p: K[x]/ (mak) = K(a), f > f(a);
(2) [K(a): K] =deg mq k.
Biz.
(0) & (1): Tekintsiik a
Y: K[x] = L, f — f(«a)

homomorfizmust. Ennek magja Gy, = (mq, k)



Tétel

Ha « € L | K algebrai K felett, akkor
(0) K(a) = Kle]

(1) K(o) | K 2 K[x]/(ma,k) | K az aldabbi ¢ izomorfizmus mellett:

p: K[x]/ (mak) = K(a), f > f(a);
(2) [K(a): K] =deg mq k.
Biz.
(0) & (1): Tekintsiik a
Y: K[x] = L, f — f(«a)

homomorfizmust. Ennek magja Gy, = (mq, k), értékkészlete pedig K [a].



Tétel
Ha « € L | K algebrai K felett, akkor

(0) K(a)=K]a]
(1) K(o) | K 2 K[x]/(ma,k) | K az aldabbi ¢ izomorfizmus mellett:
p: K[x]/(mak) = K(a), f=f(a);
(2) [K (@) : K] = deg mq .
Biz.
(0) & (1): Tekintsiik a
Y: K[x] = L, f — f(«a)

homomorfizmust. Ennek magja Gy, = (mq, k), értékkészlete pedig K [a].
A homomorfiatétel szerint K [x] / (ma,x) = K [¢]



Tétel
Ha « € L | K algebrai K felett, akkor

(0) K(a)=K]a]
(1) K(o) | K 2 K[x]/(ma,k) | K az aldabbi ¢ izomorfizmus mellett:
p: K[x]/(mak) = K(a), f=f(a);
(2) [K (@) : K] = deg mq .
Biz.
(0) & (1): Tekintsiik a
Y: K[x] = L, f — f(«a)

homomorfizmust. Ennek magja Gy, = (mq, k), értékkészlete pedig K [a].
A homomorfiatétel szerint K [x] / (mqa,k) = K []; a megfeleld
izomorfizmus éppen a fenti ¢ leképezés.



Tétel
Ha « € L | K algebrai K felett, akkor

(0) K(a)=K]a]
(1) K(o) | K 2 K[x]/(ma,k) | K az aldabbi ¢ izomorfizmus mellett:
p: K[x]/(mak) = K(a), f=f(a);
(2) [K (@) : K] = deg mq .
Biz.
(0) & (1): Tekintsiik a
Y: K[x] = L, f — f(«a)

homomorfizmust. Ennek magja Gy, = (mq, k), értékkészlete pedig K [a].
A homomorfiatétel szerint K [x] / (mqa,k) = K []; a megfeleld
izomorfizmus éppen a fenti ¢ leképezés.

Mivel m, g irreducibilis, K [x] / (ma,k)



Tétel
Ha « € L | K algebrai K felett, akkor

(0) K(a)=K]a]
(1) K(o) | K 2 K[x]/(ma,k) | K az aldabbi ¢ izomorfizmus mellett:
p: K[x]/(mak) = K(a), f=f(a);
(2) [K (@) : K] = deg mq .
Biz.
(0) & (1): Tekintsiik a
Y: K[x] = L, f — f(«a)

homomorfizmust. Ennek magja Gy, = (mq, k), értékkészlete pedig K [a].
A homomorfiatétel szerint K [x] / (mqa,k) = K []; a megfeleld
izomorfizmus éppen a fenti ¢ leképezés.

Mivel m, k irreducibilis, K [x]/(mqa, k) test



Tétel
Ha « € L | K algebrai K felett, akkor

(0) K(a)=K]a]
(1) K(o) | K 2 K[x]/(ma,k) | K az aldabbi ¢ izomorfizmus mellett:
p: K[x]/(mak) = K(a), f=f(a);
(2) [K (@) : K] = deg mq .
Biz.
(0) & (1): Tekintsiik a
Y: K[x] = L, f — f(«a)

homomorfizmust. Ennek magja Gy, = (mq, k), értékkészlete pedig K [a].
A homomorfiatétel szerint K [x] / (mqa,k) = K []; a megfeleld
izomorfizmus éppen a fenti ¢ leképezés.

Mivel m, k irreducibilis, K [x]/(mq, k) test, igy K [a] is az.



Tétel
Ha « € L | K algebrai K felett, akkor

(0) K(a)=Kle]
(1) K(o) | K 2 K[x]/(ma,k) | K az aldabbi ¢ izomorfizmus mellett:

p: K[x]/ (mak) = K(a), f > f(a);
(2) [K(a): K] =deg mq k.
Biz.
(0) & (1): Tekintsiik a
Y: K[x] = L, f — f(«a)

homomorfizmust. Ennek magja Gy, = (mq, k), értékkészlete pedig K [a].
A homomorfiatétel szerint K [x] / (mqa,k) = K []; a megfeleld
izomorfizmus éppen a fenti ¢ leképezés.

Mivel m, k irreducibilis, K [x]/(mq, k) test, igy K [a] is az.
Kévetkezésképp K [a] = K ().



Tétel
Ha « € L | K algebrai K felett, akkor

(0) K(a)=K]a]
(1) K(o) | K 2 K[x]/(ma,k) | K az aldabbi ¢ izomorfizmus mellett:
p: K[x]/(mak) = K(a), f=f(a);
(2) [K (@) : K] = deg mq .
Biz.
(0) & (1): Tekintsiik a
Y: K[x] = L, f — f(«a)

homomorfizmust. Ennek magja Gy, = (mq, k), értékkészlete pedig K [a].
A homomorfiatétel szerint K [x] / (mqa,k) = K []; a megfeleld
izomorfizmus éppen a fenti ¢ leképezés.

Mivel m, k irreducibilis, K [x]/(mq, k) test, igy K [a] is az.
Kévetkezésképp K [a] = K ().

Minden ¢ € K esetén cp = c(a) = ¢



Tétel
Ha « € L | K algebrai K felett, akkor

(0) K(a)=K]a]
(1) K(o) | K 2 K[x]/(ma,k) | K az aldabbi ¢ izomorfizmus mellett:
p: K[x]/(mak) = K(a), f=f(a);
(2) [K (@) : K] = deg mq .
Biz.
(0) & (1): Tekintsiik a
Y: K[x] = L, f — f(«a)

homomorfizmust. Ennek magja Gy, = (mq, k), értékkészlete pedig K [a].
A homomorfiatétel szerint K [x] / (mqa,k) = K []; a megfeleld
izomorfizmus éppen a fenti ¢ leképezés.

Mivel m, k irreducibilis, K [x]/(mq, k) test, igy K [a] is az.
Kévetkezésképp K [a] = K ().

Minden ¢ € K esetén Cp = c(a) = c, tehdt ¢ a megfeleld testbdvitések
kozott is izomorfizmust létesit.



Tétel
Ha a € L | K algebrai K felett, akkor
(0) K(a) =Ko

(1) K(a) | K 2 K[x]/(mak) | K az aldbbi ¢ izomorfizmus mellett:

p: KIx]/ (max) = K(a), frf(a);
(2) [K(a): K] =deg mq k.

Biz.
(2):



Tétel
Ha a € L | K algebrai K felett, akkor
(0) K(a) =Ko

(1) K(a) | K 2 K[x]/(mak) | K az aldbbi ¢ izomorfizmus mellett:

¢ KIx]/ (mak) — K (@), ff(a);
(2) [K(a): K] =deg mq k.
Biz.
(2): Legyen n = deg m, k.



Tétel
Ha a € L | K algebrai K felett, akkor

(0) K(a) = Kle]

(1) K(a)| K = K[x]/(max) | K az aldbbi ¢ izomorfizmus mellett:
o1 K[x]/ (max) = K(a), f e f(a);

(2) [K(a): K] = degma k.

Biz.

(2): Legyen n=degmgy k. A K[x]/(ma,k) test elemei egyértelmiien
eléalinak

a1 X"l ax+ ap = a,,,li"_l—i—- --+ai1x+ag (ao, ay,...,an—1 € K)

alakban.



Tétel
Ha a € L | K algebrai K felett, akkor

(0) K(a) = Kle]

(1) K(a)| K = K[x]/(max) | K az aldbbi ¢ izomorfizmus mellett:
o1 K[x]/ (max) = K(a), f e f(a);

(2) [K(a): K] = degma k.

Biz.

(2): Legyen n=degmgy k. A K[x]/(ma,k) test elemei egyértelmiien
eléalinak

a1 X"l ax+ ap = a,,,li"_l—i—- --+ai1x+ag (ao, ay,...,an—1 € K)
alakban.

Ez azt jelenti, hogy 1,X,...,x" ! bazisa a K feletti K [x] / (Ma.k)
vektortérnek.



Tétel
Ha a € L | K algebrai K felett, akkor

(0) K(a) = Kle]

(1) K(a)| K = K[x]/(max) | K az aldbbi ¢ izomorfizmus mellett:
o1 K[x]/ (max) = K(a), f e f(a);

(2) [K(a): K] = degma k.

Biz.

(2): Legyen n=degmgy k. A K[x]/(ma,k) test elemei egyértelmiien
eléalinak

a1 X"l ax+ ap = a,,,li"_l—i—- --+ai1x+ag (ao, ay,...,an—1 € K)
alakban.

Ez azt jelenti, hogy 1,X,...,x" ! bazisa a K feletti K [x] / (Ma.k)
vektortérnek. Ezen bazis ¢ melletti képe, azaz



Tétel
Ha a € L | K algebrai K felett, akkor

(0) K(a) = Kle]

(1) K(a)| K = K[x]/(max) | K az aldbbi ¢ izomorfizmus mellett:
o1 K[x]/ (max) = K(a), f e f(a);

(2) [K(a): K] = degma k.

Biz.

(2): Legyen n=degmgy k. A K[x]/(ma,k) test elemei egyértelmiien
eléalinak

a1 X"l ax+ ap = a,,,li"_l—i—- --+ai1x+ag (ao, ay,...,an—1 € K)

alakban.

Ez azt jelenti, hogy 1,X,...,x" ! bazisa a K feletti K [x] / (Ma.k)
vektortérnek. Ezen bazis ¢ melletti képe, azaz 1,q,...,a" ! bazisa a
kK () vektortérnek. O



Kovetkezmény

Test egyszerii algebrai bévitését izomorfia erejéig egyértelmiien
meghatarozza az adjungalt elem minimalpolinomja.

Ha K (o) | K és K(B) | K egyszerii algebrai bévitések és

Mok = mgx =m € K[x], akkor K(a) | K = K(8) | K az aldbbi ¢
izomorfizmus mellett:

o K(a) = K(B), f(a)—f(8) (feK[x],degf <n-—1).



Kovetkezmény

Test egyszerii algebrai bévitését izomorfia erejéig egyértelmiien
meghatarozza az adjungalt elem minimalpolinomja.

Ha K (o) | K és K(B) | K egyszerii algebrai bévitések és
Mok = mgx =m € K[x], akkor K(a) | K = K(8) | K az aldbbi ¢
izomorfizmus mellett:

o K(a) = K(B), f(a)—f(8) (feK[x],degf <n-—1).
Biz.
Tudjuk, hogy K(a) | K =2 K[x]/(m)| K =2 K(8)]|K:

K@) < KIK/(m|K — K(8)
fla) f —  f(B)



Kovetkezmény

Test egyszerii algebrai bévitését izomorfia erejéig egyértelmiien
meghatarozza az adjungalt elem minimalpolinomja.

Ha K (o) | K és K(B) | K egyszerii algebrai bévitések és
Mok = mgx =m € K[x], akkor K(a) | K = K(8) | K az aldbbi ¢
izomorfizmus mellett:

o K(a) = K(B), f(a)—f(8) (feK[x],degf <n-—1).
Biz.
Tudjuk, hogy K(a) | K =2 K[x]/(m)| K =2 K(8)]|K:

K@) < KIK/(m|K — K(8)
fla) f —  f(B)

1

A két izomorfizmust ,6sszevarrva” kapjuk a ¢ = o077 izomorfizmust:

K@) = K(B)
fla) ~— F(B)



Kovetkezmény

Tetszbleges K test és f € K [x] irreducibilis polinom esetén létezik olyan
K («) egyszerii algebrai bévités, ahol m, x = f, és ez a bévités izomorfia
erejéig egyértelmiien meghatdrozott.



Kovetkezmény

Tetszbleges K test és f € K [x] irreducibilis polinom esetén létezik olyan
K («) egyszerii algebrai bévités, ahol m, x = f, és ez a bévités izomorfia
erejéig egyértelmiien meghatdrozott.

Biz.

> unicitds: most lattuk



Kovetkezmény

Tetszbleges K test és f € K [x] irreducibilis polinom esetén létezik olyan
K («) egyszerii algebrai bévités, ahol m, x = f, és ez a bévités izomorfia
erejéig egyértelmiien meghatdrozott.

Biz.
> unicitds: most lattuk

> egzisztencia:



Kovetkezmény

Tetszbleges K test és f € K [x] irreducibilis polinom esetén létezik olyan
K («) egyszerii algebrai bévités, ahol m, x = f, és ez a bévités izomorfia
erejéig egyértelmiien meghatdrozott.

Biz.
> unicitds: most lattuk

» egzisztencia: K [x] /(f) = K (a), ahol o =



Kovetkezmény

Tetszbleges K test és f € K [x] irreducibilis polinom esetén létezik olyan
K («) egyszerii algebrai bévités, ahol m, x = f, és ez a bévités izomorfia
erejéig egyértelmiien meghatdrozott.

Biz.
> unicitds: most lattuk

» egzisztencia: K [x]/(f) = K (a), ahol a =X



Példa
A Q(v/2) | Q bvités



Példa
AQ (\35) | Q bdvités harmadfokd, mert Myz o = x3 =2,



Példa
AQ (\35) | Q bdvités harmadfokd, mert Myz o = x3 =2,

Egy bazis:



Példa
AQ (\35) | Q bdvités harmadfokd, mert Myz o = x3 =2,

Egy bazis: 1,v/2, V4.



Példa
AQ (\3@) | Q bdvités harmadfokd, mert M5 = x3 =2,

Egy bézis: 1,v/2,V/4. Tehdt Q (V/2) elemei egyértelmiien el&élinak
a+bv2+cVa (a,b,c€Q)

alakban.



Példa
AQ (\3@) | Q bdvités harmadfokd, mert M5 = x3 =2,

Egy bézis: 1,v/2,V/4. Tehdt Q (V/2) elemei egyértelmiien el&élinak
a+bvV2+cva (a, b,c € Q)
alakban.

(Miért nem alkotnak testet az a + bv/2 (a, b € Q) alaki szdmok?



Példa
AQ (\3@) | Q bdvités harmadfokd, mert M5 = x3 =2,

Egy bézis: 1,v/2,V/4. Tehdt Q (V/2) elemei egyértelmiien el&élinak
a+bvV2+cva (a, b,c € Q)
alakban.

(Miért nem alkotnak testet az a + bv/2 (a, b € Q) alaki szdmok?
Mert ez a halmaz nem zart a szorzasra, példaul v/4 nem all el a + bv/2
alakban.



Példa
AQ (\3@) | Q bdvités harmadfokd, mert M5 = x3 =2,

Egy bézis: 1,v/2,V/4. Tehdt Q (V/2) elemei egyértelmiien el&élinak
a+bvV2+cva (a, b,c € Q)
alakban.

(Miért nem alkotnak testet az a + bv/2 (a, b € Q) alaki szdmok?
Mert ez a halmaz nem zart a szorzasra, példaul v/4 nem all el a + bv/2

alakban.
Ha elé4lina, akkor /4 — by/2 — a = 0 lenne,



Példa
AQ (\3@) | Q bdvités harmadfokd, mert M5 = x3 =2,

Egy bézis: 1,v/2,V/4. Tehdt Q (V/2) elemei egyértelmiien el&élinak

a+bv2+cVa (a,b,c€Q)
alakban.

(Miért nem alkotnak testet az a + bv/2 (a, b € Q) alaki szdmok?

Mert ez a halmaz nem zart a szorzasra, példaul v/4 nem all el a + bv/2
alakban.

Ha elédlina, akkor /4 — by/2 — a = 0 lenne, azaz /2 gyoke lenne az

x2 — bx — a € Q[x] polinomnak.



Példa
AQ (\3@) | Q bdvités harmadfokd, mert M5 = x3 =2,

Egy bézis: 1,v/2,V/4. Tehdt Q (V/2) elemei egyértelmiien el&élinak

a+bv2+cVa (a,b,c€Q)
alakban.

(Miért nem alkotnak testet az a + bv/2 (a, b € Q) alaki szdmok?

Mert ez a halmaz nem zart a szorzasra, példaul v/4 nem all el a + bv/2
alakban.

Ha elédlina, akkor /4 — by/2 — a = 0 lenne, azaz /2 gyoke lenne az

x2 — bx — a € Q[x] polinomnak. Ez lehetetlen, mert



Példa
AQ (\3@) | Q bdvités harmadfokd, mert M5 = x3 =2,

Egy bézis: 1,v/2,V/4. Tehdt Q (V/2) elemei egyértelmiien el&élinak

a+bv2+cVa (a,b,c€Q)
alakban.

(Miért nem alkotnak testet az a + bv/2 (a, b € Q) alaki szdmok?

Mert ez a halmaz nem zart a szorzasra, példaul v/4 nem all el a + bv/2
alakban.

Ha elédlina, akkor /4 — by/2 — a = 0 lenne, azaz /2 gyoke lenne az

x? — bx — a € Q[x] polinomnak. Ez lehetetlen, mert /2 minimal-
polinomja harmadfokd.)



Példa
Szamoljunk a Q () testben, ahol o = NGB



Példa
Szamoljunk a Q () testben, ahol o = NGB

» elemek: aa® + ba + ¢ (a, b,c € Q)



Példa
Szamoljunk a Q () testben, ahol o = NGB

» elemek: aa® + ba + ¢ (a, b,c € Q)

> szémolasi szabaly: a® =7 (mert myz o = x> —7)



Példa
Szamoljunk a Q () testben, ahol o = NGB

» elemek: aa® + ba + ¢ (a, b,c € Q)

> szémolasi szabaly: a® =7 (mert myz o = x> —7)

(a2+a+1)-(3a2—a+2) =



Példa
Szamoljunk a Q () testben, ahol o = NGB

» elemek: aa® + ba + ¢ (a, b,c € Q)
> szémolasi szabaly: a® =7 (mert myz o = x> —7)

(a2+a+1)-(3a2—a+2) = 3 +2a%+4a2 +a+2



Példa
Szamoljunk a Q () testben, ahol o = NGB

» elemek: aa® + ba + ¢ (a, b,c € Q)
> szémolasi szabaly: a® =7 (mert myz o = x> —7)

(a2+a+1)-(3a2—a+2) = 3 +2a%+4a2 +a+2
3 7T+2-7T+402+a+2



Példa
Szamoljunk a Q () testben, ahol o = NGB

» elemek: aa® + ba + ¢ (a, b,c € Q)

> szémolasi szabaly: a® =7 (mert myz o = x> —7)
(a2+a+1)-(3a2—a+2) = 3a*+203+402 +a+2
3a-7+2-7T+40°+a+2
4a? + 220+ 16



Példa
Szamoljunk a Q () testben, ahol o = NGB

» elemek: aa® + ba + ¢ (a, b,c € Q)
> szémolasi szabaly: a® =7 (mert myz o = x> —7)

(a2+a+1)-(3a2—a+2) = 3 +2a%+4a2 +a+2
=3a-74+2-7T+4a%°+a+2

= 402 4+ 22a + 16

(Vagy a 3x* + 2x3 + 4x? + x + 2 polinomot maradékosan osztva az
x3 — 7 polinommal kapjuk a 4x? + 22x + 16 maradékot.)



Példa
Szamoljunk a Q () testben, ahol o = NGB

» elemek: aa® + ba + ¢ (a, b,c € Q)

> szémolasi szabaly: a® =7 (mert myz o = x> —7)

(a2+a+1)-(3a2—a+2) = 3a*+2a%+ 40 +a+2
=3a-7T+2-7T+4a?+a+2

= 402 4+ 22a + 16

(Vagy a 3x* + 2x3 + 4x? + x + 2 polinomot maradékosan osztva az
x3 — 7 polinommal kapjuk a 4x? + 22x + 16 maradékot.)

(2-a) =7



Példa
Szamoljunk a Q () testben, ahol o = NGB

» elemek: aa® + ba + ¢ (a, b,c € Q)

> szémolasi szabaly: a® =7 (mert myz o = x> —7)

(a2+a+1)-(3a2—a+2) = 304 +203+4a®+a+2
=3a-7+2-7+4°+a+2
= 402+ 2200+ 16

(Vagy a 3x* + 2x3 + 4x? + x + 2 polinomot maradékosan osztva az
x3 — 7 polinommal kapjuk a 4x? + 22x + 16 maradékot.)

(2-a) =7

A Q(a) = Q[x]/ (x* —7) izomorfidt haszndlva, a 2—x * elemet kell

kiszamolni.



Példa
Szamoljunk a Q () testben, ahol o = NGB

» elemek: aa® + ba + ¢ (a, b,c € Q)

> szémolasi szabaly: a® =7 (mert myz o = x> —7)

(a2+a+1)-(3a2—a+2) = 304 +203+4a®+a+2
=3a-7+2-7+4°+a+2
= 402+ 2200+ 16

(Vagy a 3x* + 2x3 + 4x? + x + 2 polinomot maradékosan osztva az
x3 — 7 polinommal kapjuk a 4x? + 22x + 16 maradékot.)

2-a) =2

A Q(a) = Q[x]/ (x* —7) izomorfidt haszndlva, a 2—x * elemet kell

kiszamolni. Ezt kordbban mar kiszamoltuk: 2 — x_1 = x2 4 2x + 4.



Példa
Szamoljunk a Q () testben, ahol o = NGB

» elemek: aa® + ba + ¢ (a, b,c € Q)
> szémolasi szabaly: a® =7 (mert myz o = x> —7)

(a2+a+1)-(3a2—a+2) = 3 +2a%+4a2 +a+2
=3a-74+2-7T+4a%°+a+2

= 402 4+ 22a + 16

(Vagy a 3x* + 2x3 + 4x? + x + 2 polinomot maradékosan osztva az
x3 — 7 polinommal kapjuk a 4x? + 22x + 16 maradékot.)

2-a) =2

A Q(a) = Q[x]/ (x* —7) izomorfidt haszndlva, a 2—x * elemet kell

kiszamolni. Ezt kordbban mar kiszamoltuk: 2 — x_1 = x2 4 2x + 4.
Tehdt (2—a) ' =a?+2a+4



Példa
Szamoljunk a Q () testben, ahol o = NGB

» elemek: aa® + ba + ¢ (a, b,c € Q)
> szémolasi szabaly: a® =7 (mert myz o = x> —7)

(a2+a+1)-(3a2—a+2) = 3 +2a%+4a2 +a+2
=3a-74+2-7T+4a%°+a+2

= 402 4+ 22a + 16

(Vagy a 3x* + 2x3 + 4x? + x + 2 polinomot maradékosan osztva az
x3 — 7 polinommal kapjuk a 4x? + 22x + 16 maradékot.)

2-a) =2

A Q(a) = Q[x]/ (x* —7) izomorfidt haszndlva, a 2—x * elemet kell

kiszamolni. Ezt kordbban mar kiszamoltuk: 2 — x_1 = x2 4 2x + 4.
Tehdt (2—a) ' = a2 + 20 + 4, vagyis

1
= V49 +2V7 + 4.
2-7




Példa
Legyen a gydke az x3 + x + 1 polinomnak.



Példa
Legyen a gydke az x3 + x + 1 polinomnak. Hatdrozzuk meg az a2 szdm
»kanonikus alakjat".
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Legyen a gydke az x3 + x + 1 polinomnak. Hatdrozzuk meg az a2 szdm
»kanonikus alakjat".

» Q(a) elemei: aa® + ba + ¢ (a,b,c € Q)



Példa
Legyen a gydke az x3 + x + 1 polinomnak. Hatdrozzuk meg az a2 szdm
»kanonikus alakjat".

» Q(a) elemei: aa® + ba + ¢ (a,b,c € Q)

» szamoldsi szabdly:



Példa
Legyen a gydke az x3 + x + 1 polinomnak. Hatdrozzuk meg az a2 szdm
»kanonikus alakjat".

» Q(a) elemei: aa® + ba + ¢ (a,b,c € Q)

> szamoldsi szabdly: a® = —a — 1 (mert mpo =x3+x+1
y ,Q



Példa
Legyen a gydke az x3 + x + 1 polinomnak. Hatdrozzuk meg az a2 szdm
»kanonikus alakjat".

» Q(a) elemei: aa® + ba + ¢ (a,b,c € Q)
» szamoldsi szabdly: a3 = —a — 1 (mert my 0 = x> + x + 1)

Az x?-u=1 (modx®+ x + 1) kongruencia megolddsa: u=x*—x + 1.



Példa

Legyen a gydke az x3 + x + 1 polinomnak. Hatdrozzuk meg az a2 szdm
»kanonikus alakjat".

» Q(a) elemei: aa® + ba + ¢ (a,b,c € Q)
» szamoldsi szabdly: a3 = —a — 1 (mert my 0 = x> + x + 1)

Az x?-u=1 (modx®+ x + 1) kongruencia megolddsa: u = x*— x + 1.
Tehdt a2 =a? —a + 1.



Példa

Legyen a gydke az x3 + x + 1 polinomnak. Hatdrozzuk meg az a2 szdm
»kanonikus alakjat".

» Q(a) elemei: aa® + ba + ¢ (a,b,c € Q)

» szamoldsi szabdly: a3 = —a — 1 (mert my 0 = x> + x + 1)

Az x?-u=1 (modx®+ x + 1) kongruencia megolddsa: u = x*— x + 1.
Tehdt a2 =a? —a + 1.

Mésik lehet8ség: az x - v =1 (modx®+ x + 1) kongruencia megoldasa:
v=—x?—1.



Példa

Legyen a gydke az x3 + x + 1 polinomnak. Hatdrozzuk meg az a2 szdm
»kanonikus alakjat".

» Q(a) elemei: aa® + ba + ¢ (a,b,c € Q)

» szamoldsi szabdly: a3 = —a — 1 (mert my 0 = x> + x + 1)

Az x?-u=1 (modx®+ x + 1) kongruencia megolddsa: u = x*— x + 1.
Tehdt a2 =a? —a + 1.

Mésik lehet8ség: az x - v =1 (modx®+ x + 1) kongruencia megoldasa:
v=-—x>—1 Tehdtat=—-a?-1



Példa

Legyen a gydke az x3 + x + 1 polinomnak. Hatdrozzuk meg az a2 szdm
»kanonikus alakjat".

» Q(a) elemei: aa® + ba + ¢ (a,b,c € Q)
» szamoldsi szabdly: a3 = —a — 1 (mert my 0 = x> + x + 1)

Az x?-u=1 (modx®+ x + 1) kongruencia megolddsa: u = x*— x + 1.
Tehdt a2 =a? —a + 1.

Mésik lehet8ség: az x - v =1 (modx®+ x + 1) kongruencia megoldasa:
v=-x?—1 Tehdta ! = —a? -1, és igy
a?= (—a2 — 1)2 =



Példa

Legyen a gydke az x3 + x + 1 polinomnak. Hatdrozzuk meg az a2 szdm
»kanonikus alakjat".

» Q(a) elemei: aa® + ba + ¢ (a,b,c € Q)
» szamoldsi szabdly: a3 = —a — 1 (mert my 0 = x> + x + 1)

Az x?-u=1 (modx®+ x + 1) kongruencia megolddsa: u = x*— x + 1.
Tehdt a2 =a? —a + 1.

Mésik lehet8ség: az x - v =1 (modx®+ x + 1) kongruencia megoldasa:
v=-x?—1 Tehdta ! = —a? -1, és igy
a?= (—a2 — 1)2 =o*+2a°+1=



Példa

Legyen a gydke az x3 + x + 1 polinomnak. Hatdrozzuk meg az a2 szdm
»kanonikus alakjat".

» Q(a) elemei: aa® + ba + ¢ (a,b,c € Q)
» szamoldsi szabdly: a3 = —a — 1 (mert my 0 = x> + x + 1)

Az x?-u=1 (modx®+ x + 1) kongruencia megolddsa: u = x*— x + 1.
Tehdt a2 =a? —a + 1.

Mésik lehet8ség: az x - v =1 (modx®+ x + 1) kongruencia megoldasa:
v=-x?—1 Tehdta ! = —a? -1, és igy
a?=(-a®- 1)2 =a*+20’+1l=a(-a—1)+2a%+1=



Példa

Legyen a gydke az x3 + x + 1 polinomnak. Hatdrozzuk meg az a2 szdm
»kanonikus alakjat".

» Q(a) elemei: aa® + ba + ¢ (a,b,c € Q)
» szamoldsi szabdly: a3 = —a — 1 (mert my 0 = x> + x + 1)

Az x?-u=1 (modx®+ x + 1) kongruencia megolddsa: u = x*— x + 1.
Tehdt a2 =a? —a + 1.

Mésik lehet8ség: az x - v =1 (modx®+ x + 1) kongruencia megoldasa:
v=-x?—1 Tehdta ! = —a? -1, és igy
a?=(-a®- 1)2 =a*+20’+1l=a(-a—-1)+2a?+1=a?—a+1.



Példa
Legyen a gydke az x3 + x + 1 polinomnak. Hatdrozzuk meg az a2 szdm
»kanonikus alakjat".

» Q(a) elemei: aa® + ba + ¢ (a,b,c € Q)
» szamoldsi szabdly: a3 = —a — 1 (mert my 0 = x> + x + 1)

Az x?-u=1 (modx®+ x + 1) kongruencia megolddsa: u = x*— x + 1.
Tehdt a2 =a? —a + 1.

Mésik lehet8ség: az x - v =1 (modx®+ x + 1) kongruencia megoldasa:
v=-x?—1 Tehdta ! = —a? -1, és igy
a?=(-a®- 1)2 =a*+20’+1l=a(-a—-1)+2a?+1=a?—a+1.

Harmadik lehetdség: 1 = —a® — o



Példa
Legyen a gydke az x3 + x + 1 polinomnak. Hatdrozzuk meg az a2 szdm
»kanonikus alakjat".

» Q(a) elemei: aa® + ba + ¢ (a,b,c € Q)
» szamoldsi szabdly: a3 = —a — 1 (mert my 0 = x> + x + 1)

Az x?-u=1 (modx®+ x + 1) kongruencia megolddsa: u = x*— x + 1.
Tehdt a2 =a? —a + 1.

Mésik lehet8ség: az x - v =1 (modx®+ x + 1) kongruencia megoldasa:
v=-x?—1 Tehdta ! = —a? -1, és igy

a?= (—az—1)2:a4—|—2a2—|—1:a(—a—1)+2a2+1:a2—a+1.

Harmadik lehetdség: 1 = —a® —a=a- (—a® - 1)



Példa
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[L:K]=[L:K(a)] - [K(e): K] =[L: K()]-degmg k. O
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Legyen o = i\/2 — v/2. Benne vannak-e a v/2, /2, v/2 szamok a Q(a)

testben?

> V2 EQ(a): igen, mert V32 = a? +2.
> VZEQ(a): nem, mert degmy; o =3 { [Q(a) : Q] = 4.
> 2 £ Q(a): nem.

V2€eQ(a) = Q(V2) CQ(a) = Q(V2) =Q(a),

mert mindkett6 negyedfokid bovitése Q-nak.
Ez viszont lehetetlen, hiszen o ¢ Q (v/2).
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Biz.

Ha « gydke az f € Q[x] polinomnak, akkor /o gydke a
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A raciondlis szdmok (els6fokd) algebrai szdmok, és az algebrai szdmok
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Van olyan algebrai szam, ami nem gySkmennyiség.



	Faktortest
	Hányadostest
	Karakterisztika, prímtest
	Testbovítések

