ABSZTRAKT ALGEBRA HAZI FELADATOK

2013 tavaszi félév, levelez6 tagozat

Altalanos algebra

1. feladat Melyek izomorfak egymaéssal az aldbbi grupoidok koziil?

*x|a b c *x|la b c
A:aabc7 B:aabc’ C_
bla b a bla a c
cla ¢ ¢ cla a b
x|la b c *|la b c c
D:aaab7 E:aacc7 c
bla b ¢ bla b ¢ c
cla a c clb ¢ ¢ c

2. feladat Adjon meg egy ¢: G — H izomorfizmust. (A két grupoid valéban izomorf, ezt a tényt
elfogadhatjuk bizonyitéds nélkiil.)

x|la b c d x|a b c d
ala b c d ala b ¢ d
G = blb b c a, H= bla b ¢ d
cla b ¢ d cla b ¢ c
dla d c d dld b a d

3. feladat Hatédrozza meg az 1. feladatban szerepld grupoidok osszes részalgebréjét, és rajzolja fel a
részalgebrahdloikat.

4. feladat Szamitsa ki az aldbbi grupoidokban az egy- és kételemii halmazok generdtumait. Van-e egy-,
illetve kételemii generatorrendszer? Rajzolja fel a Sub (I) és Sub (J) hélékat.

x|la b ¢ d x|lu v ow z
ala b c d ulu v ow z
I= blc d a b, J= vlu w v z
cla b ¢ d wlu w v oz
dlc d a b zlu v w z

5. feladat Hatdrozza meg az A algebrdban a B részhalmaz dltal generdlt részalgebrét.

A= (P(N);U), B = {hdromelemfi halmazok} A=(C;+), B={z€C:|z|<1}
A= (P(N);n), B = {hdromelemii halmazok} A=(C;-), B={zeC:|z|<1}
A=(P(N);A), B = {hiromelemii halmazok} A=(C;+), B={2€C:Rez>0}
A=(N;+), B=1{2,3} A=(C;:), B={2€C:Rez>0}
A=(N;), B=1{23) A=(C;+), B={z€C:Rez=0}
A=(N;4), B={35) A=(C;), B={2€C:Rez=0)
A=(N;), B ={3,5}



6. feladat Vizsgdlja meg, hogy kompatibilis osztdlyozdsosok-e az aldbbiak a 4. feladatban szerepld
I grupoidon. Amelyik igen, ahhoz irja fel a megfelelé faktorgrupoid miivelettdblazatat. Amelyik nem
kompatibilis, ott is irja fel az ekvivalenciaosztalyok miivelettablazatat, 7-et irva a nem joldefinidlt szorza-
tokhoz.

Cl = {{CL:C}7 {b}’ {d}}, C2 - {{aac}v {bvd}}7 C3 - {{a7 b}7 {0}7 {d}}
C4:{{a}7 {C}’ {bad}}u 652{{0}7 {b,C,d}}, C6:{{aa b,C,d}}
7. feladat Tekintsiik a P (N) halmazon a

C = {{véges halmazok} , {végtelen halmazok} }

osztélyozast. Kompatibilis-e ez az osztdlyozds az egyesités, a metszés, illetve a szimmetrikus differencia
miiveletével? Készitse el a megfeleld ,faktoralgebrdak” miivelettablazatait. Az eléz6 feladathoz hason-
l6an, akkor is készitsen miivelettabldzatot, ha az osztdlyozds nem kompatibilis; a nem definidlt értékek
helyére frjon kérddjelet.

8. feladat Tekintsiik a komplex szdmok halmazén a
C = {{algebrai szémok} , {transzcendens szdmok} }

osztédlyozast. Kompatibilis-e ez az osztdlyozds az Gsszeadds, illetve a szorzas miiveletével? Készitse el
a megfelel6 ,faktoralgebrak” miivelettabldzatait. Az el6z6 feladatokhoz hasonléan, akkor is készitsen
miivelettablazatot, ha az osztélyozas nem kompatibilis; a nem definidlt értékek helyére frjon kérddjelet.

9. feladat Tekintsiik a természetes szamok halmazén a
C = { {3-mal oszthat6 szamok}, {3-mal nem oszthaté szamok} }

osztédlyozast. Kompatibilis-e ez az osztdlyozds az Gsszeadds, illetve a szorzas miiveletével? Készitse el
a megfelel6 ,faktoralgebrak” miivelettabldzatait. Az el6z6 feladatokhoz hasonléan, akkor is készitsen
miivelettablazatot, ha az osztdlyozds nem kompatibilis; a nem definidlt értékek helyére irjon kérddjelet.

10. feladat Milyen betiiket kell irni a kérdéjelek helyére, hogy I — J homomorfizmusokat kapjunk? (A
miivelettdblazatokat ldsd a 4. feladatnal.)

a =u, bv=v, co=7 dv="
ap=2z2, bp=7 cp=7 dp=w
ax =7, bx=2z cx=u, dy="7
ap =7, =7 cp=u, dp=w
aw =2z bw=v w="7 dw="

11. feladat Gondoltam egy ¢: (N;+) — (N;+) homomorfizmust. Annyit eldrulok, hogy 2¢ = 16 és
5¢ = 40, Mi lehet ez a homomorfizmus? Hény lehetéség van? Oldja meg a feladatot (N;+) — (N;-),
(N;+) — (N;+), illetve (N;-) — (N;+) homomorfizmusra is.

12. feladat Oldja meg az el6z6 feladatot a 2 = 4, 5o = 32 adatokkal is.



Csoportok

13. feladat Vizsgalja meg, hogy grupoidot, félcsoportot, monoidot, csoportot alkotnak-e az aldbbi
halmazok az 6sszeadds, illetve a szorzds miiveletével.

{&:a€Z, keNy} {%:a€Ny, keNy} {eeC|IneN:z"=1}
ZV2) ={a+bvV2:a,beZ}  Z[V2]\{0} {AeRvm: AT = A}
Q(v2) ={a+bv2:a,b€Q} Q(v2)\{0} R™

Zroo Zago \ {0} Zi0o

Znor Zao1 \ {0} A

14. feladat Vizsgdlja meg, hogy grupoidot, félcsoportot, monoidot, csoportot, Abel-csoportot alkot-e
az A halmaz a * miivelettel.

A=R, zxy=x+y+23 A=17Z, TxY=2x—1YyY
A=Q, zxy=x+2y—3 A="P(0)), T *y =xAy
A=7, zxy=y+2 A=P{1,2}), zxy=xUy
- | o +vy, hax péros; - Cam
A=17, x*y—{x_y’ ha = pératlan, A =R, rxy=—9x — 9y + Szy + 18.

15. feladat Szamitsa ki Djs-ben az aldbbi elemeket. A végeredményt f* vagy tf* (k = 0,...,14)
alakban adja meg. (A jelolések ugyanazok, mint az eléaddson.)

f12.tf7’ tf7-f12, tfg-tfw, tflo-tfg, f2013, f72013’ (tf6)2013, (th)—2o13.

16. feladat Oldja meg a D5 csoportban az aldbbi egyenleteket. A végeredményt f* vagy tf* (k =
0,...,14) alakban adja meg. (A jelolések ugyanazok, mint az el6addson.)

z-tf=f, fit-xz =1tf°, tfox- f2t = 3t

17. feladat Széamitsa ki Sg-ben az aldbbi permutdciokat. A végeredményt adja meg idegen ciklusok
szorzataként és 2 x 9-es mdtrixként is (minden elem ald a képét frva).

(1356) (2463) (342), (4732)7" (15423), 7p, p?m, ((123)7)7", (123) ' n 7Y, o2, «°, ot, o°, n'%,

ahol
(1 23 45 6 789 (1 2 3 45 6 789
"Tm\345981627) PT\2381609754)
18. feladat Oldja meg az Sy csoportban az aldbbi egyenleteket. A végeredményt adja meg idegen
ciklusok szorzataként és 2 x 9-es matrixként is (minden elem ald a képét irva).

2-(134) (246) = (12), (234) 'z = (1452) (359) , (25) (234)-2-(678) (789) = (4276) (934) .

19. feladat Hatdrozza meg a G csoportban a B részhalmaz dltal generalt részcsoportot.

G =Dy, B={f1tf"} G=Q, B={33 G=C, B={1,Vv2}
G =D, B={f1f*} G=Q B=1{}3 G =C, B:{—\/AEJF%@}
G = Dy, B={f%} G =1Zs, B={5} G =17, B=1{30,42,105}

G =171y, B={610} G=12; B={5} G =25y, B=1{(1234),(13)}



20. feladat Hatdrozza meg az a € G elem rendjét, illetve az [a] < G részcsoportot.

a=142 G=C a=9,  G=1ZLy
a:\%—i—gi, G=C a=10, G =17
a=+3—1, G=Cr a=11, G =17
a=cos ¥ +isinix, G =C a=2, G=17;
a:%—i—\/?gi, G=C a=2, G =17
a = (123) (234), G = Sy a=3, G=1
a = (12) (427), G = Sy a=f% G= Dy
a = (342) (25763) (37), G = S, a=1f°, G =Dy
a = (123) (456789), G = Sy 0 =1f% G = Das

21. feladat Hany mésodrendii elem van az alabbi csoportokban? Es hany hatodrendii elem van?
(Ca (C*7 Z107 ZTO? Zl?a ZIQ) 567 DlOa Dll

22. feladat Hatédrozza meg a H < G részcsoporthoz tartozé bal-, illetve jobboldali mellékosztalyokat.

G =1Zy, H=[3] G =1Ly, H=I]]
G=1Zy, H=1{1,813,20} G=17;, H=/[4]
G=C, H=R G=R*, H=R*
G =D, H=][f G =D, H=][tf?
G =D, H=][f%1tf] G =28, H=/[(1234),(13)]

23. feladat Dontse el a 22. feladatbeli H < G részcsoportokrél, hogy norméloszték-e a G csoportban.
Ha igen, akkor hatdrozza meg a G/H faktorcsoportot (irja fel a miivelettdbldzatat és/vagy allapitsa
meg, hogy melyik ismert csoporttal izomorf a faktorcsoport). Ha H nem normaloszté, akkor szdmitsa
ki az &ltala generalt N normélosztét, és hatérozza meg a G/N faktorcsoportot.

24. feladat Létezik-e injektiv homomorfizmus a Zs, Zy, Zg, V', D4, A3 csoportokbdl a () kvaterniécso-
portba? (Masképpen fogalmazva: van-e a kvaterni6csoportnak az adott csoportokkal izomorf részcso-
portja?) Oldja meg a feladatot a kvaterniéesoport helyett a Dy, illetve az Sy csoportra is.

25. feladat Létezik-e sziirjektiv homomorfizmus a ) kvaterniécsoportrdl a Zg, Zs, Z4, V', D3, S3 cso-
portokra? (Masképpen fogalmazva: van-e a kvaterniéecsoportnak az adott csoportokkal izomorf faktor-
csoportja?) Oldja meg a feladatot a kvaterniéesoport helyett a Dg, illetve a Zg csoportra is.

26. feladat Vilasszon két nem til nagy véges csoportot, és hatdrozza meg az 6sszes homomorfizmust
az egyikbol a masikba.

27. feladat Szamitsa ki az aldabbi csoportokban az egyes elemek generdtumait (azaz a ciklikus rész-
csoportokat), majd hatdrozza meg az Osszes részcsoportot, végiil rajzolja fel a részcsoporthalé Hasse-
diagramjat.

Z187 Z427 ZTE)? Zj<197 Z;47 D37 S37 ‘/7 Q

28. feladat Hatarozza meg a Dg és a D7 diédercsoportokban a konjugdaltosztédlyokat. Ennek segitségével
keresse meg az 6sszes normélosztdjukat, majd rajzolja fel a normélosztohalot.



29. feladat Irja fel a V Klein-csoport és a D5 diédercsoport Cayley-féle abrazoldsat. A csoport minden
g elemére adja meg a p, permutdciét matrixos formaban és idegen ciklusok szorzataként is.

30. feladat Hatdrozza meg az aldbbi Sg-beli permutédcidk paritdsat:

o — (143) (79) (86), b— (;) A G g) ¢ — (25) (38) (167) (49),

_ 2013 _ 72014 _ 2013
d=a e=0b"" f=c".

)

31. feladat Sorolja fel (izomorfia erejéig) az tsszes 896, 897, 898, 899 és 900 elemit Abel-csoportot.

32. feladat Melyek direkt felbonthatéak az aldbbi csoportok koziil? (Egy csoportot akkor neveziink
direkt felbonthaténak, ha eléall nemtrividlis normalosztéinak direkt szorzataként.) Amelyik felbonthato,
annak adja is meg egy felbontdsét.

* * *
857 A57 Z’147 Zl57 ZlG7 Zl47 Zl57 Zlﬁ? -D107 D12

33. feladat Melyek izomorfak egymaéssal az aldbbi csoportok koziil?
Lzoo, ZLa X Ls X Lns, Lo X Loy X Lz, Ly X Lg X Lo, ZLs X Leo, Lo X Lso,

Ly X Lgs, Lz X Ly X Loy, Ly X Lg X Ligs, Ly X L5 X L3g
34. feladat Melyek izomorfak egymadssal az aldbbi csoportok koziil?

ZG’ Zg? ZS’ ZB? ZTE;? Z;:Ov Z24/ [6}7 ZT?;/ [g]v Zis/ [ﬁ]7 Zzl/ [5}7

Q, D, D4/ [f?]. Du/[f*t], De/[f*]. Ds/[f?]. Do [f 1]

Testek
35. feladat Melyek testek az aldbbi faktorgytiriik koziil?
Zolz) ) (23 +22+1), Qz]/(z* +42?+4), Qz]/(z* + 23 —322+22—1), Rlz]/(2* -3z +2),
Zslz) /(2 + 22 +1), Qlz]/(z*+42*+6), Qla]/ (2 +42®+ 5z +2), R[z] /(2% + 3z — 2),
Zslz] ) (23 + 22 +1), Rlz]/(2*+ 42> +6), R[z]/(2®+ 42? + 5z +2), Clz] /(2 +2+2)
36. feladat Hény elemfiek az aldbbi testek?

Zola)/ (2" +a*+1), Zs[z]/(a*+22+2), Zs[z]/ (2 +x+2), Z7[z]/(2®+2)

37. feladat Hatdrozza meg a V2 4+ /3 és a v/5 + /3 széamok minimdalpolinomjat a raciondlis szdmok
teste felett.

38. feladat Szamitsa ki az 1 — 2/2 + /4 és a 4 + 372 + /4 szdmok reciprokat a Q (\3/5) testben. (A
végeredményt a + by/2 + cv/4 (a,b, ¢ € Q) alakban kell megadni.)

39. feladat Szémitsa ki az o® —a — 3 és az a® + a — 1 szdmok reciprokét a Q (a) testben, ahol a gyoke

az 1* — x + 1 polinomnak. (A végeredményt aa? + ba+ ¢ (a,b, c € Q) alakban kell megadni.)

40. feladat Szamitsa ki az o — 1 és az o® + o — 2a + 1 elemek multiplikativ inverzét a Zs (o) testben,
ahol a gyoke az x? +3 € Zjs [z] polinomnak. (A végeredményt aa®+ba?+ca+d (a,b,c € {0,1,2,3,4})
alakban kell megadni.)

41. feladat Hatdrozza meg az aldbbi testbovitések fokszamaét.
R(1+v2) :R] [R(1+iV2) : R]  [R(Z
Q(+V2): Q] [@O+iv2):Q] [Q(5



