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1. Mellékosztédlyok, Lagrange tétele

Ez a rész a tankonyvekben a [Sz] XII/3 és [F] 11/2,3,7 fejezetekben
taldlhaté.

Definicio
A G csoport nemiires részhalmazait komplexusoknak nevezziik.
Komplexusok szorzata és inverze:

KL= {ab:ac K,bc L}, K'={alraeK}.

Jelolés
aK :={a} K, Ka := K {a}
Allitas
A komplexusok szorzdsa asszociativ miivelet.
Biz. )
[Sz] XII. fejezet, 3.3. Allitas.
Tétel

Egy H C G komplexus akkor és csak akkor részcsoport, ha
leH, HHCH, H'CH.
Biz.
[Sz] XII. fejezet, 3.4. Tétel.
Megjegyzés
Tetsz8leges H részcsoportra HH C H = {1} H C HH, tehdt HH = H,
és hasonléan H~! = H is teljesiil.

Tétel
Legyen H < G, és definidljunk a G halmazon egy ~ reldciét:

a~b < albeH.
Ekkor ~ ekvivalenciarelacio, és egy a € G elem ekvivalenciaosztalya

aH = {ah: he H}.

Biz.
> reflexivitds: Vac G: a lac H
> szimmetria: Va,b€ G: albe H = b lacH
> tranzitivitds: Va,b,c € G: a lbc Hés b lcc H = alcecH

Egy b € G elem akkor és csak akkor van benne az a € G elem ~ szerinti
ekvivalenciaosztalyaban, ha
a~b <<= albecH
< dJheH:alb=nh
< JheH:b=ah O




Definicié
Az aH halmazt az a elem H szerinti baloldali mellékosztalyanak
nevezziik.

Tétel
Egy H < G részcsoport szerinti baloldali mellékosztalyok a G csoport egy
osztalyozasat alkotjak.

Biz.
[Sz] XII. fejezet, 3.7. Tétel.

Nincs mit bizonyitani, barmely ekvivalenciareldcié esetén az
ekvivalenciaosztdlyok osztalyozast alkotnak. ]

Megjegyzés
Hasonlé médon definidlhatéak a Ha jobboldali mellékosztalyok,
amelyek szintén osztdlyozast alkotnak.

Megjegyzés

Abel-csoportok esetén a baloldali és jobboldali mellékosztalyok
megegyeznek (aH = Ha). Nemkommutativ esetben is el6fordulhat, hogy
megegyeznek a baloldali és jobboldali mellékosztalyok, de nem mindig
van igy.

Példa

Hatdrozzuk meg a H < G részcsoporthoz tartozé mellékosztalyokat.

» G=1Zs H=[3] ={0,3}:

A mellékosztalyozas: {{0,2,4},{1,3,5}}.

Példa

Hatarozzuk meg a H < G részcsoporthoz tartozé mellékosztalyokat.

» G =17}, H=1[5]={1,5}:

Példa
Hatdrozzuk meg a H = {id, (23)} < S3 részcsoporthoz tartozé bal- és
jobboldali mellékosztalyokat.

» Baloldali mellékosztalyok:
id-H = {id, (23)} = (23) - H,

(13)- H = {(13),(123)} = (123) - H
(12)- H = {(12),(132)} = (132)- H.

A baloldali mellékosztalyozas:

{{id, (23)},{(13), (123)},{(12), (132)} } .

» Jobboldali mellékosztélyok:
H-id = {id,(23)} = H-(23),
H-(13) = {(13),(132)} = H-(132)
H-(12) = {(12),(123)} = H-(123),

A jobboldali mellékosztalyozas:

{{id, (23)},{(13), (132)},{(12) , (123)} } .




Példa
Hatarozzuk meg a V < S, részcsoporthoz tartozd bal- és jobboldali
mellékosztalyokat, ahol V' a Klein-csoport:

Vv ={id, (12) (34), (13) (24) , (14) (23)} .
A baloldali és jobboldali mellékosztalyok ebben az esetben egybeesnek:

{id, (12) (34),(13) (24) , (14) (23)} ,
{(12),(34),(1324),(1423)},
{(13),(24),(1234) ,(1432)},
{(14),(23), (1243) , (1342)},
{(123),(134),(142), (243)},
{(132),(143),(124),(234)} .

HF utanaszamolni.

Példa
Hatdrozzuk meg a H = [t] = {id, t} < D, részcsoporthoz tartozé bal- és
jobboldali mellékosztalyokat.

» Baloldali mellékosztdlyok:
id-H = {id,t} =t-H,
f-H= {f,tf3} =t H
f2.H= {f2,tf2} =tf2- H
f3.H= {f3,tf} =tf - H.

A baloldali mellékosztélyozas:

{{id, t},{f, tf3} , {fz,tfz} , {f3,tf}}.

» Jobboldali mellékosztélyok:
H-id = {id,t} = H-t,
H-f={ftf} =H-tf
H-f%= {f2,tf2} =H - tf?
H-f3= {f3, tf3} =H-tf3

A jobboldali mellékosztalyozas:

{{id, £}, {F, tF}, {2, tr2} {3, tF3}}.

Példa
Hatdrozzuk meg a H = [f] = {id, f,f2, f3} < D, részcsoporthoz tartozé
bal- és jobboldali mellékosztalyokat.

» Baloldali mellékosztalyok:
id-H = {id,f,fz,f3} =f-H=f2.H=fH,
t-H= {t,tf, tf tr3} =tf -H=1tf>-H=1tfH.
A baloldali mellékosztalyozas: {{id, f,f?, f3} , {t, tf, tf?, tf3}} .

» Jobboldali mellékosztélyok:
H-id= {id,f,f2,f3} =H - f=H-f2=Hf3,
H-t= {t,tf3 tF2 tf} =H-tf =H-tf> = H-tf>.
A jobboldali mellékosztalyozas: {{id, f,f?, f3} , {t, tf, tf?, tf3}} .

Példa

Hatdrozzuk meg az R™ < C* részcsoporthoz tartozé mellékosztalyokat.
z + 2 .
z~w < 2 €RT <= zés w argumentuma megegyezik.
z € C mellékosztilya:
SRt ., * _
z-R"=R"-z={weC": argw = arg z}.

A mellékosztalyok kolcsondsen egyértelmiien megfelelnek a
[0,27) intervallum elemeinek.

A mellékosztalyozas: {F,: a € [0,27)}, ahol F, az az origdbdl kiindulé
nyilt félegyenes, amely a szOget zar be a valds tengely pozitiv felével.




Példa

Hatdrozzuk meg a Z < R részcsoporthoz tartozé mellékosztalyokat.
x € R mellékosztalya:

x+Z=Z+x={..,x—2, x—1, x, x+1, x+2, x+3,...}.
X~y < x—yEZ <= xésy tortrésze megegyezik.

A mellékosztélyok kdlcsondsen egyértelmiien megfelelnek a
[0,1) intervallum elemeinek.

A mellékosztélyozas: {x +Z: x € [0,1)}.

Példa
Hatdrozzuk meg az SL, (R) < GL, (R) részcsoporthoz tartozé bal- és
jobboldali mellékosztalyokat.

» Baloldali mellékosztalyok:
A~ B < det (A_lB) =1 < det(A) =det(B),
A-SL,(R)={B e GL,(R): det(B) =det(A)}.
Tetszbleges A € R* esetén legyen
Dy ={B € GL,(R) : det(B) = \}.
A baloldali mellékosztélyozas: {Dy : A € R*}.

» Jobboldali mellékosztalyok:
A~ B < det(AB7!) =1 < det(A) =det(B).

Tehat a jobboldali mellékosztalyozds megegyezik a baloldalival.

Példa

Az {1} < G részcsoporthoz tartozé mellékosztalyok egyelemiiek:
a{l} ={1}a= {a} minden a € G esetén.
A mellékosztalyozas: {{a}: a€ G}.
Példa
A G < G részcsoporthoz egyetlen mellékosztily tartozik:
aG = Ga= G minden a € G esetén.

A mellékosztalyozas: {G}.

Definicié
A G véges csoport H részcsoportja szerinti baloldali (jobboldali)
mellékosztdlyok szamat H indexének nevezziik. Jeldlése: [G : H|.

Tétel (Lagrange tétele)
Tetszbleges G véges csoport és H < G részcsoport esetén

Gl = |H| - [G : HI.

Biz.
[Sz] XII. fejezet, 3.7. és 3.11. Tétel.

Bdrmely a € G esetén
Aa: H— aH, x — ax

bijekcié (miért?), tehat |aH| = |H|.

A H szerinti baloldali mellékosztalyozds a G halmazt [G : H] darab
|H|-elemli osztalyra osztja, igy |G| = |H| - [G : H].




Kovetkezmény Kovetkezmény
Véges csoport barmely részcsoportjanak rendje osztja a csoport rendjét. Minden primrend(i csoport ciklikus.
Biz. Biz.
[Sz] XII. fejezet, 3.12. Kovetkezmény. O [Sz] XII. fejezet, 3.15. Kovetkezmény.
Kovetkezmény Ha |G| = p primszam, akkor minden a € G elemre o(a) € {1, p}.
Véges csoport barmely elemének rendje osztja a csoport rendjét. Ha a # 1, akkor o(a) = p, és igy [a] = G.
Biz. A kis elemszami csoportok (izomorfia erejéig) a kovetkezdk:
[Sz] XII. fejezet, 3.13. Kovetkezmény. ) lemi: {11
Csak azt kell észrevenni, hogy o (a) = |[4]|. O . egyelemii: {1};
Kovetkezmény 2. kételemdi: Zy;
Ha G egy n-elemii csoport, akkor minden a € G elemre a" = 1. 3. haromelemii: Zs;
Biz. 4. négyelemii: Z4, V;
Legyen |G| = n=o(a) - ¢ (itt £ nem mds, mint a [a] részcsoport indexe).
. [ 5. otelemi: Zs;
Ekkor a” = a°(a)* = (a"(a)) =1=1 L
. , 6. hatelem(: Zg; D3 = Ss;
Kovetkezmény - o B3 = o3
Ha G egy n-elemii csoport, akkor minden a € G elemre a—! = a" 1. 7. hételemii: Z.
Példa
Hatarozzuk meg a Z1, csoport Gsszes részcsoportjat.
Példa A részcsoporthalé:

Hatarozzuk meg a Zq, csoport Osszes részcsoportjat.

Minden részcsoport ciklikus:

> [2] = {0,2,4,6,5,10} = [T0]

» [3] ={0,3,6,9} = [9]
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Példa

Hatdrozzuk meg a D4 csoport Gsszes részcsoportjat.
Dy = {id, f, 2, £3, ¢, tf , tf2, tf3}

A ciklikus részcsoportok:

> [id] = {id}

> [t] = {id, }

> [tf] = {id, tf}

> [tf?] = {id, tf?}
> [tf3] = {id, tf3}
> [ = {id, 2}

> [f]={id, f, 2, 3} = [f3]
Tovabbi részcsoportok:
» [2,t] = {id, 2, ¢, tF2} = [f2,tF%] = [t,tF?] = V
> [F2,tf] = {id, f2, tf, tF3} = [F2,tF3] = [tf, tf3] =2V
> [f,t] = Dy

Példa

Hatdrozzuk meg a D4 csoport Osszes részcsoportjat.

A részcsoporthalé:

D,=[f.4]

[ [f2,f]

[t]

(id]

[tf°]

Példa

Hatadrozzuk meg a Z3; csoport Osszes részcsoportjat.

A ciklikus részcsoportok:

> [1 = {1)
> 2] = {1,2,4,8,16,11} = [11]

> [@] = {1,436} = [19

> [5] = {1,5,4,20,16,17} = [17]
~ [8] = {18}

> [10] = {1,10,16,13,4,19} = [19]
> 3] = {1.13)

> [20] = {1.20)

Példa

Hatdrozzuk meg a Z3; csoport 6sszes részcsoportjat.

- [ = {1}
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> m = {T,ZZ, -5,8, —T}
> [—i] = {T, —2,4,-5,-8, T}
> [~ = {1,-1,3,-4,5,-5}
Tovébbi részcsoportok:
> [—T,g] = {T, -1,8, —g} =2V

> 73




Példa

Hatdrozzuk meg a Z3; csoport 0sszes részcsoportjat.

A részcsoporthalé:

%*
Z21

[-2]

(2]

[-8]

[8]

(1]

2. Normalosztd, faktorcsoport

Ez a rész a tankdnyvekben a [Sz] XII/4 és [F] 11/8,9 fejezetekben
taldlhaté.

Tétel
Tetszbleges H < G részcsoportra az alabbiak ekvivalensek:

(1) a H szerinti baloldali mellékosztalyozds megegyezik
a H szerinti jobboldali mellékosztalyozassal,

(2) Hg = gH minden g € G elemre;

(3) g 'Hg = H minden g € G elemre;

(4) g='Hg C H minden g € G elemre.

Biz.
[Sz] XII. fejezet, 3.3. Allitas. O
Definicié

A fenti ekvivalens feltételeket kielégitd részcsoportokat normaloszéknak
nevezziik. Jeldlés: H< G.

Példa

» Minden G csoportra {1} < G és G < G. Ha nincs mds normdlosztd,
akkor azt mondjuk, hogy G egyszerii csoport.

» Abel-csoportban minden részcsoport normaloszté.

> Lasd a kordbbi példdkat.

» Minden 2 index(i részcsoport normalosztd.

Tétel
Ha N < G, akkor az N szerinti mellékosztadlyozds kompatibilis osztalyozdsa

G-nek (és igy a (G;-,1,71) algebrdnak is).
Biz.
[Sz] XII. fejezet, 4.8/(1) Tétel.

Igaz-e, hogy tetszbleges alN,bN mellékosztalyokhoz létezik egy c/V
mellékosztaly, amelyre aN - bN C c/N? Igen, éspedig ¢ = ab j6 lesz:

alNbN = abNN C abN = cN. ]

Definicié

Az N normalosztd szerinti mellékosztalyozashoz tartozd faktoralgebrat
G/N-nel jeldljiik, és a G csoport N normalosztdja szerinti
faktorcsoportjanak nevezziik.

Megjegyzés
Mivel NN = N, valéjaban nem csak aNbN C abN, hanem aNbN = abN
is teljesiil, igy a faktorcsoportbeli szorzds megegyezik a komplexus-

szorzdssal. (Grupoidokra &ltaldban ez nem igaz, lasd )




Tétel

Ha ~ kongruencidja a G csoportnak, akkor N :={a€ G: a~ 1} <G, és
a ~ kongruenciahoz tartozé kompatibilis osztalyozds nem mds, mint az N
normaloszto szerinti mellékosztalyozas.

Biz.
[Sz] XII. fejezet, 4.8/(2) Tétel.

» NN zart a szorzasra:
abeN = ab~1 = a-b~1-1=1 = a-beN

Példa

Hatdrozzuk meg az N = {0, 3} < Zg normalosztéhoz tartozé
faktorcsoportot.

Zo/N = {{0.3},{1.4},{2.5}}

» N tartalmazza az egységelemet: 1 ~1 = 1€ N + ‘ {0,3} {1,4} + ‘ 01 2
» N zart az inverzképzésre: Ze/N = {9’3} {9’3} {1’4} o o 9 9 E E = 73
aeN = a~l = al~ll=1= aleN {1,4} | {1,4} {0,3} 1|1 2 0
» N normdloszté: ha g € G és n € N, akkor {0.3} {14} 212 01
-1, -1 . ' . ~ _ -~
4 ) Nf e e ng g lg—glg—1 — glnge N lzomorfizmus: ¢: Zeg/N — Zs, {0,3} — 0, {1,4} — 1, — 2
g~ 8
> osztilyozasok megegyezése:
a~b <= abl~1 & able N « aN=bN. O
Példa
Példa Hatérozzuk meg az N = {1,5,8,12} < Zj; részcsoporthoz tartozé
Hatdrozzuk meg az N = {0,2,4} <Ze normélosztéhoz tartozé faktorcsoportot.
faktorcsoportot. S B _
Ze/N = {{0,2,4},{1,3,5}} Zi3/N = {{1,5,8,12},{2,10,3,11}, F={1-N,2-N, }
+ | {024 {135} +]0 1 (1N 2. +|0 12
Ze/N = {0.2,4} | {0,2,4} {135} = 0|0 1 =12 Zi N 1-N|1-N 2-N . 0]0 1 2 .
(1,35} | {1,3,5} {0,2,4} 11 0 BE T s nl2.N v 1]/1i 308
A i-N 2-N 212 0 1
lzomorfizmus: ¢: Ze/N — Zs, {0 2,4} — 0, {1,3,5} — 1
lzomorfizmus: ¢: Zis/N — Zs, 1-N—0,2-Nw— 1, 2




Példa
Hatdrozzuk meg az N = {1,5} <Z}, normélosztdhoz tartozé
faktorcsoportot.

Ze/N = {{1,5) {7.11}} = {1 N,7- N}

1N 7-N +10 1
ZiH/N = 1-N|1IT-N 7-N = 0|0 1 =12
7-N|7-N 1-N 1/1 0

Izomorfizmus: ¢: Zi,/N — Zp, 1-N—0,7-N—1

Példa

Hatdrozzuk meg a V <S4 normélosztéhoz tartozd faktorcsoportot.

Sa/V 7

1S4/ V| =6 = S4/V =7 vagy S4/V = S3

A két esetet megkiilonbozteti a kommutativitas.

(12) v-(13) V = (123) V, (13) V- (12) V = (132) V és
(123) (132)_1 =(132) ¢ V = (123) V # (132) V,

tehdt S4/V nem kommutativ, igy S4/V = Ss.

(Késébb Iatunk majd egy ,tanulsdgosabb” megoldést is.)

Példa

Hatdrozzuk meg az N = [f] < D4 normélosztéhoz tartozé faktorcsoportot.

Dy/N = {{forgatdsok} , {tiikrozések}}

‘ {forg.}  {tiikr.} : ‘ 1 -1
Dy/N = {forg.} | {forg.} {tikr.} = 1 1 -1 =7
{tiikr.} | {tikr.} {forg.} 1| -1 1

lzomorfizmus: ¢: Dy/N — {£1}, {forg.} — 1, {tikr.} — —1

Példa

Hatdrozzuk meg az R™ <« C* normalosztéhoz tartozé faktorcsoportot.

C*/R* = {F, : a € [0,2)}

Mivel F, - Fg = Fop, ezért (C*/RT;-) 2 ([0,27); @),
ahol a ® = a+  mod27.

Izomorfizmus: ¢: ([0,27);®) — (C*/R*;.), a— F,
> bijektivitds: vildgos
» homomorfia: («® ()¢ = Faap = Fatp = Fa - Fg = ap - By

Masik megoldas: legyen T = {z € C: |z| = 1};
ekkor (C*/R*;-) = (T;-).
Izomorfizmus: ¢: (C*/R*;.) — (T;-), Fu > cis(a)
> bijektivitas: vildgos
» homomorfia:
(Fa - Fg) ¥ = Faypp =cis(a + f) =cis(a) - cis(8) = Fato - Fgp




Példa

Hatdrozzuk meg a Z <R normalosztéhoz tartozd faktorcsoportot.

R/Z={x+7Z:x€][0,1)}

(R/Z;4+)=([0,1); @), ahol x @y = x +y mod1l = x + y tortrésze.

Masik megoldds: (R/Z;+)=(T;-).
lzomorfizmus: ¢: (R/Z;+) — (T;:), x+Zw— cis(2mx)
> joldefinidltsdg és bijektivitas:
(x+Z)p=(y+Z)p <= cis(2nx) = cis(2my)
< dke€Z:2ny =2nx+2rk
— dkeZ:y=x+k
= xX+L=y+7Z
» homomorfia:
(x+Z)+(y+Z)p =(x+y+Z)yp
cis (27 (x + y))
cis (2mx + 27y)
= cis (27x) - cis (27y)
=(x+Z)p-(y+Z)y

Példa

Hatdrozzuk meg az SL, (R) < GL, (R) normalosztéhoz tartozd
faktorcsoportot.

GL, (R) /SL,(R) = {Dy : A € R*} = R*

Izomorfizmus: ¢: GL,(R)/SL,(R) = R*, Dy+— A
> bijektivitds: vildgos
» homomorfia: (Dy-D,) ¢ =Dx,p=X-p=Dyp-D,p

Példa

Hatdrozzuk meg az {1} < G normélosztéhoz tartozé faktorcsoportot.

G/{1}={{a}:a€e G} =G

lzomorfizmus: ¢: G/ {1} — G, {a}+— a
> bijektivitas: vildgos
» homomorfia: ({a}-{b})p={a-blpy=a-b={alp-{b}y

Példa

Hatdrozzuk meg a G < G normélosztéhoz tartozd faktorcsoportot.

G/G={G} = {1}

Definicié

Az a € G elem g-vel valé konjugéltjan a g~ ag elemet értjiik. Az

ag: G — G, x — g xg leképezést g-vel valé konjugdlasnak nevezziik.
Azt mondjuk, hogy a és b konjugaltak, ha létezik olyan g € G elem,
amelyre b = g~ lag.

Allitas

Minden g € G-re ag automorfizmusa G-nek; ezeket nevezziik belsd
automorfizmusoknak.

Biz.
[F] 11/8. fejezet.

Allitas

A konjugdltsagi relacié ekvivalenciarelacio; a megfelelé
ekvivalenciaosztdlyokat konjugaltosztalyoknak nevezziik.

Biz.

HF O




Allitas

Egy N C G halmaz pontosan akkor normdlosztd, ha részalgebrdja a

(G; 51,7 g (g € G)) algebranak. A részalgebrakrdl tanultakat erre az
algebrara alkalmazva kapjuk az aldbbiakat.

» Normdloszték metszete normaloszto.

» Egy B C G halmaz 4dltal generalt normalosztén az dsszes B-t
tartalmazé normalosztok metszetét értjlik.

» A B halmaz altal generalt normaloszté a legsziikebb B-t tartalmazo
normaloszté. Ez mindazokbdl az elemekbdl all, amelyek
megkaphatok B elemeibdl szorzds, inverzképzés és konjugaldsok
véges szamu alkalmazasaval.

Biz.

HF a

Példa

» Abel-csoportban minden elem csak sajat magaval konjugilt (a
konjugdltsagi reldcié az egyenl8ség relacid).

Allitas

Két S,-beli permutdcié akkor és csak akkor konjugalt, ha ugyanaz a
ciklusszerkezetiik (azaz minden (-re ugyanannyi { hosszisdgd ciklust
tartalmaznak).

Biz.
[Sz] XII. fejezet, 5.16. Allitas.
Legyen 7 = (a1 az ... ax) (biba ... by)... €S, és o € S,. Allitjuk, hogy
ekkor
oo < (a10 @20 ...ak0) (byo byo ... bjo). ...

Szorozzunk balrdl o-val (ez ekvivalens &talakitas):

ﬂaéo(alaaga...aka)(blobza N e

Egy tetszlleges a; elem képe a baloldali és a jobboldali permutécié

» Barmely csoportban az egységelem csak sajat magdhoz konjugilt. mellett egyarant aig10. (HF) .
> Két matrix akkor és csak akkor konjugdlt a GL, (R) csoportban, ha
az R” vektortér ugyanazon linedris transzformacidjat adjdk meg
(kiilonb6zd bazisokban).
Példa

Példa
Hatdrozzuk meg a H = {id, (23)} < S5 részcsoport &ltal generdlt N
normalosztét és az S3/N faktorcsoportot.

A konjugdltak: id, (23), (12), (13).
A konjugdltak altal generdlt részcsoport: N = [(12),(13),(23)] = Ss.
A faktorcsoport: S3/53 = {S3} = {1}.

Hatdrozzuk meg az S, csoport dsszes normélosztdjat.
A konjugdltosztélyok:
» {id} (1 db)
» (e o) alakd permutécidk (6 db)
> (e o o) alaki permutacidk (8 db)
> (e o e o) alakd permutécidk (6 db)
> (e o) (e o) alaki permutécidk (3 db)
Ha N <S4, akkor egyrészt |N| a fenti szdmok koziil néhdnynak az sszege

(az 1-nek mindenképpen szerepelnie kell az dsszegben), masrészt |N|
osztdja 24-nek. A kovetkezd lehetoségek vannak:

> [N =1, N = {id};

> [N|=1+3=4, N=/{id,(12)(34),(13)(24),(14) (23)} = V;
> [N|=14+34+8=12, N={id,(12)(34),...,(123),...} = A,;
> [N| =24, N=S5,.

Mind a négy esetben valdban normalosztét kapunk.
(Ez nem automatikus, ellendrizni kell!)




Példa
Hatdrozzuk meg a H = {id, t} < D, részcsoport altal generalt N
normélosztét és a D,/ N faktorcsoportot.

A konjugaltak:

idlt-id =t t=lot-t t
frlot f =tf? (tF) ™ttt = tf>
f2.t-f2 =t (tf2)_1.t~tf2:t
3.t =1tf? (tF3) 7t tf? = tf?

A konjugdltak altal generalt részcsoport:
N = [t,tf?] ={id, 2 t,tf?} = V.

A faktorcsoport: Dy/N = {{id, £, t,tf2} , {f, 3 tf, tr3}} = Z,.

Példa

Hatarozzuk meg a D, csoport Gsszes normalosztdjat.
A konjugdltosztalyok: {id}, {f?}, {f,f3}, {t, 2}, {tf tf3}.

Ha N < Dy, akkor N a fenti halmazok koziil néhdnynak az unidja ({id}
mindenképpen szerepel), masrészt |N| osztéja 8-nak.
A kovetkez6 lehetbségek vannak:

» [N =1, N={id};

> N =1+1=2, N={id, 2} =2,

> IN[=1+1+2=4, N={id 2,3} =7,
> IN[=1+1+2=4, N={id 3 ¢t tf} =2V,
> IN|=1+1+2=4, N={id 3 tf,tF3} =2V,
> [N| =8, N =D,

Mind a hat esetben valdban normalosztét kapunk.
(Ez nem automatikus, ellendrizni kell!)

Rajzoljuk fel a normalosztéhalét!

3. Homomorfiatétel, izomorfiatételek

Ez a rész a tankdnyvekben a [Sz] XII/4 és [F] 11/9,10 fejezetekben
taldlhatd.

Legyen ¢: G — H csoporthomomorfizmus. Altalanos algebraban ¢
magjat igy definidltuk:

kero = {(a,b) : ap = bp} C G x G.
Ez egy kongruencidja a G csoportnak, ezért az egységelem osztalya egy
N normalosztét alkot G-ben. Ez a normiloszté teljesen meghatdrozza a
ker ¢ kongruencidt (ugyanis (a, b) € kerp <= aN = bN);
csoportelméletben magon ezt a normdlosztdt értjiik.
Definicié
A ¢: G — H csoporthomomorfizmus magja :

kerp:={ge G:gp=1}.

Az 3ltalanos algebrai homomorfiatétel specidlis eseteként kapjuk:

Tétel (Csoportelméleti homomorfiatétel)

Ha ¢: G — H csoporthomomorfizmus, akkor ker p < G és
G/kerp = Gy

Biz.
[Sz] XII. fejezet, 4.11. Tétel.




Példa R
Ellenérizziik, hogy : Z¢ — Z3, k — k homomorfizmus.
Hatarozzuk meg a magjat és az értékkészletét, majd irjuk fel a
homomorfiatétel altal szolgaltatott izomorfizmust.

> o joldefinidlt: ky = ko (mod6) = ki = ko (mod 3)

> ¢ homomorfizmus:

(k71+k72)<,0=k1+k2g0:ki-\k2=/?1+/?2=k71§0+k72§0

mag: ker@:{EGZﬁ:;za}:{Eezﬁ: 3|k} ={0,3} aZs

v

v

értékkészlet: Zop = {k: k € Zg) = Zs

izomorfizmus:
v Ze/ {6,3} — s, {6,?} — 0, {I,Z} -1, {23} -2

v

Példa R

Ellenérizziik, hogy ¢: Zg — Z19, k — 5k homomorfizmus.
Hatdrozzuk meg a magjat és az értékkészletét, majd irjuk fel a
homomorfiatétel altal szolgdltatott izomorfizmust.

> ¢ j6ldefinidlt: ky = ko (mod6) = 5k; = 5ky (mod 10)

» ¢ homomorfizmus:

(ki + k2) ¢ = ki + ko = 5ki + ky = 5k1 + 5k = ki + oy

> mag:
kerg = {k € Zg: 5k = 0} = {k € Z¢: 10 | 5k} = {0,2,4} < Z¢

értékkészlet: Zoyp = {5k: k € Ze} = {0,5} < Zyo

v

izomorfizmus:
v: Ze/ {5,21} — Zno, {6,5,1} r—>6, {T,?,g} 5

v

Példa

Ellendrizziik, hogy ¢: C* — C*, z — Ifl homomorfizmus.
Hatdrozzuk meg a magjat és az értékkészletét, majd irjuk fel a
homomorfiatétel altal szolgaltatott izomorfizmust.

>  homomorfizmus:

(z-w)p= |§:x‘ :‘%

> mag: kerp = {ze(C*: ‘i

Z|

l}z{zeC*:z:|z|} =Rt <«C*
E

> értékkészlet: C*p = {i- ze (C*} —T<C

» izomorfizmus: ¢: C*/RT — T, F, +— cis(a)

Példa

Ellenérizziik, hogy ¢: R — C*, x + cis (2rx) homomorfizmus.
Hatdrozzuk meg a magjat és az értékkészletét, majd irjuk fel a
homomorfiatétel 3ltal szolgdltatott izomorfizmust.

»  homomorfizmus:

(x+y)p=cis(2r (x +y)) = cis(27x) - cis (27y) = xp -y
» mag: kero ={x € R: cis(2rx) =1} =Z<R
> értékkészlet: Rp = {cis(2mx) : x e R} =T <C*

» izomorfizmus: ¢: R/Z — T, x+Z— cis(27x)




Példa

Ellenérizziik, hogy ¢: GL,(R) — R*, A +— det (A) homomorfizmus.
Hatarozzuk meg a magjat és az értékkészletét, majd irjuk fel a
homomorfiatétel altal szolgaltatott izomorfizmust.

» © homomorfizmus:
(A-B)p =det(A-B) =det(A)-det(B) = Ap- By

» mag: kerp ={A € GL,(R): det(A) =1} =SL,(R)<GL,(R)
> értékkészlet: GL, (R) o = {det (A) : A € GL, (R)} = R*

» izomorfizmus: ¢: GL, (R)/SL,(R) = R*, Dy~ A

Példa

Ellenérizziik, hogy ¢: G — H, g — 1 homomorfizmus (trivialis
homomorfizmus).

Hatarozzuk meg a magjat és az értékkészletét, majd irjuk fel a
homomorfiatétel altal szolgaltatott izomorfizmust.

> © homomorfizmus: (g1 - &) =1=1-1=g1p &y
» mag: kerop={g € G:gp=1} =G« G
> értékkészlet: Gy = {gp: g€ G} ={1} <H

» izomorfizmus: ¢: G/G — {1}, G—1

Példa

Létezik-e injektiv ¢: Z7 — Ss homomorfizmus?

Ha létezik, akkor Z7 = Z7¢p < Ss. Ez lehetetlen, mert 7 1 120 (Lagrange).

Példa
Létezik-e injektiv ¢: Zg — S5 homomorfizmus?
Ha Iétezik, akkor Z¢ = Zsp < Ss. Ekkor Zeyp = [7], ahol
m € Ss hatodrendli permutacid. llyen Iétezik, példdul = = (123) (45),
és ekkor ¢: Zg — Ss, k — ¥ valéban injektiv homomorfizmus:
> o jOldefinidlt és injektiv:
kip=kyp <= 7 =71k = k =k (mod6) <= ki = ko
»  homomorfizmus:
(H+E) = ki + kZSD = gtk — pki . ke :FIQDEW

Példa

Létezik-e sziirjektiv ¢: Zqs — S3 homomorfizmus?

Ha létezik, akkor Zp4/ ker p = S3. Ez lehetetlen, mert Zys Abel-csoport,
és igy minden faktorcsoportja is az.

Példa

Létezik-e sziirjektiv ¢: Dy — V homomorfizmus?

Ha létezik, akkor Dy/ ker o 22 V. Ekkor ker ¢ kételem{i normalosztd
Dy-ben. llyen csak egy van: {id, f2}, és valéban, D,/ {id,f?} = V
példaul az aldbbi ¢ izomorfizmus mellett:
W D4/{id,f2}—> v, {id,fz}r—>id, {f, f3}»—>(12)(34),
{t,tf?} — (13)(24), {tf,tr3} — (14)(23).

Ebbdl kapjuk a kivant ¢: Dy — V homomorfizmust:

id ¢ =id, fo=1(12)(34), to=(13)(24), tf o = (14) (23),
FPo=id, fPp=(12)(34), tf2p=(13)(24), tf3p = (14)(23).




Példa

Hatdrozzuk meg az 6sszes ¢: Dy — Z4 homomorfizmust.

Mivel Dy/ ker ¢ = Dyp < Z4, a feladatunk megtaldini az Gsszes

lehetséges izomorfizmust D, faktorcsoportjai és Z, részcsoportjai kozott.

D, faktorcsoportjai: Z4 részcsoportjai:

Példa

Hatdrozzuk meg az 6sszes ¢: Dy — Z4 homomorfizmust.

Mivel Dy/ ker ¢ = Dyp < Zg4, a feladatunk megtaldlni az dsszes
lehetséges izomorfizmust D, faktorcsoportjai és Z, részcsoportjai kozott.

D, faktorcsoportjai: Z4 részcsoportjai:

(1) Das/{id} = D, (@) Za (1) Da/{id} = Dy (@) Za

(2) Ds/{id,f?} =V (b) {0,2} 27, (2) D4/{id,f2} =V (b) {0,2} =7,

(3) Da/{id,f,f2, 3} =7, (c) {0} ={1} (3) Du/{id,f,f?,f3} 27, (c) {0} {1}

(4)  Duf {id, 2, t,tF2} = 7, (4)  Da/{id, f2,t,tf?} = 7,

(5) Da/{id, f2,tf, tf3} = 7, (5) Da/{id, f2,tf tF3} =7,

(6) Da/Ds={1} (6) Da/Ds={1}

(3) — (b): {id,f, 2,3} —0, {ttf tf3tf3}—2 (4) — (b): {id, f2,¢,tf2} — 0, {f,f3,tf,tf3}—2
ide=0 fp=0 f2p=0 f3¢p=0 ide=0 fp=2 f2p=0 f3¢p=2
top=2 thp=2 tfp=2 tfFPp=2 tp=0 tfp= tf2p=0 tf3p=2

Példa Példa

Hatdrozzuk meg az 6sszes ¢: Dy — Z4 homomorfizmust.

Mivel Dy/ ker v =2 Dyp < Z4, a feladatunk megtaldlni az Gsszes

lehetséges izomorfizmust D, faktorcsoportjai és Z, részcsoportjai kozott.

D, faktorcsoportjai: Z4 részcsoportjai:

(1) Ds/{id} = D, (a) Zs

(2) Dus/{id,f2} =V (b) {0,2} =7,

(3) Du/{id,f, 2,3} =27, () {0} ={1}

(4)  Da/{id, 2 ¢, tf*} 2 7,

(5) Du/{id, 2, tf, tf3} = Z,

(6) Da/Ds={1}

(5) — (b): {id, 2, ¢f, tF3} — 0, {f,f3,t,tf?}—2
idp=0 fep=2 f2p=0 Ffp=2
tp=2 tho=0 tfPp=2 tFp=0

Hatdrozzuk meg az 6sszes ¢: Dy — Z4 homomorfizmust.

Mivel Dy/ ker ¢ = Dyp < Z4, a feladatunk megtaldlni az dsszes
lehetséges izomorfizmust D, faktorcsoportjai és Z, részcsoportjai kozott.

D, faktorcsoportjai: Zy4 részcsoportjai:
(1) D4/ {id} = Dy (a) Za

(2) Ds/{id,f2} =V (b) {0,2} =7,
(3) Du/{id,f,f2,f3} =27, (c) {0} {1}
(4)  Du/{id, 2 t,tf2} 2 7,

(5)  Du/{id, 2 tf, tF3} 2 7,

(6) D4/Ds={1}

(6) — (c): {id, £, £2,£3,t,tf , tf2, tr*} — 0
idp=0 fe=0 f2p=0 f3¢p=0
tp=0 tho=0 tfPp=0 tfp=0




Példa

Hatdrozzuk meg az Gsszes ¢: Zi5 — Zg homomorfizmust.

Mivel Z1s/ ker ¢ = Zisp < Zg, a feladatunk megtaldlni az sszes
lehetséges izomorfizmust Zi5 faktorcsoportjai és Zg részcsoportjai kozott.

Példa

Hatdrozzuk meg az Gsszes ¢: Zi5 — Zg homomorfizmust.

Mivel Z15/ ker p = Z15 < Zg, a feladatunk megtalalni az Gsszes
lehetséges izomorfizmust Zis faktorcsoportjai és Zg részcsoportjai kozott.

75 faktorcsoportjai:
(1) Zs/ {6} &~ Zas
(2) Z5/{0,5,10} = Zs

)
(3) Z15/{0,3,6,9,12} = Zs
(4)

Ze részcsoportjai:

(a) Ze

(b) {0,2,4} > 7
() {0,2} =7,

(d) {0}={1}

75 faktorcsoportjai:

Ze részcsoportjai:

(1) Zis/{0} = Zs
(2) Z15/{0,5,10} =~ Zs

(3) Z1s5/{0,3,6,9,12} =~ Z3
(4)  Zis/Z15 = {1}

(a) Ze

(b) {0,2,4} > 7,
() {02} =2,

(d) {0} ={1}

0p=0 3p=0 6p=0 Jp=0 12¢0=0 0p=0 3p=0 6p=0 09p=0 12¢=0

Tp=3 4p=3 7p=3 T0p=2 1Bp=2 To=4 dp=34 Tp=4 T0p=4 1Bp=4

3p=7 5p=7 8p=4 Tp=4 Thp=4 20=2 5p=2 8p=2 Tp=2 Thp=2
Példa Pelda

Hatdrozzuk meg az Gsszes ¢: Zis — Zg homomorfizmust.

Mivel Zis5/ ker p = Z150 < Zg, a feladatunk megtalalni az &sszes
lehetséges izomorfizmust Zi5 faktorcsoportjai és Zg részcsoportjai kozott.

75 faktorcsoportjai:

(

Zg részcsoportjai:

) Zys/ {0} 2 Zys (a) Ze

) Zis/{0,5,10} = Zs (b) {0.2,4}=7s
) 0,3,6,9 (c) {95} =7,

) (d) {0} ={1}

1
2
3
(4

—~~

20=0 50=0 8p=0 11p=0 Tdp=0

Hatdrozzuk meg az Gsszes ¢: Zis — Zg homomorfizmust.

Egy masik megoldas: hatdrozzuk meg ¢ értékét egy generatorrendszeren.
Ha 1p = ke Zg, akkor minden 3@ € Zs5 esetén ap = ak.
Milyen k € {0,1,2,3,4,5} értékekre lesz

@: Zl5 — Z5, a+— ak
valéban homomorfizmus?

>  j6ldefinidlt: Minden a1, ay € Z-re teljesiilnie kell, hogy
a; = ap, (mod15) = ka; = ka, (mod6).
Tehat k = 0,2, 4 lehet csak.

» ¢ homomorfizmus:

(?1+?2)¢=a1+a2¢=k(a1+az)=/a+@=?1w+?2¢




Emlékezteto:

(1) Ha N« G, akkor v: G — G/N, g — gN a természetes
homomorfizmus .

(2) Homomorfizmusndl részcsoport képe részcsoport:
ha ¢: G — G homomorfizmus és H < G, akkor

Ho ={hp: he H} < G.

(3) Homomorfizmusndl részcsoport teljes inverz képe részcsoport:
ha ¢: G — G homomorfizmus és H < G, akkor

He'={geG: gpeH <G.

Tétel (I. izomorfiatétel)
Ha H< G é N« G, akkor NaHN < G és HNN<H < G, tovabba
HN/N = H/HNON.
Biz.
Tekintsik a v: G — G/N, g — gN természetes homomorfizmus H-ra
valé megszoritasat:
vlw: H— G/N, h— hN.

Alkalmazzuk erre a homomorfizmusra a homomorfiatételt.

> mag:

kerv|p={he H:hv=N} ={he H: AIN=N} = HNN<H
> értékkészlet:

Hv|y ={hv: he H} ={hN: he H} = HN/N < G/N
» izomorfizmus: H/HNN = HN/N

]

Miért lesz HN részcsoport G-ben?

1. vélasz: HN = (Hv)v—1!

2. vélasz: HN - HN = HHNN = HN és (HN) ™' = N"1H=! = NH = HN
=[HUN] = HV N a legsziikebb részcsoport, ami H-t és N-et is

tartalmazza.

Példa
Alkalmazzuk az els6 izomorfiatételt a G = Zoy, H = F] , N = [ﬂ
szereposztassal.

> HAN = {0,4,5,12,16,20} n {0,6,12, 18} = {0,12} = [17]

= {{0,6, 12, 18} , {2,8, 14, 20} , {4, 10, 16,22}} > 74

» izomorfia:
o B/~ [/, (861218 — (0.1
14,20} +~— {8,20}

B,
10,16,22} — {4,16)

{0,
{2,
{4

8 22 2 19 21 23

c— 6 10 14 7 9 11
12 16 20 13 15 17

0 4 8 1 3 5
8|22 2 19 21 23

N 6 (10 14 7 9 11
12116 20 13 15 17
0|4 8 1 3 5
18|22 2 | 19|21 |23
- || B[ 7] 8|
12116 | 20 | 13 | 15 | 17
04|88 |1]3]|5




8 22 2 19 21 23

,_ 6 T T 7 5 1
12 16 20|13 15 17

0 4 8|1 3 5

8 22 2|19 21 23

6 10 4|7 9§ 11
HyN=|_ _— |~
12 16 20|13 15 17

0 4 8|1 3 5
8|22 |19 21 3

6|10 |47 9§ 11
(H+Ny/N=| _ | ||~
12 116 | 20 | 13 15 17
0|4|8|1 3 5

B 2 2 19 21 23
,_ 6 0% 7 9 1
2 6 20|13 15 17

o & 8|1 3 5

B 2 2 1 21 23

6§ 0 % 7 9 11
HOoN=r—— _ __ __ __ __
1216 20 13 15 17

0| 8 1 3 5

B 2 2 1 21 3

§ 10 % 7 9 11
H/HAN = ———+«7++—
12 |16 | 20 | 13 15 17
0/4|8|1 3 5

Az elsé izomorfiatétel dltal szolgdltatott izomorfizmus:

18 22 2

6 10 14

H+Ny/N=| | | _| |
12 16 20

0 1 8

vl i ! !

12 16 20

H/HAN = | , _

0 4 8

Példa
Alkalmazzuk az elsé izomorfiatételt a G = 54, H =53, N =V
szereposztassal.

» HON =5nV = {id}

v

H/HAN = S3/ {id}

v

HN =SV =5,

v

HN/N = S,/ V

v

izomorfia: Sq/V = 53/ {id} = S3




Lattuk, hogy ha H < G, akkor Hv = HN/N < G/N, és itt HN egy N-et
tartalmazé részcsoportja G-nek.

Legyen most N < K < G. Ekkor F := Kv = KN/N = K/N < G/N.

Forditva, ha F < G/N, akkor K := Fr1 olyan részcsoportja G-nek, ami
tartalmazza N-et.

Tétel (Megfeleltetési tétel)

Ha N < G, akkor G/N részcsoportjai kélcsénésen egyértelmiien
megfelelnek a G csoport N-et tartalmazd részcsoportjainak. A K < G
részcsoportnak (ahol N < K) az F := K/N < G/N részcsoport felel meg.

Tétel (I1. izomorfiatétel)

Ha K < G és F < G/N a fentiek szerint egymdsnak megfelelé
részcsoportok, akkor K< G <= F < G/N. Ha ez teljesiil, akkor
(G/N)/F =2 G/K, azaz (G/N) / (K/N) = G/K.

4. Permutdcidécsoportok

Ez a rész a tankonyvekben a [Sz] XII/5 és [F] 11/12 fejezetekben
taldlhaté.

Definicio
A nemiires A halmaz Gsszes permutdcidi alkotta Sp szimmetrikus csoport
részcsoportjait permutaciécsoportoknak nevezziik.

Tétel (Cayley-reprezentdcio)

Minden csoport izomorf egy permutaciocsoporttal.

Biz.

[Sz] XII. fejezet, 5.2. Tétel.

A kovetkez6 p leképezés bedgyazza a G csoportot az Sg szimmetrikus

csoportba:
p: G— Sc, g pg-

» Minden g € G esetén pg € S (lattuk kordbban, hogy ez kévetkezik
a kancellativitdsbdl és az invertdlhatdsaghdl).

> pinjektivi g #h = 1-g=1pg #1lph=1-h = pg # p
» p homomorfizmus: pgp ~ Pg © Ph
Vx € G : xpgn = x(gh) = (xg) h = (xg) pn = (xpg) pn = x (pg © ph)

Legyen H = Gp < Sg; ekkor p izomorfizmus G és H kozott.
L]

Példa

irjuk fel a Zg csoport Cayley-reprezentacidjat.

Minden 3@ € Zg esetén p,: Z¢ — Zg, X — X + a.

pﬁ:<8i§§3§)=id
n=($2373s0) - 01299
= (331301 = 909
n=(Giso12) = 03000
13119 maom
n= (351353 - @320




Példa
Irjuk fel
Minden

Pid

P(12)

P(123) =

az S3 csoport Cayley-reprezentacidjat.

m € S3 esetén pr: S3 — S3, x — x - 7.

_ <ﬁd (12) (13) (23) (123) (132)> _
— \id (12) (13) (23) (123) (132)) — '

_[id  (12) (13) (23) (123) (132)

- ((12) id  (132) (123) (23) (13))

= (id (12))((13) (132))((23) (123))

[ id  (12) (13) (23) (123) (132)
((123) (13) (23) (12) (132) id )

— (id (123) (132))((12) (13) (23))

Tétel
Egy S,-beli permutécié transzpozicick szorzataként valé felirasaban a
tényezbk szamdnak paritisa egyértelmiien meghatdrozott.

Biz.
[Sz] XI1/5. fejezet.

Tegyiik fel, hogy
T1T2 * - " Tok4+1 = 0102 - - 02/,

ahol mindegyik 7; és o; transzpozicié. Ekkor az identikus permutdcié
el6all paratlan sok transzpozicidé szorzataként:
id = T172*+  Tok4102) * +  02071.

Megmutatjuk, hogy ez lehetetlen.

metszéspontok: 0 = cserék szama (mod 2)

Allitas

Permutacick szorzatdnak a paritdsa a kévetkez6képpen alakul:

pdros - paros = pdros pdros - paratlan = pdratlan
pdratlan - pdratlan = paros pdratlan - pdros = paratlan
Biz.

Szorzaskor a permutdaciét elallité transzpozicidk szdma Gsszeadddik.

Kovetkezmény

A pdros hossziisagu ciklusok paratlan permutacidk, mig a paratlan
hossziisagu ciklusok paros permutaciok.

Biz.
Lattuk kordbban, hogy egy k hosszisagu ciklus felirhaté k — 1
transzpozicié szorzataként.

O




Példa

Hatarozzuk meg az alabbi permutacidk paritdsat.

(123456 7\

2 7 4 1 3 5 6) P
L(L 234567\ .
2 3 5 1 7 6 4) Parataen

v

(123) (4567): paratlan

v

(12) (3456) (78): pératlan

v

(12) (345) (6789): paros

Kovetkezmény
A pdros permutdcick részcsoportot (sét, normalosztét) alkotnak Sp-ben.
Ezt a csoportot n-edfokii alternalé csoportnak nevezziik, és A,-nel
Jeloljiik.
Biz.
Ertelmezziik egy m permutdcid elojelét a kovetkezoképpen:
1, ha 7 paros;
sgn = .
—1, ha « paratlan.

Ekkor sgn: S, — {41} homomorfizmus, és magja éppen A,.

]

Kovetkezmény
[Sh:An] =2 ésigy |Anl = "7'

Tétel

Az alterndlo csoportot generaljak a 3 hosszusagu ciklusok.

Biz.

(ab) (ac) = (abc),  (ab)(cd) = (ab) (ac)-(ac) (cd) = (abc) (acd) [

Tétel
Ha n > 5, akkor A, egyszerii csoport.

Megjegyzés
Ha n = 4, akkor A, nem egyszerii, mert V < A;. Az Az, A, csoportok
persze egyszerliek, mert primrendiiek.

Kovetkezmény
Ha n # 4, akkor S, egyetlen nemtrividlis normdlosztdja A,,.

Biz.
Legyen N nemtrividlis normalosztéja Sp-nek (n # 4).
Ekkor NN A, < A,, igy A, egyszerlisége miatt két eset lehetséges:

» NNA,=A, esetén A, < N, ezért N = A,.
» NN A, = {id} esetén |N| =2, mert
N = N/{id} = N/NNA, = NA,/A, = Sn/An.

Ez viszont lehetetlen, hiszen ekkor N\ {id} egyelemii
konjugdltosztaly lenne S,-ben.

5. Direkt szorzat

Ez a rész a tankdnyvekben a [Sz] X/4 és [F] 11/13,14 fejezetekben
taldlhatd.




Definicié
Az A és B csoportok kiilsé direkt szorzatan azt a csoportot értjiik,
melynek tartéhalmaza A x B, miivelete pedig a kdvetkezéképpen van
definialva:

(31, bl) . (82, b2) = (3182, b1b2) .

Allitas
Csoportok kiilsé direkt szorzata csoport.
Biz.

Az asszociativitds vildgos, az egységelem (14,15), az (a,b) € A x B elem
inverze pedig (a_l, b_l).
L]

Példa

» Sikbeli vektorok az dsszeadds muiveletével: R x R.

> (P({172,3}),A)§Z2 X Do X D

Allitas
Az A x B kiils6 direkt szorzatban az A; := {(a,1g) : a € A} és
By :={(1a,b) : b € B} részcsoportokra teljesiilnek a kévetkezbk:

(1) A, By <A x B;

(2) ALV By =AB =AxB;

(3) AiABr=A1NBr ={(1a,1B)}.
Biz.

[F] 11/13. fejezet.
L]

Definicié
Azt mondjuk, hogy a G csoport az A és B részcsoportjainak belsé direkt
szorzata, ha

(1) A,B<G
(2) AVB=AB = G;
(3) ANB=ANB = {1¢}.

Tétel
A G csoport az A és B részcsoportjainak belsé direkt szorzata akkor és

csak akkor, ha
(a) G minden eleme elé3ll ab (a € A, b € B) alakban;

(b) a fenti elé3llitds egyértelmii;
(c) Vae AVbe B: ab = ba.

Biz.
[F] 11/13. fejezet

Tétel
A kiilsé és a belsé direkt szorzat ,lényegében” ugyanaz:

G%JAX/(B R HAl,BlgGZ AlgA, BlgBéSG:Al Xp Bi.

Biz.
[F] 11/13. fejezet. O

Definicid
Azt mondjuk, hogy a G csoport az Ay, ..., A, részcsoportjainak belso
direkt szorzata, ha

(1) Al,...,An<lG;

(2) Ap-...- A, =G,

(3) Ain(Ay-...-Ai—1- A1 - ...+ Ay) = {16} minden i-re.
Tétel

A G csoport az Ay, ..., A, részcsoportjainak belsé direkt szorzata akkor
és csak akkor, ha

(a) G minden eleme eléall ay - ... - a, (a; € A;) alakban;
(b) a fenti eléllitas egyértelmdi;

(c) Vaj € AiVa;j € A; : ajaj = aja; minden i # j esetén.




Tétel

Ha n és m relativ primek, akkor Zy X Zm = Zipm.

Biz.

[Sz] X/4.5. Tétel. (gylriikre, kinai maradéktétel segitségével)

Egy maésik bizonyitds: megfigyeltiik, hogy Z, részcsoporthaléja (azaz
normalosztohaldja) éppen a Dy hdldnak (k osztéi oszthatdsag szerint

rendezve) a ,fejredllitottja” (hivatalosan: dudlisa). Minden részcsoport
eléall [a] alakban (ahol a | ¢),és
6] A [B] = [Ikkt(a, b)} . BV = [Inko(a, b)} .

Tegyiik fel, hogy Inko(m,n) =1, és legyen £ = nm, a = n, b = m. Ekkor

BIA[B] = [W} = [am] = [0], [a]V[B] = [W] = [1] = Zom-

Tehdt Znm az [n] és [m] részcsoportok belsd direkt szorzata,
és [A) = Zp, [M] = Z,,. O

Kovetkezmény

Ha n primhatvanytényezds felbontdsa n = pi'* - ... p*, akkor

Zn = prq X X prq.

Biz.

Y Zp;n XZP;ZA_“_p;’k = Zp{vl pr;xz XZP;%_“_.p:k =.. -Zpin X - -XZp;w.
L]

Allitas

Ha n és m nem relativ primek, akkor Z., X Z.;;, 2 Zinm.

Biz.

Legyen d = Inko (n, m) > 1; ekkor Ikkt (n, m) = 27 < nm.

Tetszoleges (E, E) € ZLp X Ly elemre

22 (3.8) = (5 - na, < -mb) = (0,0,

ezért (E, B) rendje legfeljebb Ikkt (n, m).

Tehat Z,, X Z, nem tartalmaz nm-ed rend(i elemet, igy nem is

ciklikus. O

Tétel (Véges Abel-csoportok alaptétele)

Minden véges Abel-csoport felbonthaté primhatvanyrendii ciklikus
csoportok direkt szorzatdra. Ez a felbontds (a tényezbk sorrendjétél
eltekintve) egyértelmdi.

Példa

Hatdrozzuk meg az 6sszes n-elemii Abel-csoportot (izomorfia erejéig).

> n=4. Zy4, Lo X Ly

> n=28: Zg, Ly X Ly, Lo X Zp X Lo

» n=10: Z; X Zs (izomorf Zyo-zel)

> n=16: Zig, Zg X Lo, Ly X Ly, Ly X Ly X L, Ly X Lip X Ly X L

» n = 100: Z4><Z257 ZQXZ2><Z25, Z4XZ5XZ5, Z2XZ2XZ5XZ5

Példa
Igaz—e, hOgy ZlO X Z6 = Z30 X Zg?

Az alaptétel szerinti ,kanonikus” felbontasok:
210XZ6%Z2XZ5XZ2XZ3 és Z30XZQ%Z2XZ3XZ5XZ2.

Ezek csak a tényezok sorrendjében kiilonboznek, tehat izomorfak.

Példa
Igaz—e, hOgy Zag X L = Zg X Z127

Az alaptétel szerinti ,kanonikus” felbontasok:
ZmXZﬁEZQXZgXZzXZQ; éSZgXZ12§ZgXZ3XZ4.

Ezek nem csak a tényezok sorrendjében kiilonboznek, tehdat nem
izomorfak (az alaptétel unicitdsi része szerint).

Masik megoldds: nem izomorfak, mert Zg X Zip-ben van negyedrendii
elem, péld3ul (0,3), mig Z1g x Zg-ban nincs negyedrendii elem (miért?).




Példa
Igaz-e, hogy Z3, =2 Z3 X Z4?

Nem, mert Z3 X Zs = Z12, de Z3; nem ciklikus.

(Mdsik megoldas: meghatdroztuk Z3, dsszes részcsoportjat, és nem volt
kozottiik 4-elemii.)

Példa
lgaz-e, hogy Z5; = Z4 X Zs?

Igen, mert Zy X Zs = Zog, és Z35 valdban 20-elemii ciklikus csoport.

Példa
Igaz-e, hogy Dy = Zo X Z4?

Nem, mert Z, x Z4 kommutativ, de D; nem az.

Példa
Igaz-e, hogy V = Z, x 757

Igen, V = A xy, B, ahol A ={id, (12) (34)} és B = {id, (13) (24)}

Példa

Direkt felbonthaté-e a Z3; csoport?

A vidlasz leolvashatd a normalosztéhalérdl:

*
ZZ1

A

Legyen A= [2] és B = [—8]. Ekkor AAB = [1] = {1} és AV B =173,
tehat ZEIZAXng26XZQ.

Példa
Direkt felbonthaté-e a D, csoport?

A valasz leolvashatdé a normalosztéhalordl:

D4=[f.{]

[ [.t]

I

[ ]
[id]

Nincs két nemtrividlis norméloszt6, melyek metszete {id} lenne, ezért D,
direkt felbonthatatlan.

Példa
Direkt felbonthaté-e a C* csoport?

Ilgen C* = R" xp, T, hiszen minden nemnulla z komplex szdm felirhaté
egy pozitiv valds szam és egy egységnyi abszollt érték(i komplex szam
szorzataként:

z = |z|(cosargz + isinarg z),

és ez a felirds egyértelmii.




