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. Algebrai struktira, izomorfizmus

. Részalgebra, generalas

. Kongruencia, faktoralgebra

. Homomorfizmus, homomorfiatétel



1. Algebrai struktura, izomorfizmus



Definicid

Algebrai struktaran egy A = (A; F) part értiink, ahol A nemiires
halmaz, F pedig az A halmazon értelmezett miiveletek egy
halmaza. Az A halmazon értelmezett n-valtozdés miivelet:

f:A"— A (a1,...,an)— f(a1,...,an).

Példa
> Kétvaltozds miivelet: f: A2 — A, (a1, ap) — a1 * a.
Az egész szamok halmazan az Osszeadas (kivonds, szorzas)
kétvaltozos mivelet:

+: 2% — Z, (a1, a2) — a1 + a».

» Egyvaltozds miivelet: f: A — A.
A nemnulla determinansu 2 x 2-es valdés matrixok halmazan az
inverzképzés egyvaltozos mivelet:

1 GL(R) = GLy (R), M — ML,



Nullavaltozds mivelet (?!):
frAY > A am f(a).

Mivel A = {Q} (egyelemii halmaz), a nullavdltozds f miiveletet
egyértelmiien meghatarozza az f(O) € A elem.

Tehat egy nullavaltozés mivelet nem mas, mint az alaphalmaz egy
elemének kijelolése.

Példa
Az egész szamok gydrije: (Z;{+,-}) = (Z;+,-), ahol

+: 7% — 7, (a1,a2) — a1 + az,
.. Zz — Z, (81,82) = a1 -+ d2.

ldénként hasznos az additiv inverz képzését (egyvaltozds miivelet)
és az additiv egységelemet (nullavdltozés mivelet) is belefoglalni a

struktiuraba: (Z;{+,-,—,0}) = (Z;+,-,—,0), ahol
—: L4 — 4, ar— —a,
0:7° -7, O —0.
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}; ®) algebrak

AzA=({0T};+)ésaB=({ @, %

szerkezete ugyanaz: ha A miivelettdblazatdban

minden O-t dtneveziink ' -ra, és minden 1-t dtneveziink &

akkor éppen B mivelettablazatat kapjuk:

+10 1
6 6 T étr%és
1(1 0

Ezt az ,atnevezést’ a

v {071} _>{ . , Y }, 00— ., 1— %

leképezéssel irhatjuk le. Az atnevezés ,, jogossaga” pedig a
kovetkezOképpen fogalmazhatd meg:

Va,a2 € {0,1}: (a1 4+ a2)¢ = (a1p) ® (a29)



Definicid

Legyen A = (A; %) és B = (B; @) két grupoid, azaz egyetlen
kétvaltozds miivelettel felszerelt halmaz. Azt mondjuk, hogy a
©: A — B leképezés izomorfizmus A-bdl B-be, ha

1. ¢ bijektiv leképezés, és
2. o felcserélheto a miveletekkel, azaz

Vai,ar € A: (al % az)gp = a1 D axp.

Ha létezik ¢©: A — B izomorfizmus, akkor azt mondjuk, hogy
A és B izomorf (jelolés: A = B).

Megjegyzés

Az izomorfizmus tetszoleges algebrakra hasonlé médon

definialhatd: a ¢ leképezésnek az algebrak minden miiveletével

felcserélhetonek kell lennie.
Példaul A = (A;+,:) és B = (B; +, -) esetén:

Vaj,ax € A: (a1 4+ a2)p = a1p + axp, és
Vaij,ap € A: (a1-a2)p = ai1p - axp.



Tétel
Izomorfizmusok szorzata (azaz egymdsutanja), valamint
Izomorfizmus inverze szintén izomorfizmus.

Biz.
HF [Sz] X. fejezet, 1.14. Tétel. =

Kovetkezmény

Az izomorfia ekvivalenciarelacio (pl. grupoidok barmely halmazan).

Biz.
HF [Sz] X. fejezet, 1.15. Kovetkezmény. ]

Az izomorfizmusok minden ,,algebrai” tulajdonsdgot megoriznek.
Ha két algebra izomorf, akkor a szerkezetiik teljesen egyforma,
legfeljebb csak az elemeik ,természetében” kiilonbozhetnek.
Ezért az algebrai vizsgdlatokban izomorf struktirdkat nem
sziikséges/érdemes/lehetséges egymastdl megkiilonboztetni.



Példa

|lzomorf-e egymadssal a kovetkezo két grupoid?

x| a b c

NN N W=
N N NN
W NN W

w N P

» Nem, mert © kommutativ muvelet
(Vx,y € A: x*xy =y *x), mig * nem az. (HF)

» Nem, mert A-ban a baloldali egységelem (Vxc€A: a*xx=x),
mig B-ben nincs ilyen elem. (HF)

» Nem, mert B-ben 2 zéruselem (Vx € B: bx2 =2x%x = 2),
mig A-ban nincs ilyen elem. (HF)
(Vegyiik észre, hogy b csak jobboldali zéruselem A-ban.)

» Nem, mert * idempotens mivelet (Vx € A: x *x x = x),
mig & nem az. (HF)



Példa

|lzomorf-e egymdssal a kovetkezo két grupoid?

ola b ¢ d oS la B v 0
ala c¢c a b ala B a v
A= b|b ¢ d d B = g|~ g 6 ¢
c|ld d c b yla v B 0
d|la c b d OB 0 v «

Nem, mert A-ban az a elem csak tgy bonthaté ,szorzatra”, hogy
az egyik tényez06 maga a:

Vx,y € A: xoy=a — x=avagy y = a,

mig B-ben nincs ilyen tulajdonsagt elem. (HF)



Példa

|lzomorf-e egymassal a kovetkezd két grupoid?

a b c d p qg r s

ala b c d plg p s s
A= bbb b b b B = qg|lp g r s
clc b c a riqg r r s
d|d b b a s|s s s s

Talan igen ... Tegyiik fel, hogy ¢: A — B izomorfizmus.

» A-ban a az egységelem, B-ben pedig q, ezért ap = q. (HF)
» A-ban b a zéruselem, B-ben pedig s, ezért by = s. (HF)

» A-ban ¢? = ¢, mig d? az egységelem.
B-ben r° = r, mig p® az egységelem.
Ezért cp =r és dp = p. (HF)



Példa (folyt.)
Tehat ha létezik egydltalan ¢p: A — B izomorfizmus, akkor ez csak
a kovetkezo lehet:

ap=4q, bp=s, co=r, dp=p.
Prébaljuk ki, hogy ez a leképezés izomorfizmus-e:

a b c d q s r p

ala b ¢ d qlg s r p

A= b|b b b b = Ap= s|s s s s

c|lc b c a r{r s r q

d|ld b b a plp s s (¢
|

p q r s

plg p s s

B= q|p g r s

riq r r s

s|s s s s




Példa

|lzomorf-e egymdssal a kovetkezd két grupoid?

a b ¢ d - |p q r s

ala b c¢c d plg p s s
A= bbb b b b B = qg|lp g r s
c|lc b a r{s r r s
d|d b b a s|s s s s

Az elobbi megfigyeléseink most is érvényesek, ezért p-re megint
csak ugyanaz az egy lehetoség van. De ez a ¢ leképezés most nem
lesz izomorfizmus (HF leellendrizni).

Mar csak azért sem lehet a két grupoid izomorf, mert

B kommutativ, de A nem az.



Példa
Izomorf-e egymdssal (R;+) és (RT;-)?

lgen, ¢: R — R™, x — X izomorfizmus kdzdttiik.

Példa
Izomorf-e egymassal (Q;+) és (QT;-)?

Nem, mert az x x x = a egyenlet az els0 grupoidban minden a-ra
megoldhatd, a masodikban pedig nem:
VaeQdxeQ: x+x=a teljesiil,
de VaecQ"3IxeQ: x-x=a nem teljesiil.

Ha ¢: (Q;+) — (QT; ) izomorfizmus lenne, akkor létezne olyan
u € Q szam, amelyre up = 2 (mert ¢ sziirjektiv).
Ekkor a v = §¢ € QT szdmra azt kapnank, hogy

Ve = v v—E d —(E—I—E) = up = 2

ami ellentmond \/§ Irracionalitasanak.



2. Részalgebra, generdlas



Definicid
Legyen A = (A; x) egy grupoid, és B C A. Azt mondjuk, hogy a B
halmaz zart a * muveletre, ha

\V/b]_,bQEB: b1 x by € B.

Ha B nemiires zart halmaz, akkor B grupoidot alkot a * muivelettel
(pontosabban annak B-re valé megszoritasaval).

Ezt a B = (B, *) grupoidot A részgrupoidjanak nevezziik.

Jelolés B < A.

Megjegyzés
» TetszOleges algebra esetén hasonldéan definidlhatd a zart
részhalmaz (zart minden miiveletre) és a részalgebra fogalma.

» Ha a € A egy nullavaltozés mivelet, akkor minden zart
részhalmaznak tartalmaznia kell az a elemet. Ebben az
esetben a zart részhalmazok ugyanazok, mint a részalgebrak
tartéhalmazai.

» Ha viszont az A algebranak nincs nullavaltozés miivelete,
akkor az iires halmaz zart, de nem alkot részalgebrat.



Példa

Részalgebrat alkot-e a B halmaz az alabbi grupoidban?

a b c d
ala b c b
A= b|b b b b
c|lc b a
d|d b b a

B = (): zart, de nem részalgebra.

B={c,d}: nem, mert c-d=a¢ {c,d}.

B ={a, b}: igen, mert a-a,a-b,b-a, b-b e {a, b}.
B ={a,b,d}: igen, mert ...

B={a,c,d}: nem, mertd-c=b¢ {a,c,d}.

B ={d}: nem, mertd-d=a¢ {d}.

v v v v v Y



Tétel
Zart részhalmazok metszete is zart. Precizebben:
Ha A egy algebra, és B; C A zart részhalmaz minden i € | indexre,

akkor (B is zart.
el
Biz.
Csak grupoidra: legyen A = (A; x).
Legyenek by, by € ﬂ B; tetszoleges elemek.
el
Ekkor minden i-re by, by € B; teljesiil.
Mivel B; zart, ebbdl by x by € B; kovetkezik.

Ez minden i € | esetén fennall, ezért by x bo benne van a B;
halmazok metszetében. []



Definicié

Legyen A = (A; %) egy grupoid, és ) # B C A. A B halmaz éltal
generalt részgrupoidon azt a ([B];*) grupoidot értjiik, melynek
tartéhalmaza a B halmazt tartalmazdé Osszes zart halmazok

metszete:
Bl= () S
BCSCA
S zart
Megjegyzés

Hasonlé mddon definidlhaté a generalt részalgebra fogalma.
Ha nincsenek nullavaltozés miiveletek, akkor [()] := 0,

ha pedig vannak, akkor [()] legyen a nullavaltozés miiveletek &ltal
kijelolt elemek halmaza.

Definicid
Ha [B] = A, akkor azt mondjuk, hogy B generatorrendszere az A
algebranak.



Tétel

Tetszbleges A algebra és () # B C A esetén [B] a legsziikebb olyan
zart halmaz, ami B-t tartalmazza.

Biz.

Az vildgos, hogy [B] zart és tartalmazza B-t. Azt kell belatnunk,
hogy [B] része minden B-t tartalmazd zart halmaznak.

Bl= () S

BCSCA
S Zart

Emlékeztetodul:

Legyen C egy tetszoleges zart halmaz, ami tartalmazza B-t.
Ekkor C szerepel a [B]-t definidlé fenti metszetben, ezért



Tétel

Tetszbleges A algebra és () £ B C A esetén [B] mindazon
elemekbdl all, amelyek B elemeibél kiindulva megkaphatok az A
algebra miiveleteinek (véges szamii) alkalmazasaval.

Biz.

Csak grupoidra: legyen A = (A; x). Jeldljiik é-pal azon elemek
halmazat, amelyek megkaphatdok B elemeibol. Megmutatjuk, hogy
B nem mas, mint a B-t tartalmazé legsziikebb zart halmaz.

1. B D B: Vilagos.
2. B zart: Tth. b1, by € B, mondjuk b; megkaphatdé B elemeibdl
kiindulva a * mivelet kj-szer torténé alkalmazéasaval (i = 1,2).

Ekkor by x bo megkaphatdé B elemeibdl kiindulva a x mﬁvelei
(k1 + ko + 1)-szer torténé alkalmazasaval. Tehdt by x by, € B.

3. B a legsziikebb: Tfh. B C C C A és C zart. Mivel C zart, és
tartalmazza B elemeit, tartalmaznia kell az dsszes olyan
elemet, ami megkaphatd B elemeibdl kiindulva a x mivelet
véges sokszori alkalmazasaval. Tehat B C C. ]



Példa

Hatarozzuk meg a megadott halmazok altal generalt részgrupoidot
az alabbi grupoidban.

a b c d
ala b c b
A= b|b b b b
c|lc b a
d|d b b a

()] = 0, de ez nem alkot grupoidot.
c,d]={c,d,a,b} (a=d-d, b=d-c)
a, b] = {a, b} (mar eleve zart volt)

a, b,d] = {a, b,d} (mar eleve zart volt)
a,c,d] ={a,c,d,b} (b=a-d)

d] ={d,a,b} (a=d-d, b=a-d)

vV v . v. v v Y




Példa

Hatarozzuk meg a B részhalmaz altal generalt részgrupoidot
az A grupoidban.

» B={2}, A=(Z;")
[B] = {2,4,8,16,...}

» B = {primszamok}, A = (Z;-)
[B] — {27374757 e }

» B = {primszamok}, A = (Z;+)
[B] — {27374757 * }

» A= (P(N);Nn) B = {kételemii halmazok},
[B] = {legfeljebb kételemii halmazok}

» A= (P(N);A) B = {kételem(i halmazok} ,

[B] = {paros elemszamu véges halmazok}



Definicio

TetszOleges A algebra esetén Sub (A) jeldli A Gsszes zart
részhalmazainak halmazat. A (Sub(A); C) részbenrendezett
halmazt A részalgebrahaldjanak nevezziik.

Megjegyzés
Ha A-nak nincs nullavéltozés miivelete, akkor () € Sub (A), de ()

nem részalgebra. Ennek ellenére — az egyszeriiség kedvéért —
ilyenkor is részalgebrahalorol beszéliink.

Altaldban halénak olyan részbenrendezett halmazt neveznek,
amelyben barmely két elemnek |étezik legkisebb kozos felsd korlatja
(supremuma) és legnagyobb kozos alsé korlatja (infimuma).

Barmely B, C € Sub (A) esetén

sup(B,C) = [BUC(C] = BV C,
inf (B, C) BNC =: BAC.



Példa

Hatarozzuk meg az alabbi grupoid Osszes részalgebrajat, és
rajzoljuk fel a részalgebrahalét.

a b c d
ala b c b
A= b|b b b b
c|lc b c a
d|d b b a

ElOszor szamitsuk ki az egyes elemek generatumait:

la] =1a), [b] = 1b}, [c] =1c}, [d] =1a,b,d}.

Ezutan épitsiik fel alulrdl a részalgebrahalét a kovetkezo altalanos

észrevételre tamaszkodva:

lut, . u] = [ut] V-V ug]




P&lda (folyt.)

A részalgebrahalé:

{a'76’; CJUQ

4

16,3




3. Kongruencia, faktoralgebra



A szdmelméleti kongruenciareldcié fontos tulajdonsagai:

» ekvivalenciarelacié (reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv);

» szabad” kongruencidkat osszeadni és Osszeszorozni:

a1 = b1 (mod m)

2 = by (modm)} — a1 + a» = by + by (modm),

ai-ay=by-bp (modm).
A fenti kompatibilitasi tulajdonsag lehetdvé teszi, hogy

maradékosztalyokat reprezentansaik segitségével adjunk és
szorozzunk 0Ossze, és ezek a milveletek jéldefinidltak lesznek.



Példa

Modulo 7 maradékosztalyok osszeadasa:

{...,-5,2,9,16,...} +{...,-3,4,11,18,...} =9+11=20=
—{...,-1,6,13,20,...}

Az eredmény nem fiigg a reprezentansok valasztasatdl.



Példa
A (Zs3;+,-) gylri mivelettablazatai:

Z=1{..,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,...}

+|/m B = . 'm m =
E N B B E E B B
EE BN E N E W&
E 2 E N EE B H
m={..,-303060,...)
m={..,-214710,...}
m={..,-1,2,58,11,...}



Definicid

Legyen A = (A; x) egy grupoid, és legyen ~ egy ekvivalenciarelacié
az A halmazon.

Azt mondjuk, hogy ~ kongruenciarelacidja az A algebranak,

ha tetszlleges ai, as, b1, bo € A elemek esetén

31~b1

} — a1 %a» ~ by x*bo.
angg

Definicid
Legyen A = (A; %) egy grupoid, és legyen C egy osztdlyozds az A
halmazon.
Azt mondjuk, hogy C kompatibilis osztalyozasa az A algebranak,
ha tetszbleges (i, C» € C osztalyokhoz |étezik egy olyan

€ C osztaly, amelyre

{81*32 ‘ 81€C1,32€C2}g



Tétel

Egy ekvivalenciarelacio akkor és csak akkor kongruencia,
ha a hozza tartozo osztalyozas kompatibilis.

Biz.
Trividlis. (7) De legalabbis HF.



Példa
Kompatibilis osztdlyozdsa-e C = {{a, b},{c,d},{e}} az aldbbi
grupoidnak?

*
L
oy
0O
Q

o QL
QL
0
0
0

Q. o
L L
Q_
0 0
Q. o
Q_

Nem, pl. a~ bésc~d,deaxc~bxd
(azaz M « B nem jSldefinidlt).



Példa
Kompatibilis osztdlyozdsa-e C = {{a},{b,c,d, e}} az aldbbi
grupoidnak?

*
L
oy
0
Q.
®

o L
QL
0
0
O]
0

Q 0O
L W
Q. o
0 0O
Q 0O
Q o

lgen, barmely két szin szorzata joldefinidlt:

E:E-NH H:E-H HN:E-H HNE:E-N



Definicid
Legyen A = (A; x) egy grupoid, legyen ~ egy kongruenciarelacidja
A-nak, és legyen C = A/~ a megfelel6 kompatibilis osztdlyozas.
Ertelmezziik a kongruenciaosztalyok halmazan a ® miveletet a
kovetkezOképpen: tetszoleges (i, (o € A/~ esetén legyen (1 ® C;
az az egyértelmiien meghatdrozott D € A/~ kongruenciaosztaly,
amelyre

{31*32 | a1 € (1, ap € CQ} C

Az igy kapott A/~ = (A/~; ®) algebrat nevezziik az A algebra ~
kongruencia szerinti faktoralgebrajanak.

Megjegyzés
Altaldban a jeloli az a € A elem ~ szerinti ekvivalenciaosztalyat.
Ezzel a jeloléssel a faktoralgebra miivelete igy definialhato:

a; ® a» = ai *x an.

Az osztalyozas kompatibilitasa garantalja, hogy ez a mivelet
joldefinidlt, azaz az eredmény nem fiigg a reprezentansok
valasztasatol.



Példa
Hatdrozzuk meg a G/~ faktorgrupoidot, ahol ~ a

C ={{a},{b,c,d,e}} osztilyozdshoz tartozé kongruencia.

x|a b ¢ d e

c b ¢ c¢c e

a
bla ¢ ¢ e c

Q. 0O
L L
Q. o
0 0O
Q 0O
Q. o

* | I B
H B B
H B B




Példa

Hatdrozzuk meg a G/~ faktorgrupoidot, ahol ~ a
C ={{a},{b,c,d,e}} osztilyozdshoz tartozé kongruencia.

x| a b ¢ e
alc b c e
b
G — a ¢ ¢ C
cla e c e
d|la d c d
ela ¢ c C
x {a} {b,c,d,e}

{b,c,d, e}

{b,c,d,e} {b,c,d, e}

13}

{b,c,d, e}



Példa
Hatdrozzuk meg a G/~ faktorgrupoidot, ahol ~ a

C ={{a},{b,c,d,e}} osztilyozdshoz tartozé kongruencia.

x|a b ¢ d e

c b ¢ c¢c e

a
bla ¢ ¢ e c

G —
cla e ¢ c e
dla d c d d
ela ¢ c e c
x | A B
G/~ = A|B B ahol A=1{a} és B={b,c,d, e}
B| A B

Y
VY]
*
VY]
|
wpl
*
o
|
o
+*
o
|
o
|
0



Példa
Hatdrozzuk meg a G/~ faktorgrupoidot, ahol ~ a

C={{a,c},{b,e},|{d}} osztilyozdshoz tartozé kongruencia.

x|a b ¢ d e

c b ¢ c¢c e

a
bla ¢ ¢ e c

Q. o
L L
. o
0 0O
Q. o
o o

« | W =
H B B N
H B B =
N N B N




Példa

Hatdrozzuk meg a G/~ faktorgrupoidot, ahol ~ a

C={{a,c},{b,e},|{d}} osztilyozdshoz tartozé kongruencia.
* |a b c e
c b ¢ c e
b|la c c¢c e c
G —
cla e ¢ c e
a C
ela ¢ c e c
« | {act {be}

b, e}

{a,c} {b,e} {a,c}
{a,c} {a,c} {b,e}
{a, c}



Példa

Hatdrozzuk meg a G/~ faktorgrupoidot, ahol ~ a
} osztalyozashoz tartozé kongruencia.

C = {{av C}v{bv e},

d

b

K
b
GG =
C
e
*x | A B
A B
G/N:
Bl A A
A

C

b

C

A
- ,ahol A={a, c}, B=1{b,e}és



Példa

Hatdrozzuk meg a G/~ faktorgrupoidot, ahol ~ a
C={{a, b,c,e},{d}} osztilyozdshoz tartozé kongruencia.

x|a b ¢ d e

c b ¢ c¢c e

a
bla ¢ ¢ e c

Q. O
L L
Q.

O 0
Q. O
Q. o

]
]
?

Ez nem kongruencia, pl. d ~d és a~ b, de dxa~ dxb.



VESZELYES JELOLES!

Tetszoleges Cq1, (o C A esetén szokas definidlni a (7 x G
komplexusszorzatot:

C1x G = {al*ag |31€C1,32€C2}QA.

Ha ~ kongruencia, és (i1, C; € A/~, akkor C; ® (5 értelmezett az
A/~ faktoralgebrdban (és megallapodtunk abban, hogy ezt
egyszerlien csak Cp x (5 jeloli).

Ez a két ,szorzat” nem ugyanaz: minden (i, (5 € A/~ esetén
teljesiil C; * C; € C; ® G (HF), de itt néha valddi tartalmazas is
lehetséges.



VESZELYES JELOLES!

*
L
oy
0
Q
D

o L
L
0
0
D
0

G —

cla e ¢ ¢ e

d|la d c¢c d d

ela ¢ c e c
{a} x{b,c,d, e} = {b,c,e} (komplexusszorzat),
fa} ® {b,c,d, e} = {b,c,d,e} (faktoralgebra).

Jé hir: komplexusszorzattal csak csoportokndl fogunk foglalkozni,
és ott a fakoralgebraban kiszamolt szorzat mindig megegyezik a
komplexusszorzattal.



Példa

Hatdrozzuk meg az (RR;-) algebra ~ szerinti faktoralgebrdjat,

a~b < sgna=sgnb.

R/N — {R+7 R™, {O}}

0 R R- 001 2

(Rie) fo = 08| IOH OO} 010000
R+ | {0} R+ R 1|0 1T 2
R~ | {0} R~ R* 500 2 1

ahol

(Z3; )



Példa

Hatdrozzuk meg az (R; +) algebra ~ szerinti faktoralgebrdjat, ahol
a~b <= sgna=sgnb.

Ez nem kongruencia, mert az 0sszeg eldjelét nem hatarozza meg
egyértelmiien az osszeadandok eldjele.

Példaul 2 ~ 5 és —6 ~ —4, de (24 (—6)) » (5+ (—4)).



Példa
Hatarozzuk meg a (P (N); U) algebra C kompatibilis
osztalyozdshoz tartozé faktoralgebrajat, ahol

C = { {véges halmazok} , {végtelen halmazok} } .

U {véges}  {végtelen}
(P(N);U) /[~ = {véges} {véges}  {végtelen} = (Z2;-)
{végtelen} | {végtelen} {végtelen}




4. Homomorfizmus, homomorfiatétel



Definicio

Legyen A = (A;x) és B = (B; @) két grupoid. Azt mondjuk, hogy
a p: A— B leképezés homomorfizmus A-bdl B-be,

ha ¢ felcserélhetd a miveletekkel, azaz

Vaij,ap € A: (a1 xa2)p = ai1p @ axp.

Ha létezik ¢: A — B sziirjektiv homorfizmus, akkor azt mondjuk,
hogy B homomorf képe A-nak.

Specialis homomorifzmusok:

» bijektiv homomorfizmus = izomorfizmus,
» injektiv homomorfizmus = beagyazas,
» A — A homomorfizmus = endomorfizmus,

» bijektiv A — A homomorfizmus = automorfizmus.



Példa

>

v
S % % % % %%

R*;.) — (R; +), x — logx izomorfizmus
C;+,:) = (C;+,-), z+ Z automorfizmus

C;+) — (C;+), z+— Rez endomorfizmus

‘) — (R;-), z+— Rez nem homomorfizmus

R;+,) — (C;+,:), x — x bedgyazas

(
(
(
: (C;+) — (R; +), z+— Rez sziirjektiv homomorfizmus
(C;
(
(

R™" ) — (R;-), M — det M sziirjektiv homomorfizmus

(C10.1]:+) — (R: +). f|—>/f(x)dx

sziirjektiv homomorfizmus



Példa

Gondoltam egy ¢: (N;+) — (N;+) homomorfizmust. Annyit
elarulok, hogy 20 = 10 és 3 = 9. Mi lehet ez a homomorfizmus?

> dp=(24+2)p=2p+2p=10+10=20

> 6= (24242) 0 =20+ 20+ 20 =10+ 10 + 10 = 30

> 2n)p= 2+ -+2)p=2¢p+---+2¢ =10+---410 = 10n
» 6p=(3+3)p=3p+3p=9+9=18

» 9o = 34+34+3)p=3p+3p+3p=94+9+9=27

» BnN)p=0B3+ --+3)p=3p+---4+3p=9+4+---+9=09n

> ...

Atverés!
6p =20+ 20 +2p=30+#18 =3¢+ 3p = 6p

llyen homomorfizmus nem |étezik!



Példa

Gondoltam egy ¢: (N;+) — (N;+) homomorfizmust. Annyit
elarulok, hogy 20 = 4 és 3 = 6. Mi lehet ez a homomorfizmus?

> 4p=(24+2)p=2p+2p=4+4=38

>» 50 =(24+3)p=2p+3p=4+4+6=10

> 6p=(24+2+2)p=2¢0p4+2p+2p=4+44+4=12

> Tp=(24+24+3)p=2¢0+20p+3p=4+4+6=14

>» 8o =(24+24+242)p =20p+20p4+2p+2p = 4+4+4+4 = 16

>» 9p = (24 2+ 2+ 3) ¢ = 20p+2¢p+2p+3¢p = 4+4+4+46 = 18

Sejtés: np = 2n minden n € N-re.
Ez valéban homomorfizmus? Igen, mert minden a, b € N esetén

(a+b)p=2(a+ b) = ap + by = 2a+ 2b.



Példa (masik megoldas)

Gondoltam egy ¢: (N;+) — (N;+) homomorfizmust. Annyit
elarulok, hogy 20 = 4 és 3 = 6. Mi lehet ez a homomorfizmus?

Egy otlet: ha tudnank, hogy mennyi 1o, akkor készen lennénk,
mert minden n € N-re

np=(1+---+1)p=1p+---+1lp=1p-n.

6=3p=(14+2)p=1p4+2p=1p+4 —= 1lp =2

Tehat Vn e N: np = 2n.



Példa
Gondoltam egy ¢: (N;+) — (N;+) homomorfizmust. Annyit
elarulok, hogy 20 = 25. Mi lehet ez a homomorfizmus?

Mennyi lehet 1?7

25
25=2p=(1+1p=1p+1lp = 1¢:?§§N

llyen homomorfizmus nem létezik!

Példa
Gondoltam egy ¢: (N;+) — (N;-) homomorfizmust. Annyit
elarulok, hogy 20 = 25. Mi lehet ez a homomorfizmus?

Mennyi lehet 17
25=2p=(14+1)p=1p-1lp = 1l =5

np=(1+---+1)p=1p-...-1lp=5-....-5=5"
Ez valéban homomorfizmus? Igen, mert minden a, b € N esetén

(a+ b)p = 5oTP = ap - bp =57 . 5P,



Példa

Gondoltam egy ¢: A — B homomorfizmust. Annyit elarulok, hogy
bp = v és cpo = w. Mi lehet ez a homomorfizmus?

x| a b ¢ d
Q| u v w

al|d d a
v ulv u w

A= bpbld d b b — = B

V| w w Vv

cla a ¢ c
wlu v w

dla b c¢c d

ap = (cxb)p = cpR@bp = w®v = v
dp = (bxb)p = bpR®bp = vRV = w

Ez valdban homomorfizmus?

Igen, de koriilményes lenne ellendrizni. (Majd késobb, a
homomorfiatétel segitségével konnyebb lesz.)



Példa

Gondoltam egy ¢: A — B homomorfizmust. Annyit elarulok, hogy

ap = u. Mi lehet ez a homomorfizmus?

a b c¢c d e
alb ¢ a a a
A — bla a c e e
c|b d ¢ d d
d| b e e ¢ c
e|lb d e d e
bp = (a-a)p =
cop = (a-b)y =
dp = (c-b)y
ep = (b-d)yp =

ap o ay
ap o by
cp o by
by o dyp

uou

uoyv

W OV

vV OWwW

Ez valéban homomorfizmus? Igen, semmi atverés!

T < <



Az elozo két példaban azért sikeriilt a homomorfizmust

egyértelmiien meghatarozni, mert egy generatorrendszeren meg
volt adva.

A legutolsé példaban {a} generatorrendszer:
bp=(a-a)p=apoap
cp=(a-(a-a))p=apo(apoap)

dp = ((a-(a-a))-(a-a))p = (apo(apoap))o(apoap)

ep = ((3'3)°((a'(a-a))-(a-a)))¢:

= (ap o ap) o ((ap o (ap 0 ap)) o (ap o ap))



Tétel
Homomorfizmust egyértelmiien meghatarozza egy
generatorrendszerre valo megszoritasa. Precizebben:

Legyen T generdtorrendszere az A algebranak, és legyenek
0, : A — B homomorfizmusok. Ha ¢ és 1) megegyezik a T
halmazon (azazVt € T : ty = t), akkor p €és 1) mindeniitt
megegyezik (azazVa € A: ap = ay).

Biz.

Konnyl ellenorizni, hogy az
E={acAl|lap=ay} CA

halmaz zart (HF, lasd [Sz] X. fejezet, 8. feladat).
Mivel E tartalmazza T-t,

E=[E]D[T]=A.

Tehat E = A, vagyis ¢ és 1) valoban mindeniitt megegyezik.

[]



Definicid

Legyen ~ kongruencidja az A algebranak. Ekkor a

v:A— A/~ a— 3

leképezés homomorfizmus (HF), amelyet a ~ kongruencidhoz
tartoz6 természetes homomorfizmusnak neveziink.

Példa
G| a =
C c e
b|a c e C
cla e c e
a
el a c e C

av = A, bv =B, cv = A,

G/~ | A B
A A B A
B |A A B
A
v=1>_D, ev=8B,

ahol A={a,c}, B={b,e} és D =



Tétel

Ha ©: A — B homomorfizmus, akkor o értékkészlete
részalgebrat alkot B-ben: Ap < B.

Biz.

HF [Sz] X. fejezet, 2.10. Tétel.

Kovetkezmény
Ha p: A — B bedgyazads, akkor A = Ap < B.

Tétel
Ha o: A — B homomorfizmus és S < B, akkor az

Spt = {acA|apeS}
halmaz (S teljes inverz képe) zart A-ban (lehet, hogy iires).
Biz.
HF [Sz] X. fejezet, 7. feladat.

Tétel

Homomorfizmusok szorzata homomorfizmus.
Biz.

HF [Sz] X. fejezet, 1.13.Tétel.



A természetes homomorfizmus mutatja, hogy minden faktoralgebra
eléall homomorf képként. Ennek a forditottja is igaz:
minden homomorf kép faktoralgebra (legalabbis izomorfia erejéig).

Definicid
TetszOleges 0: A — B leképezés esetén az

dlp ~ ay <— aip = axy

képlettel definidlt reldcié ekvivalenciarelacié az A halmazon (HF),
amelyet ¢ magjanak neveziink, és ker -vel jelolink.

Tétel (Homomorfiatétel)

Ha o: A — B homomorfizmus, akkor ker o kongruencia A-n, és

A/kerp = Ay

Bizonyitas helyett egy illusztracié, ami ,majdnem” bizonyitas.
A preciz bizonyitast lasd: [Sz| X. fejezet, 3.12. Tétel.



Legyen : (A;*) — (Ze; +) homomorfizmus.




A homomorfiatétel szerint minden homomorfizmus felfoghaté egy

faktorizalas és egy bedgyazas egymasutanjaként.

Példa
*x |la b ¢ d
X | U v W
ald d a a
ulv u w
A= pbld d b b —
v iw w v
c | a cC C
wl u v w
d|la b ¢ d
ap=v, bp=v, co=w, dp=w
« {a b} {c.d} vw o uvw
Af~= {ab}[{c.d} {ab}) = viwv < 70"
Viw w v
{c,d}[{a, b} {c,d} v w
w

u v w



Példa

frjuk fel a homomorfiatételt a
sgn: (R;-) — (R;)
homomorfizmusra.
Az értékkészlet: Rp = {—1,0,+1}.
A maghoz tartozé osztalyozds: R/ kersgn = {R—, {0}, R™ }.

A mag szerinti faktor:

R~ {0} RT - | =1 0 +1
R-|RT {0} R— _ —-1|/41 0 -1

{0}y [{0} {0} {0} 0] 00 O
Rt [R- {0} R*  +1|-1 0 +1

(R;-) / kersgn = < (R;")




