DISZKRET MATEMATIKA II
feladatgytijtemény

A feladatgytjteményt az SZTE Bolyai Intézete Algebra és Szamelmélet Tanszékének volt és jelenlegi tagjai altal évek
alatt készitett és Osszegytijtott feladatokbol Waldhauser Tamas allitotta Ossze. A feladatokhoz tartozo videokat

Kéatai-Urban Kamilla Maroti Miklos Toéth Endre

Kulin Julia Szilak Zsofia Varga Kristof

Kunos Adam Torma Géabor Waldhauser Tamaés
készitette.

7 Minden feladat sorszama egy link, ami hatra, a feladat végeredményéhez vezet. Onnan ismét a feladat sorszdmara
kattintva lehet visszajutni a feladathoz.

% A csillagos feladatok nem részei a kotelezd tananyagnak, de az érdekl6dsbb hallgatok figyelmébe ajanljuk Gket.

@ A kamera azt jelzi, hogy ehhez a feladathoz van video; a link hatul, a végereménynél talalhato.
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FELADATOK




1. Szamelmélet




1.1. Oszthatésag, legnagyobb ko6zos osztd, euklideszi algoritmus

A feladatok megoldasa el6tt célszert megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:
P https://youtu.be/3rAs_gBBHxU (oszthatsag, primszamok)

P https://youtu.be/mPigchEMSEk (legnagyobb kozos oszto, euklideszi algoritmus)

@ 1.1. feladat. Hatéarozzuk meg mindazon x egész szamok halmazat, amelyekre teljesiilnek az alabbi feltételek.
(a) 28] 36x (c) 144 | 108z
(b) 140 |z és 84 | x (d) z|112és x| 84

1.2. feladat. Hatéarozzuk meg mindazon x egész szamok halmazat, amelyekre teljesiilnek az alabbi feltételek.
(a) 105 | 452 (d) 75| x és 60| x
(b) 88| xés66|x (e) v|132és 2|99
(c) = | 126 és x| 54

% @ 1.3. feladat. Melyik az a legkisebb pozitiv egész, amelynek pontosan 12 darab pozitiv osztdja van?

Kidolgozott feladat.

Hatarozzuk meg euklideszi algoritmussal 302 és 112 legnagyobb k6z0s osztéjat, és fejezziik ki 302u + 112v
alakban (alkalmas u, v egész szamokkal).

Megoldas. Hasznaljuk az a = 302, b = 112 jeldlést, és fejezziik ki az euklideszi algoritmus minden 1épésénél
a maradékot a és b segitségével:

302 = 2112478 = 78 = 302-2-112 = a-—2b
112 = 1- 78434 — 34 = 112—-78 = b—(a—2b) = —a+3b
78 = 2.344+10 = 10 = 78-2-34 = (a—2b)—2(—a+3b) = 3a—28b
34 = 3.10+ 4 = 4 = 34-3.10 = (—a+3b)—3(3a—8b) = —10a+27b
10 = 2. 4+ 2 = = 10-2-4 = (3a—8b)—2(—10a+27b) = 23a—62b
4 = 2. 24+ 0

Tehat Inko(a, b) = 2, és ez igy fejezhets ki a és b segitségével: 2 = 23a — 62b, azaz u = 23,v = —62.

Az alabbi linken a szamitogép még barmennyiszer tiirelmesen elmagyarazza az euklideszi algoritmust, 1épésrdl 1épésre:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/regi/dimat2_2021tavasz/euklideszialg.html

@ 1.4. feladat. Hatarozzuk meg euklideszi algoritmussal az alabbi a,b egész szamok legnagyobb k6z6s osztojat, és
fejezziik ki lnko(a,b) = au + bv alakban (alkalmas u,v egész szamokkal), majd adjuk meg a és b legkisebb ko6zos
t6bbszOrosét is.

(a) a =36,b=28
(b) a=178,b=230
(¢) a=—1253, b= —3241
1.5. feladat. Hatéarozzuk meg euklideszi algoritmussal az alabbi a,b egész szamok legnagyobb kozos osztdjat, és

fejezziik ki lnko(a,b) = au + bv alakban (alkalmas u,v egész szdmokkal), majd adjuk meg a és b legkisebb kozos
t6bbszordsét is.

(a) a=48,b=34 (¢) a="539, b= 1001
(b) a =368, b= 161 (d) a=—1183, b= 1573

% 1.6. feladat. Melyek azok a z komplex szamok, amelyekre 200 = 1 és 276 = 1 egyszerre teljesiil?



https://youtu.be/3rAs_gBBHxU
https://youtu.be/mPigchEMSEk
http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2021tavasz/euklideszialg.html

1.2. Linearis diofantoszi egyenletek

A feladatok megoldasa el6tt célszert megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:

P https://youtu.be/0uz2jiwxJeg

Kidolgozott feladat.

Oldjuk meg a 6z 4+ 9y = 15 diofantoszi egyenletet.

Megoldas. Hajtsuk végre az euklideszi algoritmust a 6 és 9 szamokra:
= 1.6+3 =3 = 9-6
= 2:-340

Azt kaptuk, hogy Inko(6,9) = 3 (ezt persze lathattuk volna ranézésre is), és az lnko igy fejezhets ki 6 és 9
segitségével: 3 = 9 — 6. Mivel nekiink nem 3-at, hanem 15-6t kell megkapnunk 6x + 9y alakban, szorozzunk
be 5-tel, és alakitsuk 6x + 9y alakura a kifejezést, hogy kénnyebben leolvashassuk a megoldast:

15=5-(9—6) =6-(—5)+9-5.

Innen lathato, hogy xg = —5, yo = 5 egy megoldasa az egyenletnek (partikularis megoldas).
Hogy a tobbi megoldast is megkapjuk, abrazoljuk a 6z + 9y = 15 egyenletii egyenest, és nézziik meg, hogy
milyen rdcspontokon halad at. Ehhez rendezziik y-ra az egyenletet:

_15-6z 15 69@ 5 29@
9 9 9 3 37

Y

(Fontos, hogy a torteket egyszertsitsiik, amennyire csak lehet, kiilonben a megoldasok egy részét elveszitjiik!)
Tehat az egyenesiink meredeksége —2, és fent mar kiszamoltuk, hogy &tmegy az (zo,y0) = (—5,5) ponton.
Ezért ebbdl a pontbdl ,,jobbra 3-at, lefele 2-t”, illetve ,balra 3-at, folfele 2-t” 1épésekkel megkapjuk az Gsszes
racsopontot az egyenesen, vagyis az egyenlet 0sszes egész megoldasét.

Az (x0,y0) = (=5, 5) ponttol jobbra a t-edik racspontot ugy kapjuk

meg, hogy 3t egységet lépiink jobbra, és 2t egységet 1épiink lefelé.
Igy az (zg + 3t, yo — 2t) szampért kapjuk, és ha itt negativ ¢ érté-
keket is megengediink, akkor megkapjuk az (zg,yo) ponttol balra
lévé megoldasokat is. A diofantoszi egyenlet altaldnos megoldésa
tehat (\(-&5)
©; = 2o + 3t = —5 + 3¢ N\
! 0 (teZ). ANIEE)
Y =Yyo—2t = H—2t N
: : : AT <ot NLD
Ez azt jelenti, hogy az egyenlet megoldashalmaza az alabbi végte- N
len szampéarhalmaz: \\\\(4_’_1)
TN
M={(z,y) : teZ} = \‘\\(77-3)
= {(—5+3t, 5—2t) tGZ} = \\\0(10)_5)

={...,(-11,9), (-8,7), (-5,5), (-2,3), (1,1),... }.

Megjegyzés. Utolag konnyti okosnak lenni: az (1,1) megoldast észrevehettiik volna mindenféle szamolas
nélkiil. Ha ezt tekintenénk kiinduléopontnak (partikularis megoldasnak), akkor az altalanos megoldas igy
festene:

tez).
y =1— 2t ( )

Ez latszolag kiilonbozik attol, amit fent kaptunk, de valojaban ekvivalens vele, mert ugyanazt a végtelen
szamparhalmazt irja le, amint a ¢t paraméter befutja az egész szamok halmazat. Mindossze annyi a kiilonbség,
hogy a t paraméterek 2-vel el vannak csiszva, pl. a (7, —3) megoldas fent ¢ = 4 esetén jon ki, itt pedig ¢ = 2
esetén (és hasonléan az Gsszes t6bbi megoldasra).



https://youtu.be/Ouz2jiwxJeg

Kidolgozott feladat.

Oldjuk meg a 6z — 9y = 15 diofantoszi egyenletet.

Megoldas. Az el6z6 feladatban kapott rendkiviil bonyolult 3 = 9 — 6 Gsszefliggést megint 5-tel szorozzuk, de
most agy alakitjuk, hogy 6x — 9y alaki legyen:

15=5-(9—6)=6-(—5) —9- (=5).

Innen lathato, hogy xo = —5, yo = —b jo lesz partikularis megoldasnak. (Itt nagyon kell vigyazni az elGjelekre,
mert konnyd elrontani! A biztonsag kedvéért ellendrizziik a megoldast: 6xg — 9yo = 6 - (=5) — 9 - (=5) =
—30 — (—45) = -30+45 = 15. V)

Rendezziik az egyenletet gy, hogy le tudjuk olvasni az egyenes meredekségét:

_-6:_ 15 6 _ 5 2
-9 9 97 3 37

Y

Tehat az egyenesiink meredeksége %, ezért a fent kiszamolt (—5,—5) pontbol , jobbra 3-at, folfele 2-t” illetve
ybalra 3-at, lefele 2-t” 1épésekkel megkapjuk az Gsszes racsopontot az egyenesen, vagyis az egyenlet dsszes egész
megoldasat.

Az (x9,y0) = (—5,—5) ponttdl jobbra a t-edik racspontot ugy
kapjuk meg, hogy 3t egységet 1épilink jobbra, és 2t egységet 1épilink
folfelé. Igy az (zg + 3t, yo + 2t) szampéart kapjuk, és ha itt negativ

t értékeket is megengediink, akkor megkapjuk az (xg,yo) ponttol
balra 16v6 megoldéasokat is. A diofantoszi egyenlet altalanos meg-
oldasa tehat
= —_— — )
Ty = 2o + 3t 5+ 3t (tez) //< (10,5)
Yt = Yo+ 2t = -5+ 2t v
//c (7,3)
A valtozatossag kedvéért most tablazatban is megadjuk a megol- /c/
dashalmazt alkoté szdmpérokat: A D)
P
toef=s]-2|-tfof1)2]s|4]- A0
we || |-14]-11] 8| 5] 2| 1[4 ] 7] - //((—2,—3
yo | - |—11| =9 | —7| 5| -3 1| 1| 3 |- {57_5)

Figyeljiik meg, hogy balrél jobbra haladva az x értékek harmasaval
nének, az y értékek pedig kettesével.




Kidolgozott feladat.

Oldjuk meg a 150x — 54y = 18 diofantoszi egyenletet.

Megoldas. Hajtsuk végre az euklideszi algoritmust a 150 és 54 szamokra, és hasznaljuk az a = 150 és b = —54
jelolést (kicsit kellemetlen, hogy b negativ, de ezzel a jeloléssel lesz az egyenletiink a tanult az + by = ¢ alaka,
és igy konnyebb lesz felirni az altalanos megoldast):

150 = 2-54 + 42 — 42 = 150—2-54 = a+2b
54 = 1-42 + 12 — 12 = 54—42 = —b—(a+2b) = —a—3b
42 = 3.12 + 6 — 6 = 42-3-12 = (a+2b)—3(-—a—3b) = 4da+11b
12 = 2-6 + 0

Tehat Inko(a,b) = 6, és ez igy fejezhets ki a és b linearis kombinéciojaként” 6 = 4a + 11b. Szorozzunk 3-mal,
hogy megkapjuk 18-at is ax + by alakban:

18 = 3 - (4a + 11b) = 12a + 33b.
Innen lathato, hogy o = 12, yo = 33 egy megoldasa az egyenletnek. (Célszert visszahelyettesitéssel ellendriz-

ni!)
Irjuk fel az altalanos megoldas képletét:

—54
=gt ———— t=xg+ —— -t =12 Ot
"= e e g
150 (tez).
Yt = Yo a :y()*?t = 33 — 25¢

S
Inko(a, b)

Vigyazat: az altalanos megoldasra tanult képletben a t paramétert tartalmazé tagok egyike el6tt +, masika
el6tt — szerepel, de mivel a = 150 és b = —54 ellentétes elGjeliiek, végil egyforma elGjeltiek lettek a tagok.
Ezt konnyt eltéveszteni, ezért célszerd abrazolni, vagy legalabb elképzelni az egyenest (pozitiv a meredeksége,
ezért x és y egyiitt csokken, egyiitt novekszik) vagy pedig visszahelyettesiteni az egyenletbe (a ¢t paramétert
tartalmazo tagoknak mindenképp ki kell ejteniiik egymast).

Megjegyzés. Az xy = 12+ 9¢t, y, = 33 + 25¢ (t € Z) altalanos megoldas is jo (és szebb is!), ez csak annyiban
kiilonbozik a fentitsl, hogy nem jobbrol balra, hanem balrél jobbra indexezziik az egyenesen 1évs racspontokat.
Helyes (és még szebb!) az xz; = 3+ 9¢, y. = 8 + 25t (¢t € Z) altalanos megoldas is. (Végtelen sok racspont
van az egyenesen, és ezek barmelyikét valaszthatjuk partikularis megoldésnak, ezért végtelen sokféleképpen fel
lehet irni az 4ltalanos megoldast.)

Kidolgozott feladat.

Oldjuk meg az 51z — 21y = 6 diofantoszi egyenletet.

Megoldas. Az euklideszi algoritmusbol azt kapjuk, hogy Inko(51,21) =3 = —2-51+5-21. Beszorzunk 2-vel,
és a jobb oldalt ugy alakitjuk, hogy 51z — 21y alakia legyen: 6 = 51 - (—4) — 21 - (—10). Ebbdl leolvashato egy
megoldas: x¢g = —4, yo = —10. Az altalanos megoldas tehéat

xy=—4+Tt y=-10+17t (t € Z).

Természetesen jo megoldés az is, hogy oy = =4 —Tt, yy = 10— 1Tt (t €Z) és xy =3+ Tt, y =T+ 17t (t € Z)
is helyes.




@ 1.7. feladat. Oldjuk meg az alabbi diofantoszi egyenleteket.
(a) T2z 460y =24

(b) 21z — 15y = 12

1.8. feladat. Oldjuk meg az aldbbi diofantoszi egyenleteket.

(a) 48z + 34y =20 (e) 6x — 10y = 22

(b) 78z + 30y = 12 (f) 237z + 571y = 13

(c) 18z +21y=9 (g) 197z + 418y = 17

(d) 21z + 36y = 12 (h) 2021z + 1739y = 4750

Kidolgozott feladat.

Soroljuk fel a H = {y € Z : (3z € Z)(32z — 14y = 6) és 10 < y < 50} halmaz elemeit.

Megoldas. El6szor irjuk fel a 32z —14y = 6 diofantoszi egyenlet altalanos megoldéasat, aztan majd kivalogatjuk
a 10 és 50 kozé es y értékeket. Az euklideszi algoritmusbol azt kapjuk, hogy Inko(32,14) =2 = —3-32+7-14.
Beszorzunk 3-mal, és a jobb oldalt ugy alakitjuk, hogy 32z — 14y alaku legyen: 6 = 32 - (—9) — 14 - (—21).
Ebbdl leolvashato egy megoldas: xg = —9, yo = —21. Az altaldnos megoldés tehat

xy=-9+Tt y=-214+16t (tc€Z).

A 10 < y; < 50 feltétel szerint 10 < —21 + 16t < 50, amibdl rendezés utan azt kapjuk, hogy % <t< %.
Mivel ¢ egész szam, csak a t = 2,3, 4 értékek jonnek szoba, igy H = {ya,ys,ya} = {11,27,43}.

Megjegyzés. Meguszhatjuk az egyenlStlenségek megoldasat, ha elkészitjiik a megoldasok tablazatat:

=il o | a2 8| a 5|6
e || -+ | =16 =9 | =2 5 12 19 | 26 | 33
Yg || oo 37| —=21| =5 | 11 | 27 | 43 | 59 | 75

Innen is kiolvashato, hogy a 10 és 50 kozé es6 y értékek: 11, 27, 43.

@ 1.9. feladat. Hatéarozzuk meg az {z € Z: (Jy € Z)(11z — 8y = 3) és 10 < x < 30} halmaz elemszamaét.
1.10. feladat. Hatarozzuk meg a kdvetkez6 halmazok elemszamat.

(a) {x €Z: (Jy € Z)(75x — 2Ty = 15) és 30 < = < 60} () {y€Z:(3xe€Z)(Tx—19y =10) és 15 <y < 35)}
(b) {zr€Z:(3yeZ)(Tx —3y=13) és 10 < = < 30} (d) {yeZ:(FxeZ)(13x —20y =7) és 20 < y < 40)}



Kidolgozott feladat.

Vettem izéket és bigyokat, dsszesen 400 forintért. Az izének 36 forintba, a bigyonak pedig 28 forintba kertil
darabja. Héany izét és hany bigyot vettem? Az Gsszes lehetséges megoldast keressiik meg!

Megoldas. Az izék szamat z-szel, a bigyok szamat y-nal jeldlve a 36x + 28y = 400 egyenletet irhatjuk fel,
melynek a pozitiv egész megoldasait keressiik. Hajtsuk végre az euklideszi algoritmust az a = 36 és b = 28

szamokra:
36 = 1-28 + 8 — 8 = 36-—28 = a-—2»b
28 = 3- 8 + 4 = 4 = 28—-3-8 = b—3(a—-b) = —3a+4b
8 = 2- 4+ 0

Tehat Inko(a,b) = 4, és ez igy fejezhetd ki a és b ,linearis kombinaciojaként”: 4 = —3a + 4b. Mindkét oldalt
100-zal szorozva kapjuk, hogy —300a + 400b = 400, vagyis o = —300, yo = 400 egy partikularis megoldéasa az
egyenletiinknek. A diofantoszi egyenlet altalanos megoldésa:

Keressiik meg a pozitiv megoldasokat:

300

400

Csak t = 43 és t = 44 esetén lesz x és y is pozitiv, vagyis a pozitiv megoldéasok a kévetkezdk:
a3 =1, Y3 =13 és 244 =38, ysa = 4.

Tehat két megoldas van: vagy 1 izét és 13 bigyot vettem, vagy pedig 8 izét és 4 bigyot.

Megjegyzés. A diofantoszi egyenlet megoldésait tablazatba is foglalhatjuk, innen is kiolvashatok a pozitiv

megoldasok:
t || | 1] o] 1| 2| | 42 | 43 | 44 | 45 |
- —307| =300 | —293 | —286 6| 1 s | 15
" 409 | 400 | 391 | 382 2 | 13 | 4 | =5

J

@ 1.11. feladat. Kukutyinban 20 és 45 petakos érmék vannak forgalomban. Hogyan lehet ezekre felvaltani 245
petakot? (Az Gsszes megoldast adjuk meg.)

@ 1.12. feladat. Az alabbi linken elérhetd jatékban egy nyil ugral a szamegyenesen a 0-bdl indulva. Kétféle ugrasra
képes, amelyek hossza a, illetve b egység.
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/regi/dimat2_2021tavasz/nyul-szamegyenes.html

(a) Ha a = 36 és b = 28, akkor az 1,2, 3,4 szamoknal 1évs répak koziil melyeket tudja megenni?

(b) Ha a = 36 és b = 28, akkor hogyan jut el a lehets legkevesebb ugrassal 12-be?

1.13. feladat. Az el6z6 feladatbeli nyil a = 26 és b = 38 esetén hogyan tud eljutni a lehets legkevesebb ugrassal
1000-be tigy, hogy mindig csak elére (jobbra) haladhat? Es ha szabad visszafelé (balra) is ugrania?

1.14. feladat. Hogyan lehet egy 21 centiméteres és egy 25 centiméteres mérérid segitségével kimérni 2 centimétert?

1.15. feladat. Gomboc Arturt sziiletésnapja alkalmabol Fold koriili dtra fizették be a baratai, és az utra ellattak
15 lada csokoladéval. Minden lddaban pont annyi csoki volt, ahany éves Gombdc Artiar. Naponta 54 csokoladét evett
meg, igy még egy hétig sem tartott ki az ellatmany, és az utols6 napra mar csak 39 csoki maradt (marmint az utolsd
olyan napra, amelyikre még jutott egyaltalan csoki). Hany éves Gombodc Artar?

1.16. feladat. Katinéni az utols6 tanitasi napon megajandékozta a 2.d osztaly 30 nebul6jat: mindenki valaszthatott,
hogy csokit vagy ragot kér. A csoki 69 Ft-tal dragabb, mint a rago, ezért Kati néni oriilt, hogy a gyerekek t6bb mint
fele ragot kert. Igy is 2094 forintja banja az ajandékozast. Mennyibe keriilt a rago, illetve a csoki, és melyiket hany
gyerek valasztotta?


http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2021tavasz/nyul-szamegyenes.html

% @ 1.17. feladat. Haromféle bélyeget vasaroltunk. Az elsé alkalommal az egyes fajtakbél rendre 3, 5 és 7 darabot, a
masodik alkalommal 11, 13 és 9 darabot. A szamla elsé alkalommal 110 Ft, a masodik alkalommal 250 Ft volt. Milyen
cimletd bélyegeket vasaroltunk?

% 1.18. feladat. Valaki a kovetkezdket mondta: ,A baratném 22. sziiletésnapjara 22 szal viragbol allo csokrot vettem
2000 forintért. A csokor fréziabol, narciszbol és rozsabol allt, amelyekbdl egy szal 50 forintba, 70 forintba, illetve
130 forintba keriilt” Hany szal viragot tartalmazott az egyes fajtakbol a csokor, ha azt is tudjuk, hogy mindegyikbdl
legalabb két szal volt, és semelyik kett6bdl sem volt ugyanannyi?

* 1.19. feladat. Egy 5 m hosszi kerités szegélyének elkészitéséhez 15 cm, 20 cm és 93 cm hosszisagi lécek allnak
rendelkezésiinkre. Az egyes lécfajtak felszegeléséhez rendre 2, 3 és 9 szog kell. Mennyire van sziikségiink a lécekbdl,
ha 50 szegiink van, és ezeket mind fel is akarjuk hasznalni?



1.3. A modulo m kongruenciarelacié

A feladatok megoldasa el6tt célszert megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:

P https://youtu.be/_-h76rglvgg

Kidolgozott feladat.

Mit ad maradékul 24-gyel osztva 24220237

Megoldas. A hatvany alapjat csokkenthetjiik, ha megfigyeljiik, hogy 242 = 2 (mod 24), és ebbdl kivetkezik,
hogy 2422023 = 22023 (mod 24). Még 22923 is tul nagy szam ahhoz, hogy kedviink legyen kiszdmolni, de frjuk
fel 2 els6 néhany hatvanyanak modulo 24 maradékat, hatha észrevesziink valami szabalyszertiséget:

ko Jol1]2|3]a|ls5]e|7]8]o]]
Hl 16‘--~

A maradékok az elsé harom tag utn kettesével ismétlGdnek: ha k > 3 paratlan szam, akkor 28 = 8 (mod 24),
ha pedig k > 3 paros szam, akkor 2 = 16 (mod 24). Mivel 2023 paratlan (és persze 2023 > 3), azt kapjuk,

hogy
242202 = 2202 =8 (mod 24).

Megjegyzés. A tablazat kitoltése soran mindig a legutoljara kiszamolt érték duplajat, pontosabban annak a
modulo 24 maradékat kell venni (hiszen 251 = 2.2F). Példaul a kilences oszlopban nem kell kiszamolni, hogy
29 = 512, és hogy ez 8-at ad maradékul 24-gyel osztva; elég csak az el6zG szamot (a nyolcas oszlopbeli 16-ost)
megszorozni kettével: 16-2 =32 =8 (mod 24). Ebbdl a szamolasi modbol latszik, hogy az empirikusan meg-
figyelt szabalyszertiség valoban minden k > 3 esetén teljesiil. Ezt persze be is lehetne (s6t, illene!) bizonyitani,
példaul teljes indukcioval, de ettsl most eltekintiink. Azt is be lehet(ne) bizonyitani, hogy akarmilyen szamot
hatvanyozunk, és akdrmilyen modulus szerint vessziik a maradékokat, a sorozat egy véges ,bevezets szakasz”
utan mindig periodikusséa valik.

Kidolgozott feladat.

Mit ad maradékul 28-cal osztva 87320027

Megoldas. Az eléz6 feladathoz hasonloan, elGszor a hatvany alapjat csokkentjiik: 873 =5 (mod 28), ezért
8732002 = 52002 (1;0d 28). Készitsiik el 5 hatvanyai modulo 28 maradékainak tablazatat, és reménykedjiink. . .

ko JJo]1]2|3]a]s5]s
B*mod28 | 1|5 [25]13| 9 [17] 1
(Egy triikk: érdemes a legkisebb nemnegativ maradék helyett a legkisebb abszolat értékd maradékkal szamolni.
Példaul 52 = 25 = —3 (mod 28), ezért 52 =5-(—3) = —15 =13 (mod 28). Igy az egész szamolast meg lehet

tszni kétjegyt szamokkal.) A maradékok mar a legelejétél kezdve hatosaval ismétlsdnek. Ezért 5 modulo 28
maradéka csak attol fiigg, hogy a k kitevé mit ad maradékul 6-tal osztva:

k=0 (mod 6) = 5= 1 (mod 28)
k=1 (mod 6) == 5= 5 (mod 28)
k=2 (mod 6) = 5*=25 (mod 28)
k=3 (mod 6) == 5*=13 (mod 28)
k=4 (mod 6) = 5= 9 (mod 28)
k=5 (mod 6) = 5*=17 (mod 28)

Nekiink a k = 2002 esetre van sziikségiink: 2002 =4 (mod 6), ezért 5202 =9 (mod 28).

Megjegyzés. Ha a hatvany alapja és a modulus relativ prim (mint a mi példankban: Inko(5,28) = 1),
akkor a sorozat mindig mar a legelejétdl kezdve periodikus lesz (nincs olyan ,bevezets szakasz”, mint az el6z6
feladatban), és mindig akkor kezdédik a kévetkezd periodus, amikor 1-et kapunk maradékul (a mi példankban:
50 =1 (mod 28)).



https://youtu.be/_-h76rgIvgg

1.20. feladat. Mennyi lehet m értéke, ha 187 =5 (mod m) és 311 =3 (mod m)?
@¢ 1.21. feladat. Szamitsuk ki az alabbi hatvanyok maradékat a megadott modulus szerint.
(a) 6991°91 =7 (mod 7) (c) 3% =? (mod 7)
(b) 2102 =? (mod 7) (d) 34233423 =? (mod 20)

1.22. feladat. Szamitsuk ki az alabbi hatvanyok maradékat a megadott modulus szerint.
(a) 19921991 =? (mod 10) (d) 184114 =? (mod 18)
(b) 26162°2! =? (mod 13) (e) 20222922 =? (mod 20)
(c) 15222923 =? (mod 15)

8¢ 1.23. feladat. Bizonyitsuk be (kongruencidk segitségével), hogy 7 | 2"+2 + 32"*+1 minden n természetes szamra.

1.24. feladat. Bizonyitsuk be (kongruenciak segitségével), hogy 27 | 2°"*+1 4 57*2 minden n természetes szamra.



1.4. Linearis kongruenciak

A feladatok megoldasa el6tt célszert megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:

P https://youtu.be/WVdonTsgGZU

Kidolgozott feladat.

Oldjuk meg a 6z =15 (mod 9) linearis kongruenciat.

Megoldas. A kongruencia definicioja szerint 6z = 15 (mod 9) azt jelenti, hogy 9 | 6z — 15. Ez pedig az
oszthatosig definicidja szerint azt jelenti, hogy 6x — 15 = 9y, alkalmas y egész szammal. Tehét a linearis
kongruenciank ekvivalens a 6z — 9y = 15 linearis diofantoszi egyenlettel (de most csak z-re van sziikségiink).
Kordabban mar megoldottuk ezt az egyenletet, és azt kaptuk, hogy altalanos megoldésa © = —5 + 3t, y =
—5+4+ 2t (t € Z). Eszerint egy = egész szam akkor és csak akkor megoldasa a kongruencianak, ha el6all
x = —5 + 3t alakban, vagyis a megoldashalmaz egy mindkét iranyba végtelen, 3-as differencidju szamtani
sorozat:

M={3t—5:teZ}={...,—14, —11, =8, =5, =2, 1,4, 7, 10, 13,... }.

Ez a halmaz pontosan azokbdl a szamokbdl 4ll, amelyek 3-mal osztva 1-et adnak maradékul (egy tgynevezett
modulo 3 maradékosztaly). Tehat egyetlen megoldas van modulo 3, és a megoldast tomoren ,kongruenciasan”
igy is felirhatjuk: * =1 (mod 3). (Persze azt is frhatnank, hogy = —5 (mod 3), ha méar —5 szerepelt a
diofantoszi egyenlet megoldasaban. Ez a két kongruencia ekivalens egymaéssal, hiszen —5 =1 (mod 3).)

Masik megoldas. A fenti modszerrel minden linearis kongruencia visszavezethetd linearis diofantoszi egyen-
letre, de ennél gyakran révidebb (és élvezetesebb!), ha kongruencidkkal szamolunk. A 6z = 15 (mod 9)
kongruenciat jo lenne egyszertsiteni 6-tal, de sajnos 15 nem oszthato 6-tal (méarpedig a kongruencianak csak
egész szamokra van értelme). Vegyiik azonban észre, hogy 15 =6 (mod 9), és igy a kongruenciank ekvivalens
a 6z =6 (mod 9) kongruenciaval, amit mar tudunk 6-tal egyszertsiteni. Az egyszerfisitésnél vigyazni kell,
mert a modulus megvaltozhat! Az altalanos szabaly igy fest:

ca=cb (mod m) <= a=b (mod $)

Nélunk most ¢ = 6 és m = 9 a ,szereposztas’ (és a = x, b = 1), tehét az 4j modulus lnko?zlm 5 lnkogz9 5 =

wl©
|
w

lesz. Egyszertsités utan tehat az x =1 (mod 3) megoldast kapjuk, akarcsak az elgbb.



https://youtu.be/WVdonTsgGZU

Kidolgozott feladat.

Oldjuk meg a 114z =6 (mod 52) linearis kongruenciat.

Megoldas. A kongruencia tanult tulajdonsagait hasznalva, ekvivalens atalakitasokkal jutunk el a megoldas-
hoz. Erre sok lehetGség van, ime egy levezetés:

114z =6 (mod 52) egyszertisitiink 6-tal: Inko(52,6) = 2
19z =1 (mod 26) 19 =45 (mod 26) és 1 = —25 (mod 26)
452z = —25 (mod 26) egyszertisitiink 5-tel: Inko(26,5) =1
9x = —5 (mod 26) —5=21 (mod 26)
9r =21 (mod 26) egyszertisitiink 3-mal: Inko(26,3) =1
3z = (mod 26) 7=33 (mod 26)
3r =33 (mod 26) egyszertisitiink 3-mal: Inko(26,3) =1
z=11 (mod 26) kész!

Masik megoldas. Ha c relativ prim az m modulushoz, akkor a c-vel val6 egyszertisités ekvivalens atalakitas
(nem valtozik a modulus), mint példaul a fenti levezetésben az 5-tel és 3-mal vald egyszertsitésnél. Ezt
,visszafelé” végrehajtva: a kongruencia mindkét oldalat c-vel szorozni ekvivalens atalakitas, feltéve, hogy
Inko(m,c) = 1. Ez a beszorzas els6 pillantdsra nem tiinik jo 6tletnek, mert (abszolut értékben) nagyobb
szamok jelennek meg, de ha ezeknek a nagyobb szamoknak a modulo m maradéka kicsi, akkor jol jarhatunk
a beszorzassal. Mutatunk egy levezetést, amiben kétszer is hasznéljuk ezt a triikkot:

1142 =6 (mod 52) egyszertsitiink 6-tal: Inko(52,6) = 2
19z =1 (mod 26) 19= -7 (mod 26)
—Tr=1 (mod 26) beszorzunk 3-mal: Inko(26,3) =1
—21z =3 (mod 26) —21 =5 (mod 26)
S5z =3 (mod 26) beszorzunk 5-tel: Inko(26,5) = 1
252z =15 (mod 26) 25=—-1 (mod 26)
—x =15 (mod 26) egyszerisitiink vagy beszorzunk (—1)-gyel: Inko(26,—-1) =1
x=-15 (mod 26) kész!

Ez a megoldas ugyanaz, mint az el6bbi, hiszen —15 = 11 (mod 26).

Harmadik megoldas. A kongruenciat airjuk a 114x —52y = 6 diofantoszi egyenletre, amelynek megoldasabol
x = 11 4 26t adodik, ami azt jelenti, hogy x =11 (mod 26).

Kidolgozott feladat.

Oldjuk meg az 56z = 48 (mod 88) linearis kongruenciat.

hoz:

56x =48  (mod 88)

T =6 (mod 11)

—4x =6 (mod 11)

-2z =3 (mod 11)

—2x =14  (mod 11)

xr=-7 (mod 11)

z=4 (mod 11)

(Talald ki, hogy melyik lépésben mit csinaltunk! Meg tudnad oldani kevesebb lépésbél?)




8¢ 1.25. feladat.

Oldjuk meg az alabbi kongruenciékat.
(a) 3x =4 (mod 5)
(b) 10z =26 (mod 28)

1.26. feladat. Oldjuk meg az alabbi kongruenciakat.

(¢) 92 =15 (mod 12)

292 = 17 (mod 73)

(a) 6z =4 (mod 8) (e) 5z =24 (mod 13)
(b) 132 = —3 (mod 34) (f) 272 =9 (mod 93)
(c) 30z =9 (mod 51) (g) 922 =20 (mod 212)
(d) 88z =42 (mod 55) (h) 160z =60 (mod 230)

1.27. feladat. Az alabbi linken elérhets jatékban egy nyul ugral egy szabalyos 28 oldalu sokszog csiicsain.
http://www.math.u-szeged.hu/ " twaldha/tanitas/regi/dimat2_2021tavasz/nyul-sokszog.html
Mekkorakat ugorjon, hogy. ..

(a) a 10. ugrassal a 26-os cstcsba jusson?
(b) a 12. ugrassal a 26-o0s cstucsba jusson?

(c) a 16. ugrassal a 20-as csticsba jusson? (Es hogy a 16. ugrassal érkezzen eldszér a 20-as cstcsba?)

Kidolgozott feladat.

Melyek azok a 32-re végz8ds négyjegyl szamok, amelyek oszthatoak 47-tel? Hatarozzuk meg az Gsszes meg-
oldast!

Megoldas. A 32-re végz6ds négyjegyti szamokat 100x 4+ 32 alakban lehet felirni, ahol = kétjegyd szam. Tehat
meg kell oldanunk a 100z + 32 =0 (mod 47) linearis kongruenciat:

100 +32=0 (mod 47)
100z = —32  (mod 47)

50z = =16  (mod 47)

3x =178 (mod 47)

x =26 (mod 47)

Azt kaptuk, hogy a 47t + 26 alaku szamok elégitik ki a kongruenciat. Ezek koziil csak 26 és 73 kétjegyii, tehat
a feladatban kérdezett négyjegyd szdmra két lehetGség van: 2632 és 7332.

1.28. feladat. Melyik az a 4-re végz6ds haromjegyii szam, amely 63-mal osztva 1-et ad maradékul?

1.29. feladat. Hatarozzuk meg azt a legkisebb haromjegyt természetes szamot, amelynek 12-szerese 6-ot ad
maradékul 30-cal osztva.


http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2021tavasz/nyul-sokszog.html

1.5. Linearis kongruenciarendszerek

A feladatok megoldasa el6tt célszert megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:

P https://youtu.be/m_J7XaKhQmE

Kidolgozott feladat.

Oldjuk meg az alabbi linearis kongruenciarendszert:

x=7 (mod 6)}

Megoldas. Fogalmazzuk a4t mindkét kongruenciat oszthatésagra, majd ,milyen alakt szdm x” tipusa allitasra:

z=7 (mod 6) < 6|2z —7 < TJye€Z:xz=06y+T,
x=22 (mod 9) <= 9|z —22 < Jz€Z: x=9z+ 22.

Az z-re kapott két kifejezést egyenlévé téve a 6y + 7 = 9z + 22 diofantoszi egyenletet kapjuk, amit rendezés
utan a 6y — 9z = 15 alakba irhatunk. Ezt az egyenletet mar kordbban megoldottuk (csak ott nem y és z, hanem
x és y voltak az ismeretlenek). Az egyenlet megoldasa y =4+ 3t, z =1+ 2t (t € Z). Ebbdl kifejezhetjiik z-et:
x=6y+7=6-(44+3t)+7=18t+ 31 (ugyanezt megkaphattuk volna z-bdl is). Tehat a kongruenciarendszer
megoldasai az © = 18t+31 (¢t € Z) alaka szamok, vagyis « akkor és csak akkor megoldés, ha x = 31 (mod 18).
Mivel 31 =13 (mod 18), a megoldast igy is felirhatjuk 2 =13 (mod 18).

Megjegyzés. A diofantoszi egyenletre valo visszavezetés helyett kongruencias szamolassal is meg lehet oldani
ilyen kongruenciarendszereket. Ezt a kovetkezs feladatban mutatjuk be.

Kidolgozott feladat.

Oldjuk meg az alabbi linearis kongruenciarendszert.

8x
9z

6 (mod 18)
18 (mod 42) }

Megoldas. Az els6 kongruencia megoldasa: x = 3 (mod 9), tehat z-et x = 9y + 3 alakban keressiik. Ezt
beirva a masodik kongruencidba azt kapjuk, hogy 81y +27 = 18 (mod 42), azaz —3y = —9 (mod 42). Ennek
megoldasa: y = 3 (mod 14), tehat y-t y = 14¢ + 3 alakba ifrhatjuk. Visszahelyettesitve z felirasaba, azt
kapjuk, hogy x = 9y +3 =9 - (14t + 3) + 3 = 126t + 30, azaz x = 30 (mod 126).

Masik megoldas. Elgszor oldjuk meg egyenként a kongruenciakat:

T g (mod 9) }

T

(mod 14)

Ezt a kongruenciarendszert az el6z6 feladat modszerével atirhatjuk a 9y + 3 = 14z + 2 (= z) diofantoszi
egyenletre, amelynek megoldasa y = 3 + 14¢, z = 2+ 9¢ (t € Z). Ezutan a-et megkaphatjuk akar y-bol
akar z-bdl; most a valtozatossag kedvéért hasznaljuk z-t: = 14z +2 = 14 - (24 9¢) + 2 = 126t + 30, azaz
x =30 (mod 126).



https://youtu.be/m_J7XaKhQmE

Kidolgozott feladat.

Oldjuk meg az alabbi linearis kongruenciarendszert.

z = 3 (mod 4)
x =5 (mod 6)
x = 2 (mod 7)

Megoldas. Megoldjuk az els6 két kongruenciabol 4116 részrendszert (kongruencias szamolassal vagy diofantoszi
egyenletre valo atirassal):

T =3 (mOd 4) — =11 (mOd 12)
x =5 (mod 6)

Ezt a kongruenciat ,0sszerakjuk” az eredeti rendszer harmadik kongruencidjaval, és megoldjuk ezt a rendszert

1S:
11 (mod 12)

z = 2 (mod 7)

} < =23 (mod 84)

Teh4t a megoldas: =23 (mod 84).




Kidolgozott feladat.

Oldjuk meg az alabbi kongruenciarendszert:

6x = 2 (mod 8)
152 = 3 (mod 18)
16z = 4 (mod 28)

Megoldas. Megoldjuk az elsé kongruenciat, és a megoldasat megfogalmazzuk ,milyen alaka szam x” modon:

6z =2 (mod 8) <= z =3 (mod 4)
< =4y +3 (alkalmas y egész szammal).

Az z-re kapott kifejezést behelyettesitjiik a masodik kongruenciaba, és megoldjuk y-ra:

15 (4y +3) = 3 (mod 18) <= 60y = —42 (mod 18)
< y =2 (mod 3)
< y=32z+2 (alkalmas z egész szammal).

Fejezziik ki x-et z segitségével: ¢ = 4y +3 =4 - (324 2) + 3 = 12z + 11. Ezt helyettesitjiik be a harmadik
kongruenciaba, és megoldjuk z-re:

16 - (12z + 11) =4 (mod 28) <= 192z = —172 (mod 28)

< z=1 (mod 7)
< z="Tt+1 (alkalmas ¢ egész szammal).

(A szamolast lehetett volna tigyesebben is csinalni: a zéarojel felbontésa el6tt leoszthattunk volna 4-gyel, és
utana mar 12-t és 11-et redukalhattuk volna modulo 7. Igy nem kellett volna kiszamolni olyan szérnyt dolgokat,
mint 16 - 12 = 192.) Fejezziik ki z-et ¢ segitségével: x = 122 + 11 = 12 - (7t + 1) + 11 = 84¢ + 23. Tehat a
végeredmény: x = 23 (mod 84).

Masik megoldas. Elészor kiilon-kiilon megoldjuk a kongruenciakat:

6r = 2 (mod 8) <= z = 3 (mod 4)
152 = 3 (mod 18) <= z = 5 (mod 6)
16z = 4 (mod 28) <= x = 2 (mod 7)

Megoldjuk az els6 két kongruenciabol allé részrendszert:

x = 3 (mod 4)

< z=11 (mod 12)
x =5 (mod 6)
Végiil ezt a kongruenciat hasonlé médon ,Osszeolvasztjuk” az eredeti rendszer harmadik kongruencidjaval:

11 (mod 12)
x = 2 (mod 7)

} < =23 (mod 84)

@ 1.30. feladat. Oldjuk meg az alabbi linearis kongruenciarendszereket.

(a) x =1 (mod 14)} x =3 (mod 5) 10z = 16 (mod 9)
x = 7 (mod 10) (b) =z = ; Emog g; (c) gx = g Emog §)1>



1.31. feladat. Oldjuk meg az alabbi lineéaris kongruenciarendszereket.

x = 3 (mod 2) 3z = 1 (mod 5) x =3 (mod 5)
(2) x = 6 (mod 5) } (d) 5z = 3 (mod 7) () x =4 (mod 7) }
13z = 4 (mod 9)
3z = 15 (mod 24) y = o 5¢ = 1 (mod 6)
(b) 4z = 11 (mod 21) } (e) . g Emoi i; } (h) 7r = 9 (mod 10) }
x =5 (mod 6) 2z = 1 (mod 5) 2z = 18 (mod 10)
(¢) x =3 (mod 10) (f) bz = -1 (mod 6) (i) 10z = 40 (mod 12)
x = 8 (mod 45) 4dr = 11 (mod 9) 152 = 9 (mod 21)

Kidolgozott feladat.

A 3.d osztaly kirandulni ment. Otf6s szobakban szallasoltéak el Sket, igy négy gyerek kénytelen volt Marcsi
nénivel egy szobaban aludni. Ejszaka Bence olyan rosszul viselkedett, hogy Marcsi néni felhivta a sziileit,
akik mar hajnalban hazavitték. Igy a reggelinél szépen elfértek a gyerekek a hétszemélyes asztaloknal (Marcsi
néni kiilon asztalnal ilt). Panka gyomorrontéast kapott a reggelitél, ezért délelstt 6t is hazavitték. Ebédnél az
étteremben minden asztalnél kilenc gyerek ilt (Marcsi néni kiilon asztalnal). Hanyan jarnak a 3.d osztalyba?

Megoldas. Az osztaly létszaméat z-szel jelolve, az alabbi kongruenciarendszert irhatjuk fel:

x = 4 (mod 5) x = 4 (mod 5)
z—1 =0 (mod 7) azaz x = 1 (mod 7)
x—2 =0 (mod 9) x = 2 (mod 9)

Az els6 kongruenciabdl kapjuk, hogy © = 5y + 4 (alkalmas y egész szammal). Ezt helyettesitjiik a masodik
kongruenciaba, és megoldjuk y-ra:
5y +4=1 (mod 7) < 5y = —3 (mod 7)
< y=-2(mod 7)
< y="72z—2 (alkalmas z egész szammal).
Fejezziik ki x-et z segitségével: © = 5y +4 =5 (72 — 2) + 4 = 35z — 6. Ezt helyettesitjiik be a harmadik
kongruencidba, és megoldjuk z-re:
352 —6 =2 (mod 9) < 35z =28 (mod 9)
<= z=1 (mod 9)
< 2z=9t+1 (alkalmas t egész szammal).
Fejezziik ki xz-et t segitségével: © = 352 —6 = 35- (9t + 1) — 6 = 315¢ + 29, azaz x = 29 (mod 315). Ha

t < 0, akkor x negativ lesz, t > 0 esetén meg tobb, mint 300-an jarndnak az osztalyba. Tehat az egyetlen realis
megoldast t = 0 adja: 29-en jarnak a 3.d osztélyba.

@ 1.32. feladat. Egy labdarugdé mérkdzésre azonos szamu férchellyel rendelkezé buszokkal érkeznek a szurkolok,
akiket biztonsagi okokbdl kisebb csoportokban engednek be a stadionba. ElGszor 4 busznyi szurkol6 érkezett, és 5 f6s
csoportokban engedték be Sket, igy az utolsoé csoportban csak 3 szurkolé maradt. Maskor 13 busszal érkeztek, és 8-as
csoportokban nyertek bebocsatast, és ekkor szintén 3 szurkolé maradt az utoljara beengedett csoportban. Amikor
pedig 16 busszal érkeztek szurkolok, és egyszerre 9-et 1éptettek be, akkor végiil 5 szurkolé6 maradt. Hany személyesek
a buszok, ha tudjuk, hogy egy buszba legfeljebb 100-an férnek, és a buszok minden esetben tele voltak?

1.33. feladat. Bizonyos megfigyelések szerint a varjak mindig azonos létszamu rajokban vandorolnak. Ha 11
varjuraj oly modon szall le egy fara, hogy a fa minden agara 4 varju keriil, akkor végiil egy varju egyediil marad. Ha
12 varjuraj szall le egy fa agaira hetes csoportokban, akkor szintén egy varja egyediil lesz egy dgon. Mig ha 13 varjuraj
kilences csoportokban szall le egy fa dgaira, akkor az utols6 dgon 7 varju lesz. Hany varju van egy rajban, ha tudjuk,
hogy ez a szam nem t6bb, mint 1007



1.34. feladat. Ha 7 zacskd gumicukrot osztok el 10 gyerek kozott, akkor a végén 9 szem gumicukor marad meg. Ha
10 zacskot osztok el 14 gyerek kozott, akkor meg 6 marad. Hany darab gumicukor van egy-egy zacskéban, ha minden
zacskoban ugyanannyi, mégpedig 50-nél tobb, de 150-nél kevesebb darab van?

1.35. feladat. Egy tizenhéttagu kalozcsapat egy zsédk aranypént lopott. Amikor megprobaltak egyenlGen elosztani,
azt tapasztaltdk, hogy harom aranypénz kimaradt. A kimaradt aranyak folotti vitaban egy kalozt megoltek. Ezutan
djraosztottak egyenld ardnyban a zsdkmanyt, s most tiz arany maradt ki. Az e folétti vitaban egy tjabb kalozt 6ltek
meg, s ezutdn mar el tudtak osztani a lopott aranyat tgy, hogy mindenki ugyanannyit kapott. Legkevesebb hany
aranypénzt zsakmanyoltak?

1.36. feladat. Ha egy kosar tojast 2, 3, 4, 5, vagy 6-osaval tritiink ki, rendre 1, 2, 3, 4, 5 tojas marad benne. Ha
azonban T-esével vessziik ki a tojasokat, akkor egy sem marad a kosarban. Legalabb hény tojas lehet a kosarban?

% @ 1.37. feladat. Oldjuk meg a kinai maradéktétel segitségével az alabbi paraméteres kongruenciarendszert.

xT
€T

¢ (mod 11)
¢y (mod 6) }

% 1.38. feladat. Oldjuk meg a kinai maradéktétel segitségével az alabbi paraméteres kongruenciarendszereket.

x = c¢; (mod 10)
(2) x = ca (mod 7) }

x = ¢ (mod 3)
(b) =z = co (mod 4)

x = c3 (mod 5)



1.6. Maradékosztalyok

A feladatok megoldasa el6tt célszert megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:
¢ https://youtu.be/1t_0UyU8-Xk (maradékosztalyok és maradékrendszerek)

P https://youtu.be/08GhI3fdADI (szdmolas maradékosztalyokkal)

@¢ 1.39. feladat. Teljes maradékrendszert alkotnak-e az alabbi szamok a megadott modulus szerint?
(a) 1000, 2000, 3000, 4000, 5000, 6000, 7000 modulo 7
(b) 2,8,14,...,302 modulo 51
(c) 3,18,33,...,678 modulo 46

1.40. feladat. Teljes maradékrendszert alkotnak-e az aldbbi szamok a megadott modulus szerint?

(a) 10,—1,25,—13,28, 38,12 modulo 7 (¢) 11,21,31,...,911 modulo 91
(b) 11,22,33,...,154 modulo 14 (d) 4,9,14,...,239 modulo 49

@( 1.41. feladat. Végezziik el Z,,-ben a szamitasokat. A végeredmény 0,1,...,m — 1 valamelyike legyen.

Kidolgozott feladat.

Oldjuk meg Zgy-ben az alabbi egyenleteket. (Az Osszes megoldast keressiik meg és a megoldasokat @ alakban
adjuk meg, ahol a € {0,1,...,83}.)

(a) 16-z=1
(b) 16 -7 =10
Megoldas.

(a) Az egyenlet a 162 =12 (mod 84) kongruenciara vezet, aminek a megoldasa x =6 (mod 21). Soroljuk
fel az x értékeket, és nézziik meg, hogy milyen maradékokat adnak 84-gyel osztva:

z || |-36]-15] s
rmods4 || - 6

Latjuk, hogy a kongruencia megoldasai négyféle maradékot tudnak adni 84-gyel osztva, ezért az egyen-

letnek Zgy-ben négy megoldas van: 6, 27, 48, 69.

Megjegyzés. Nem véletlen, hogy négy megoldast kaptunk, hiszen a kongruencia megoldasa soran a
modulus a negyedére csokkent. Altalaban is hasonlo a helyzet: az ax = b (mod m) kongruencia
megoldasai egyetlen modulo m maradékosztalyt alkotnak (ha van megoldas egyaltalan), és ez a
halmaz Ilnko(a, m) darab modulo m maradékosztalyra ,hasad”.

(b) Az egyenlet a 16z = 10 (mod 84) kongruenciara vezet, ennek pedig nincs megoldasa, mert Inko(16,84) =
4110.



https://youtu.be/1t_OUyU8-Xk
https://youtu.be/O8GhI3fdAbI

@ 1.43. feladat. Oldjuk meg Z,,-ben az alabbi egyenleteket (az 0sszes megoldast keressiik meg!)

1.44. feladat. Oldjuk meg Z,,-ben az alabbi egyenleteket (az Gsszes megoldast keressiik meg!)

9.2=15 Zjs-ben



1.7. Redukalt maradékosztalyok, multiplikativ inverz, multiplikativ
rend

A feladatok megoldasa el6tt célszert megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:

P https://youtu.be/na257Lu75CU

Kidolgozott feladat.

Szamitsuk ki Zoj-ben az alédbbi elemeket. (A végeredményt mindig @ alakban adjuk meg, ahol a €

{0,1,...,20}.)
(a) 5~ =2
(b) 6° =2
(c) B ="

Megoldas.

(a) Az 5 * hatvanyt ketfeleképpen is ki tudjuk szémolni: 5 ° = (5_1)2 = —4° =16 (itt az 5 ' hatvanyt,
vagyis 5 multiplikat{v inverzét, az 5z = 1 (mod 21) line4ris kongruencia megoldasaval kaptuk), vagy
pedig5 = (52)_1 =1 '=T16 (itt a 1 ' hatvanyt ade = 1 (mod 21) linearis kongruencia megoldasaval
kaptuk).

(b) A §° hatvany nem értelmezett, mert 6 nem relativ prim 21-hez, ezért nincs modulo 21 multiplikativ
inverze.

(c) A 6! maradékosztalyt megkaphatjuk tgy, hogy a 6! = 720 szamot maradékosan osztjuk 21-gyel, de kisebb

lépésekben haladva nem kell ilyen nagy szammal dolgoznunk: 6! =2-3-4-5-6 =24-30 = 3-9 = 27 = 6.

@¢ 1.45. feladat. Hatéarozzuk meg a megadott maradékosztaly multiplikativ inverzét.
(a) 88" € Zss

(b) 571 € Zi3

1.46. feladat. Hatarozzuk meg a megadott maradékosztaly multiplikativ inverzét.

-1

(a) 571 € Zaa (C) 3 € Zs

(b) 9" € Zyy (d) 29" € Zrs

@4 1.47. feladat. Soroljuk fel Z, elemeit, és allitsuk az elemeket parba az inverziikkel.
(a) m=15
(b) m=9

1.48. feladat. Soroljuk fel Z} elemeit, és allitsuk az elemeket parba az inverziikkel.

I
—
o

7 (c) m

(a) m

(b) m

|
—
-

8 (d) m


https://youtu.be/na257Lu75CU

Kidolgozott feladat.

Hatéarozzuk meg Zjg-ban a megadott elemek multiplikativ rendjét és hatvanyaikat. (A hatvanyokat mindig @
alakban adjuk meg, ahol a € {0,1,...,17}.)

(a) o(5) =?, 50 =?

Megoldas.

(a) Kezdjiik el hatvanyozni az 5 € Z1g elemet:

e ool )sfafs]elr]s]
5’“‘

—

A hatodik hatvanyra jott ki el6szor 1, ezért o(5) = 6, és igy 5 hatvanyozéasakor a kitevét modulo 6 kell
figyelembe venni. Ezért 100-at maradékosan osztjuk 6-tal: azt kapjuk, hogy 100 = 4 (mod 6). Tehat
5'% = 5" = =5 = T3 (a tablazatbol kiolvashato).

(b) Mivel 8 nem relativ prim 18-hoz, azaz 8 ¢ Zjg, az o(8) multiplikativ rend nem értelmezett (barmed-

dig hatvanyozzuk is a 8 € Zig elemet, soha nem fog kijonni 1). Ennek ellenére g értelmezett, és
kiszamitasdhoz segit, ha megfigyeljuk 8 hatvanyainak sorozataban a szabalyszertiséget:

el o [ 125 a]s|e]7]s
| |

|
T w [w e (0] w

[od]

Innen lathato, hogy 8 pozitiv egész kitevss hatvanyainal csak a kitevd paritasa szamit, tehét 8 = 10.

@ 1.49. feladat. Hatarozzuk meg a megadott maradékosztaly multiplikativ rendjét és szamitsuk ki a hatvanyait.

(a) Z-ban o(2) =7, 20 =2, 27 =2
402 2021 o

(b) Zi,-ban o(3) =7, 3~ =7, 3 ?

1.50. feladat. Hatarozzuk meg a megadott maradékosztaly multiplikativ rendjét és szamitsuk ki a hatvanyait.

(a) Z%,-ban o(d) =7, T°° =7, 7% =7 (d) Zis-ban o(21) =2, 210 =7, 210" =2

(b) Zis-ban o(13) =2, 13 ' =7, 137" =2 (e) Zig-ban o(5) =7, 5 =7, 5 ' =7

(¢) Ziyban o(2) =7, 2% =2, 7% =2 (f) Zis-ban o(6) =2, 6 =7, 6 = =?

)



1.8. Az Euler-féle ¢ fiiggvény

A feladatok megoldasa el6tt célszert megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:

P https://youtu.be/tul30aZJnyc

Kidolgozott feladat.

Szamitsuk ki ¢(7!) értékeét.

Megoldas. Készitsiik el 7! primhatvanytényezds felbontasat: 7! =2-3-4-5-6-7 = 2%.32.5.7. Az Eulerféle
o fliggvény képletét hasznalva azt kapjuk, hogy

e(M) = p(2*-3%-5-7) = p(2) - p(3%) - (5) - (7) =
=(2*-2%).(3%-3)-(5-1)-(7T—1)=8-6-4-6 = 1152.

@ 1.51. feladat. Szamitsuk ki az Euler-féle ¢ fiiggvény alabbi értékeit.
(a) ¢(1000) =7
(b) (360) =
(¢) ¢(2021) =?

1.52. feladat. Szamitsuk ki az Euler-féle ¢ fliggvény alabbi értékeit.

(a) (60) =7 (c) ¢(20) =7 (e) p(75) =
(b) ¢ (88) =7 (d) ¢ (30) =7 (£) p(128) =7

% 1.53. feladat. Oldjuk meg az egyenletet a természetes szamok halmazan.

(a) p(z) =4 (d) 2¢(x) =2 (8) w(2?) =2z
(b) ¢(z) =5 (e) p(z) =2 -8 (h) p(2?) = zp(x)
(c) p(z) =6 () p(z) =z —10



https://youtu.be/tul3OaZJnyc

1.9. Az Euler—Fermat-tétel

A feladatok megoldasa el6tt célszertd megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:
> https://youtu.be/21jdmZsF£GO (az Euler—Fermat-tétel)

P https://youtu.be/Q1ld3r2pkbs8 (az Euler—Fermat-tétel bizonyitasa)

Kidolgozott feladat.

Mennyit ad 98272 maradékul 27-tel osztva? (A végeredmény egy 0 és 26 kozotti szam legyen.)

Megoldas.
1. Elészér csokkentsiik a hatvany alapjat: 98 = 17 (mod 27), ezért 98272 = 17272 (mod 27).

2. Az Euler—Fermat-tételt fogjuk hasznalni, ezért ellendrizziik, hogy teljesiil a tétel feltétele, azaz a hatvany
alapja és a modulus relativ prim: Inko(17,27) = 1.

3. Sziikségiink lesz a modulus g-értékére: p(27) = p(33) = 33 — 32 = 18.
4. Az Euler-Fermat-tétel szerint 17'® =1 (mod 27); ezt a kdvetkezSképpen hasznaljuk a hatvany kiszami-
tasara:
17272 = 171182 = (171815 172 = 115172 = 17% = 289 = 19 (mod 27).
(A kitev8ben az tortént, hogy 272-t elosztottuk maradékosan ¢(27) = 18-cal. Kideriilt, hogy a hanyados

nem is fontos, mert az ugyis csak az 1-es kitev§jében szerepel. A végeredményhez csak arra volt sziikség,
hogy 272 kett6t ad maradékul 18-cal osztva.)

Tehat 98272 tizenkilencet ad maradékul 27-tel osztva.

Megjegyzés. Figyeljiik meg, hogy a hatvany alapjat modulo 27 kellett figyelembe venni, a kitevs viszont
nem modulo 27, hanem modulo ¢(27) szamit. Ez altaldban is igy van: ha Inko(a,m) =1 és k =¢ (mod m),
akkor, az Euler-Fermat-tételnek koszonhetSen, a® = a’ (mod m).

Kidolgozott feladat.

Mennyit ad 8732°92 maradékul 28-cal osztva? (A végeredmény egy 0 és 27 kozotti szam legyen.)

Megoldas. Az el6z6 feladat gondolatmenetének 1épéseit kovetjiik:
1. alap redukalasa: 873 =5 (mod 28);
2. feltétel ellendrzése: Inko(5,28) = 1;
3. a modulos p-értékének kiszamitasa: ¢(28) = p(22-7) = ¢(22) - p(7) =26 = 12;
4. kitevs redukalasa: 2002 = 10 (mod 12).

Az Euler-Fermat-tételt hasznalva a fentiek alapjan ezt kapjuk: 8732002 = 510 (mod 28). Ugyan 5'° elég nagy
szam, de a modulo 28 maradékat kis tigyeskedéssel konnyen kiszamithatjuk szamologép nélkiil is:

510 = (525 =25° = (-3)° = (-3)* - (-3)> = (-27)-9=1-9=9 (mod 28).

Tehat 8732002 kilencet ad maradékul 28-cal osztva.

Masik megoldas. Jobban jarnank, ha a 4. pontban inkadbb a legkisebb abszolut értékd maradékot vennénk:
2002 = —2 (mod 12); igy 5 helyett az 572 = 257! hatvanyt kell kiszaimitanunk modulo 28. Tehét 25
multiplikativ inverzét keressiik modulo 28. Ehhez a 252 =1 (mod 28) linearis kongruenciat kell megoldanunk.
A megoldas: x =9 (mod 28).

Megjegyzés. Ezt a feladatot korabban mar megoldottuk. Ott azt figyeltikk meg, hogy 5 hatvanyainak
modulo 28 maradékai hatosaval ismétlédnek, azaz o(5) = 6 teljesiil az 5 € Zog maradékosztalyra. Az Euler—
Fermat-tétel ennél valamivel gyengébb allitast, 12-es periodicitast adott, viszont itt nem kellett probalgatassal
megfigyelniink a hatvanyok alakulasat, ,kapasbol” tudtuk a 2002-es kitevét 10-re (illetve (—2)-re) redukalni.



https://youtu.be/21jdmZsFfG0
https://youtu.be/Qld3r2pkbs8

@( 1.54. feladat. Hatarozzuk meg a hatvany maradékat a megadott modulus szerint.
(a) 632 =7 (mod 50)
(b) 12375 =? (mod 11)

1.55. feladat. Hatarozzuk meg a hatvany maradékat a megadott modulus szerint.

(a) 111°° =? (mod 52) (c) 1981 =? (mod 75)
(b) 3% =? (mod 128) (d) 4252 =? (mod 25)

@ 1.56. feladat. Hatarozzuk meg a hatvany maradékat a megadott modulus szerint.
(a) 6*8 =? (mod 29)
(b) 44472018 =2 (mod 44)

1.57. feladat. Hatarozzuk meg a hatvany maradékat a megadott modulus szerint.

(a) 557°17 =? (mod 53) (c) 20*9 =? (mod 31)
(b) 1519 =? (mod 34) (d) 3%® =? (mod 25)

Kidolgozott feladat.

Mi az utolsé két szamjegye a 20032994 szamnak?

Megoldas. Az utolso két szamjegyet a moulo 100 maradék adja meg. A szokésos el6készits 1épéseket tessziik
az Euler—Fermat-tétel felhasznalasa el6tt:

1. 2003 =3 (mod 100);

2. Inko(3,100) = 1;

3. ¢(100) = (22 - 5%) = (2%) - p(5%) = 2 - 20 = 40;
4. 2004 =4 (mod 40).

Most johet az Euler—Fermat-tétel: 20032°9 = 3* = 81 (mod 100). Tehat 2003204 utols6 két szamjegye 8 és
1.

71998

1.58. feladat. Mi az utols6 két szamjegye az 199 szamnak?

% 1.59. feladat. Milyen nap lesz 11...11 nap milva?
—
99

% @ 1.60. feladat. Mit ad maradékul 87-tel osztva 13(321°)?

% 1.61. feladat. Hatarozzuk meg a hatvanyok maradékit a megadott modulus szerint. (Az emeletes hatvanyokat
al®®) zarojelezéssel értelmezziik. )

(a) 9144 =7 (mod 88)

(b) 80" =? (mod 53)

(c) 9551” =7 (mod 46)

% 1.62. feladat. Milyen nap lesz 711185%7 nap milva?

% 1.63. feladat. Mit ad maradékul googolplex 21-gyel osztva?




2. Kombinatorika




2.1. Osszeszamlalasi feladatok

A feladatok megoldasa el6tt célszert megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:
7 https://youtu.be/wGia9AUMkzo (bevezetés)
r https://youtu.be/I1JsnGOxTTU (Osszeszamlalasi alapelvek)

7 https://youtu.be/YSBEFT24JAxY (a hat alapfeladat)

Kidolgozott feladat.

A 2.d osztaly Donci szillinapjat innepli. Donci anyukaja stitott egy 12-szeletes tortat, 6 afonyas muffint és 8
kokuszkockat az osztalynak.

(a) Hanyféleképpen oszthatja el a tanité néni a siiteményeket a 26 gyerek kozott? (A tanitoé néni szerint a
tortaszeletek mind egyformak, és a muffinok, illetve a kdkuszkockak kozott sines kiilonbség.)

(b) A gyerekek szerint nem egyforméak a tortaszeletek: egyik kicsit nagyobb, mint a masik, valamelyiken van
marcipanvirag, valamelyiken meg nincs, és igy tovabb. A muffinokon és a kokuszkockakon is képesek
lennének Gsszeveszni. Hanyféle siiti-kiosztas lehetséges a gyerekek szemszogébdl nézve?

Megoldas.

(a) A tanit6 néni készit 26 cédulat, amelyek koziil 12-re T bettt ir, 6-ra M betiit, 8-ra pedig K betit,
és beteszi Gket egy kalapba. A gyerekek valamilyen sorrendben (mondjuk névsor szerint) huznak egy-
egy cédulat, ebbdl kideriil, hogy ki milyen siiteményt kap. Igy a kiosztésok kolcsondsen egyértelmiien
megfelelnek a 12 db T betiibdl, 6 db M betibdl és 8 db K betibdl 4llo ,szavaknak” (betiisorozatoknak).

Ezeknek a szama
26!

12!-6!- 8!
tehat ennyiféleképpen lehet kiosztani a siiteményeket.

(b) Hasonloan gondolkodhatunk, mint az (a) részben, de most mind a 26 bet kiilonb6z6 (pl. 12 kiilonb6zs
szinnel vannak irva a T betik, stb.), igy a lehetségek szama 26!.



https://youtu.be/wGia9AUMkzo
https://youtu.be/I1JsnGOxTTU
https://youtu.be/Y8EFT24JAxY

Kidolgozott feladat.

Egy cukraszdaban kilencféle fagylalt kaphato. Négy gombocot szeretnék enni, mégpedig kiilonbo6z6 iziieket.

(a) Héany lehetdségem van, ha tolcsérbe kérem a fagyit? (Fontos, hogy milyen sorrendben keriilnek a gom-
bocok a tolesérbe, hiszen ez meghatérozza, hogy milyen sorrendben fogom megenni Sket.)

(b) Hany lehet&ségem van, ha kehelybe kérem a fagyit? (Itt nem szamit a sorrend, hiszen a kehelybdl
barmilyen sorrendben kiehetem a gomboécokat.)

Megoldas.

(a) Az elsG (also) gombocra 9 lehetéség van, a masodikat mar csak 8-féleképpen valaszthatom (hiszen
nem akarok két egyformat), a harmadikra 7 lehet6ségem van, a negyedikre pedig 6. Tehat a tolesér-
Osszeallitasok széma

9-8-7-6.

(b) Minden egyes fagyikehely esetén 4! = 24 kiilonb6z6 sorrendben lehetne a gombocokat a kehelyb6l tol-
csérbe pakolni (ha mégis t6lcsérbdl szeretném enni a fagyit). Ezért itt a lehetGségek szama 24-ed része
az (a) részben kapott értéknek. Tehat a fagyikelyhek szdma

9-8-7-6 (9
4! T \4)

Megjegyzés. Az el6z6 feladat ,cédulas” modszerét is hasznélhattuk volna. Készitek 9 cédulat, amelyek koziil
négyre az 1, 2, 3, 4 szdmokat from, a maradék oOtre pedig egy-egy X-et irok, és elhelyezem a cédulakat a
pultban a fagyikra. Ez kicsit furcsa modja a rendelés leadasanak, de kideriil bel6le, hogy annyi lehetGségem

van a négygombocos tolesér Osszeallitdsara, ahany sorrendje van az 1, 2, 3, 4, X, X, X, X, X karaktereknek,
azaz %: (Ellendrizd, hogy ez tényleg ugyanannyi, mint amit fent az (a) résznél kaptunk!) Ha kehelybe kérem

a gombocokat, akkor 1, 2, 3, 4 helyett I betiiket irok (I, mint ,Igen, ezt kérem!”), tehat itt az I, I, I, I, X, X
X, X, X karakterek sorrendjei kddoljak a valasztési lehetGségeket. Innen lathatjuk, hogy a lehet6ségek szama

%!5! (Ellenérizd, hogy ez tényleg ugyanannyi, mint amit fent a (b) résznél kaptunk!)

Kidolgozott feladat.

Egy 6tf6s csalad betér egy pizzériaba, ahol 12-féle pizza van az étlapon. Hanyféleképpen rendelhetnek? (Min-
denki egy pizzat kér, és kérhetnek tobben is ugyanolyan pizzat.)

(a) Vizsgaljuk a kérdést elGszor a pincér szemszogébdl: neki tudnia kell, hogy melyik pizzat melyik vendég
elé kell tennie.

(b) Vizsgaljuk most a szakécs szemszogébol a dolgot: neki elég azt tudnia, hogy melyik fajta pizzabol hanyat
készitsen (hogy melyiket ki fogja megenni, az neki mindegy).

Megoldas.

(a) Anya 12-féleképpen valaszthat, téle fiiggetleniil apa is 12-féleképpen donthet, és Piroska, Farkas és Nimrod
is 12-12 pizza koziil valaszthat. Ezért a lehetséges rendelések szama

12-12-12-12-12 = 12°.

(b) A szakacs szemszogébdl a rendeléseket célszert a ,karika-pélcika” modszerrel kodolni. Ot karikat irunk
le, ezek jelképezik a pizzakat. Ezt a karika-sort 12 részre vagjuk 11 palcika segitségével. Ahany karika
van az elsd palcikatol balra, annyit kell késziteni az 1-es szamu pizzabol (tegyiik fel, hogy az étlapon meg
vannak szamozva a pizzak). Az els6 két palcika kozotti karikdk szama mutatja, hogy hanyat kell késziteni

a 2-es szamu pizzabdl, ..., az utolso palcikatol jobbra 1évd karikdk mutatjak, hogy hanyat kell késziteni a
12-es szamu pizzabol. Példaul a O || OO |11 OO ||| sorozat azt jelenti, hogy az 1-es pizzabol egyet,

a 3-as és 9-es pizzabol pedig kettSt-kettSt rendeltek. A rendelések tehat bijektiven megfelelnek 5 karika
és 11 palcika sorrendjeinek, ezek szama pedig

16! (16
5-111  \5 /"




2.1. feladat. Az el6z6 harom feladatban az Osszeszamlalasi problémak mind a hat alapesete megjelent (ismétléses
és ismétlés nélkiili kombinacio, variacié és permutécio). Melyik feladatnal melyik alapeset 1épett fel?

2.2. feladat. Hanyféle sorrendben lehet leirni a TETTETTETEK sz6 betiiit?

2.3. feladat. Hanyféleképpen helyezhetiink el tizenegy embert harom szobaban, ha a szobdk hat-, négy- és
egyszemélyesek?

2.4. feladat. Ot didk vizsgazik. Hanyféle eredménye lehet a vizsganak, ha tudjuk, hogy egy didk sem bukott meg,
és a vizsgaértékelés otfokozata?

2.5. feladat. Egy bizottsagnak 7 tagja van, elnokdt és elndkhelyettest valasztanak. Hanyféleképpen lehet ezt
megtenni, ha a tagok egyike sem vallalhat egynél t6bb feladatot?

2.6. feladat. Hanyféle atvonalon juthat el a nyul a répahoz, ha csak jobbra és lefelé ugorhat?

M T T T ]
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2.7. feladat. Az 6t6s lotton 90 szambdl 5 szamot hiznak ki. Hanyféle 3-taldlatos szelvény lehetséges egy héten?
(Egy szelvényen 1-t6l 90-ig szerepelnek a szamok, melyek koziil a fogado 6t6t jelol meg.)

2.8. feladat. Egy négytagu tarsasag a kovetkezSképpen akar feljutni egy tetGteraszra: ketten lifttel mennek
egyszerre, ketten pedig egymés utdn maszva a villamhariton jutnak fel. Hényféle sorrendben érkezhetnek meg a
teraszra, ha feltessziik, hogy a lifttel utazo két személy egyszerre érkezik, de ezt leszamitva nincs egyidejd érkezés?

@ 2.9. feladat. Az ajandékboltban 6tféle mesekonyv, haromféle csokoladé és hatféle jaték kaphato. Hanyféleképpen
vasarolhat egy sziil6 gyermekének 4 kiilonb6z6 ajandékot gy, hogy pontosan 2 mesekonyv legyen koztiik?

2.10. feladat. Hanyféle sorrendben haladhat a4t a forgoajton egy 8 hazasparbol allo tarsasig, ha a hazastarsak
kozvetleniil egymas utan mennek?

@ 2.11. feladat. Ot héazaspar foglal helyet egy kerek asztalnal. Hanyféleképpen helyezkedhetnek el, ha a hazastarsak
egymas mellett akarnak iilni? (Két elhelyezkedést akkor és csak akkor tekintiink azonosnak, ha mindenkinek ugyanaz
a bal, illetve jobb oldali szomszédja.)

2.12. feladat. Ot hazaspar foglal helyet egy kor alaku asztalnal. Hanyféleképpen helyezkedhetnek el, ha a
héazastarsak egymas mellett akarnak iilni, de sem két férfi, sem két né nem iilhet egymas mellé?



Kidolgozott feladat.

Egy cukraszdaban 14-féle sliteményt arulnak: 3-féle pitét, 6-féle rétest és 5-féle tortaszeletet.
(a) Hanyféleképpen vésarolhatunk 4 kiilonboz6 siiteményt?

(b) Hanyféleképpen vasarolhatunk 4 kiilonb6z6 siiteményt gy, hogy legfeljebb két tortaszelet legyen kozot-
tiik?

Megoldas.

(a) Mivel a sorrend nem szamit, és egy fajtabol legfeljebb egyet vehetiink, a lehetGségek szama (144).

(b) Harom egymaést kizaro esetet kiilonboztethetiink meg:

1. Nem vesziink egyetlen tortaszeletet sem. Ekkor mind a négy siitit a maradék 9 fajtabol valasztjuk,
ezért a lehetGségek szama (Z)

2. Egy tortaszeletet vesziink. Ezt (?)—féleképpen valaszthatjuk ki, a maradék 9 fajtabol harmat pedig

(g)—féleképpen valaszthatunk, igy a lehetdségek szama (f) . (g)

3. Két tortaszeletet vesziink. Ezt (g)—féleképpen valaszthatjuk ki, a maradék 9 fajtabol kett6t pedig

(g)—féleképpen valaszthatunk, igy a lehetdségek szama (g) . (g)

A végeredményt a fentiek Osszegeként kapjuk:
5 9 B 5 9 " 5 9
0 4 1 3 2 2)

@¢ 2.13. feladat. Hat 6vodas és 6t iskolas gyerek koziil szeretnénk ugy kivalasztani négy gyereket, hogy legalabb két
ovodas legyen kozottiik. Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg?

2.14. feladat. Husz lada arubdl 15 lada els6 osztalyt, a tobbi mésodosztalya. Hanyféleképpen vélaszthatunk ki 5
ladat ugy, hogy legfeljebb 2 mésodosztéalya legyen koztiik?

2.15. feladat. Egy csomag francia kartya 52 lapbol all, 4-féle szinbél 13-13 lapot tartalmaz.
(a) Hanyféleképpen htizhatunk a paklibol négy olyan lapot, amelyek koziil pontosan két lap szine egyezik meg?
(b) Hanyféleképpen huzhatunk ki négy olyan lapot, amelyek kézott pontosan két szin fordul els?

2.16. feladat. Van 2 sarga, 3 fehér és 1 lila golyonk. Héanyféleképpen allihatunk Gssze ezekbdl egy 5 golydbol allo
sorozatot?

Kidolgozott feladat.

Albert idén eddig 9 jegyet szerzett biologiabol.
(a) Hanyféleképpen alakulhattak Albert jegyei, ha figyelembe vessziik, hogy milyen sorrendben kapta Gket?

(b) Hanyféleképpen alakulhatott Albert jegyeinek eloszlasa, ha csak arra vagyunk kivancsiak, hogy hany
Otost, hany négyest, stb. szerzett?

Megoldas.

(a) Az els6 jegyére 5 lehetGség van, a masodikra is 5 lehetGség van, és igy tovabb. Ezért Albert jegyei a
sorrendet is figyelembe véve 5 - ... 5 = 5%-féleképpen alakulhattak.

(b) Ha csak arra vagyunk kivancsiak, hogy az 1, 2, 3, 4, 5 osztalyzatokbdl hanyat szerezett, akkor kodolhatjuk
karika-péalcika sorozatokkal a jegyek eloszlasat. Kilenc karikank lesz, ezek jelképezik a kilenc jegyet, amit
Albert kapott. Ezt a karika-sort 5 részre vagjuk 4 palcika segitségével; az egyes részekbe esG karikak
szama mutatja, hogy melyik osztalyzatbol hanyat szerzett Albert. Példaul a O || OO OO |1 OO0O00O
sorozat azt jelenti, hogy egy 1-est, két 3-ast, két 4-est és négy 5-0st kapott. Tehéat annyiféle eloszlasa
lehetséges Albert jegyeinek, ahany sorrendje van 9 karikédnak és 4 palcikanak, vagyis

131 (13\  (5+9-1
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Kidolgozott feladat.

Gipsz Jakab dimat2 gyakorlatot tart. Tegnap iratta a zh-t; 28 dolgozatot kell kijavitania.
(a) Hanyféleképpen alakulhatnak a pontszamok?

(b) Ot nap alatt kellene a dolgozatokat kijavitani. Ha nagyon nekiduralja magat Jakab, akkor akar egy nap
is ki tudna javitani az 6sszes dolgozatot, de gy dontott, hogy legalabb héarom dolgozatot javit mind az 6t
napon. Héanyféleképpen oszthatja be a munkat? (Csak az széamit, hogy melyik napra hany dolgozat jut,
az mindegy, hogy pontosan mely dolgozatok, és az egy napon javitott dolgozatok sorrendje is irrelevéns).

Megoldas.

(a) A dolgozat 40 pontos, igy minden dolgozatnal 41-féle pontszam képzelhets el (0-t6l 40-ig). Az egyes
dolgozatoknal egymastol fiiggetleniil barmilyen pontszam elGfordulhat, ezért a lehetGségek szama 41 -. . .-
41 = 4128,

(b) A munkabeosztast olyan karika-palcika sorozatokkal kodolhatjuk, amelyekben 28 karika van (ezek jel-
képezik a dolgozatokat), és a karikak sorat 4 palcikaval osztjuk 6t szakaszra (a palcikdk adjak a napok
kozotti hatarvonalakat). Figyelniink kell arra, hogy mind az 6t napra legalabb harom dolgozat jusson.
Ezért ,elspajzolunk” 3 -5 = 15 karikat, ezutan a maradék 13 karikat és 4 palcikat leirjuk valamilyen
sorrendben, majd mind az 6t szakaszhoz hozzdadunk még 3 karikat az elspédjzoltakbodl. Ilyen médon
(bijektiven) megfeleltettiik a lehetséges munkabeosztasokat 13 karika és 4 palcika sorrendjeinek, igy a
lehetdségek szama

17!
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@ 2.17. feladat. Egy boltban 6-féle CD-t lehet kapni. Héanyféleképpen lehet 4 CD-t vasarolni, ha egyféle CD-bél
tobbet is vehetiink?

2.18. feladat. Egy tizletben o6tféle szaloncukrot lehet kapni: kokuszos, vajkaramellas, zselés, gumicukros és
marcipanos izit. Hanyféleképpen lehet tiz szaloncukrot vasarolni, ha minden szaloncukorbdl van legaldbb tiz?

2.19. feladat. Hanyféleképpen vélaszthatunk 30 darabot 100, 200 és 500 forintos bankjegyekbdl, ha feltételezziik,
hogy mindegyikbdl van legalabb 30 darab?

2.20. feladat. Mikulas puttonyaban 50 szaloncukor van, ezt fogja kiosztani 10 gyereknek.

(a) Hanyféleképpen oszthatja ki a szaloncukrokat, ha semmiféle megkités nics, akar kaphatja egy gyerek is mind az
Otvenet?

(b) Hanyféleképpen oszthatja ki a szaloncukrokat gy, hogy minden gyerek legalabb kettét kapjon?

(A szaloncukrok egyformék, de a gyerekek persze nem. A kiosztds sorrendje nem fontos, csak az, hogy ki hany
szaloncukrot kap.)

@ 2.21. feladat. Egy turistacsoport egy varos 20 nevezetességét szeretné meglatogatni 4 nap alatt. Hanyféleképpen
tehetik ezt meg, ha 1 nap alatt akar az Osszes nevezetesség megtekinthetd, és szamit az, hogy egy adott napon milyen
sorrendben tekintik meg a latnivalokat?

2.22. feladat. Osszesen 15 kiilénbz6 csomagot kell hazhoz vitetniink 3 kézbesitével. Hanyféleképpen oszthato szét
a munka, ha egy kézbesité akar 15 csomagot is elbir, és szamit az is, hogy egy-egy kézbesitd milyen sorrendben viszi
ki a neki kiosztott csomagokat?

2.23. feladat. Héanyféleképpen helyezhetiink el 24 kiilénb6z6 konyvet egy 7-polcos szekrényben, ha barmelyik polcon
elfér mind a 24 kdényv?



Kidolgozott feladat.

(a) Hanyféle sorrendben lehet leirni az ILLIBERALIZMUS sz6 betit?

(b) Hanyféle sorrendben lehet leirni az ILLIBERALIZMUS sz6 betiiit tigy, hogy két maganhangzo ne keriiljon
egymas mellé?

Megoldas.
(a) Osszesen 14 betii van, ebbsl 3 I beti és 3 L betii, ezért a sorrendek szama

14!
3.3

(b) Elészor irjuk le a 8 massalhangzot; erre % lehet6ségiink van. A leirt betiik kozott 7 ,koz” van, és van
még egy-egy hely az elején és a végén. Ebbdl a 9 helybdl kell kivalasztanunk 6 helyet a maganhangzok
szamaéara; ezt (g)—féleképpen tehetjiikk meg. Ezutan a kivalasztott 6 helyre %—féle sorrendben irhatjuk be
a maganhangzokat. A végeredmény tehéat

9\ 6! 8!
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2.24. feladat. Hanyféleképpen lehet 5 (egyforma) fehér és 10 (egyforma) zold goly6t tgy sorbarendezni, hogy két
fehér ne keriiljon egymas mellé?

@ 2.25. feladat. Egy allatszelidité 5 oroszlant és 4 tigrist szeretne bevezetni egymés utéan a porondra gy, hogy 2 tigris
nem johet egyméas utan. Hanyféleképpen teheti ezt meg? (Az allatszeliditd természetesen meg tudja kiilonboztetni az
allatait.)

2.26. feladat. Hany olyan (nem feltétleniil értelmes) sz6 képezhets a KARIKA sz6 betiibdl, ahol 2 maganhangzo
nem keriilhet egymas mellé?

2.27. feladat. Hanyféle olyan ,sz6” képezheté a KOMBINATORIKA sz6 betiiibdl, melyben nem all egymas mellett
két

(a) méassalhangzo,

(b) maganhangzo?



2.2. Szita-formula

A feladatok megoldasa el6tt célszertd megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:

P https://youtu.be/educRzt981A

2.28. feladat. Egy kutatointézetben 67-en dolgoznak. Angolul 47-en, németiil 35-en, francidul 20-an beszélnek,
németiil és angolul 23-an, angolul és francidul 12-en, németiil és francidul 11-en, mindharom nyelven 5-en beszélnek.
Héanyan vannak, akik egy nyelvet sem beszélnek?

8¢ 2.29. feladat. Egy 50 f6s osztalybol 25-en jarnak matematika, 19-en fizika és 30-an kémia szakkorre. 10-en jarnak
matematika és fizika, 12-en matematika és kémia, 16-an fizika és kémia szakkorre, valamint 8-an jarnak mindharom
szakkorre. Hanyan vannak, akik egyik szakkorre sem jarnak?

Kidolgozott feladat.

A magyar kartyaban négyféle szin van (z6ld, piros, makk, t6k), minden szinbdl 8 lap.
(a) Hanyféleképpen vélaszthatunk 5 lapot dgy, hogy legyen koztiik zold?
(b) Hanyféleképpen valaszthatunk 5 lapot ugy, hogy legyen koztiik zold is és piros is?

(A valasztott lapok sorrendje nem szamit.)

Megoldas.

(a) Osszesen (352)—féleképpen tudunk a 32 lapbdl 5-6t vélasztani. Ezek kozott (2;‘) olyan valasztas van, ahol
nem szerepel zold (hiszen a nem zold lapok szama 24). Ezért a legalabb egy zold lapot tartalmazd

kivélasztésok szama
32 _ 24
5 5)°

(b) Az 0Osszes lehetGségek szama (352), ezen beliil kétféle ,rossz” lehetSség van: amikor nincs zold (ilyen
lehet@ségbol (254) van), illetve amikor nincs piros (ebbdl is (254) van). Azon esetek szama, amikor se
z0ld se piros lap nincs a kivalasztottak koézott (156), hiszen a makk és tok lapok szdma 16. Mindezeket

felhasznalva a szita-formula segitségével kapjuk a megoldast:

(5)-()-()+ (5)



https://youtu.be/e4ucRzt98lA

Kidolgozott feladat.

Gipsz Jakab elveszitette a dolgozatokat, igy taldlomra fog gyakjegyeket osztani a 28 hallgatonak.
(a) Hanyféleképpen oszthatja ki a gyakjegyeket?

(b) Hanyféleképpen oszthatja ki a gyakjegyeket gy, hogy legyen koztiik egyes, kettes és harmas is?

Megoldas.

(a) Minden hallgatonal 5-féle jegy koziil valaszthat Jakab egymaéastol fliggetlentil, ezért a lehetéségek szama
TR

(b) A szita-formulat fogjuk hasznalni az alabbi halmazokkal: legyen U az Gsszes jegykiosztésok halmaza,
ezen beliil pedig R;, R, illetve R3 azon jegykiosztasok halmaza, amelyekben nem szerepel egyes, kettes,
illetve harmas. A feladat megoldasahoz az |R; U Ry U R3] halmaz elemszaméat kell meghataroznunk. Azt
mér lattuk, hogy |U| = 528, és hasonléan kapjuk, hogy

o |Ri| = |R2| = |R3| = 48 (pl. R1-nél csak 2-es, 3-as, 4-es és 5-0s jegyek szerepelhetnek),
o |[RiNRs| = |RiNR3| = |RaNR3| = 3% (pl. RjNRy-nél csak 3-as, 4-es és 5-0s jegyek szerepelhetnek),
e |R; N Ry N R3| = 228 (csak 4-es és 5-0s jegyek szerepelhetnek).

Behelyettesitve a szita-formuldba, megkapjuk a valaszt a feladat kérdésére:
‘Rl U Ry UR3| = ‘U| = |R1| = |R2| = |R3| + |R1 ﬂR2| + |R1 ﬂR3| + ‘RQ ﬁR3| = |R1 N Ry ﬁR3| =
— 52 _ 428 _ 428 _ /428 | 328 | 328 | 398 928 _
:528_3.428+3.328_228-

2.30. feladat. Hanyféleképpen iiltetheti le Hofehérke a hét torpét egy padra ugy, hogy Tudor és Morgo ne iiljon
egymés mellett?

2.31. feladat. Az a,b,c,d,e, f, g bettik permutécioi kozott hany olyan van, amelyben. . .
(a) az a,b,c betiik nem egyméas mellett allnak (barmely ketts allhat egymaés mellett, de mind a harom mar nem)?

(b) az a, b, ¢ betiik koziil semelyik ketts nincs egymas mellett?

2.32. feladat. Egy cukraszdaban 14-féle siiteményt arulnak: 3-féle pitét, 6-féle rétest és 5-féle tortaszeletet.
(a) Hanyféleképpen véasarolhatunk 4 kiilonbozs siiteményt tigy, hogy legyen koztiik pite is és rétes is?

(b) Hanyféleképpen vasarolhatunk 4 kiilonb6zs siiteményt gy, hogy legyen koztiik pite, rétes és tortaszelet is?

@¢ 2.33. feladat. Hény olyan haromjegyt szam van, amely nem oszthato se 2-vel, se 3-mal, se 5-tel?

2.34. feladat. Hany olyan hiromjegyt szam van, amely. ..

(a) nem oszthato se 5-tel, se 7-tel? (c¢) nem oszthato se 6-tal, se 7-tel, és 2-esre végzodik?
(b) nem oszthato se 4-gyel, se 5-tel, se 6-tal? (d) nem oszthato se 6-tal, se 7-tel, és nem 2-esre végzd-
dik?

@¢ 2.35. feladat. Hany olyan 7-bets ,sz0” készithets az A, B, C, D betiikbdl, amelyben mind a négy betti szerepel?

2.36. feladat. Hany olyan 8-karakteres jelszo létezik, amely kisbetiikbsl, szamjegyekbdl és szimbolumokbol all,
és mindharombol legalabb egyet valoban tartalmaz is? (Kisbetiibsl 26, szamjegybdl 10, szimbolumbol pedig 32 all
rendelkezésre.)



2.37. feladat. Hatarozzuk meg az {a,b,c,d, e, f} — {1,2,3,4} leképezések szaméat. Hany sziirjektiv és hany injektiv
van ezek kozott?

2.38. feladat. Hatarozzuk meg az {1,2,3,4} — {a,b,c,d, e, f} leképezések szamat. Hany sziirjektiv és hany injektiv
van ezek kozott?

2.39. feladat. Hanyféleképpen festhetiink ki n szobat 2-féle szinnel, ha minden szint legaldbb egyszer felhasznalunk?

2.40. feladat. Hanyféleképpen festhetiink ki n szobat 3-féle szinnel, ha minden szint legalabb egyszer felhasznalunk?



2.3. Binomialis tétel

A feladatok megoldasa el6tt célszertd megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:

P https://youtu.be/udplZwlAzws

Kidolgozott feladat.

A totéban 14 mérkszésnél kell 1-est, 2-est vagy X-et tippelni, aszerint, hogy szerintiink a hazai vagy a vendég
csapat fog nyerni, vagy pedig dontetlen lesz az eredmény.

(a) Hanyféleképpen lehet kitolteni egy totoszelvényt?
(b) Hany olyan kitoltés van, ahol k darab mérkézéshez tesziink X-et (k= 0,1,...,14)?

(c) Hasonlitsuk ssze az (a) és a (b) rész eredményét. Milyen kiovetkeztetést vonhatunk le?

Megoldas.
(a) Mind a 14 meccsnél egymastol fiiggetleniil haromféleképpen tippelhetiink, ezért a kitoltések szdma 3'4.

(b) Elgszor valasszuk ki azt a k darab mérkézést, ahova X-et tesziink; erre (1k4) lehetSségiink van. A maradék
14 — k hely mindegyikére 1-est vagy 2-est tehetiink, igy ezeket 214~*-féle modon tolthetjiik ki. A k darab
X-et tartalmazo kitoltések szama tehat (%)) - 2147F,

(c) Ha a (b) résznél kapott szamokat osszeadjuk k& minden lehetséges értékére, akkor az Gsszes kitoltést meg-
szamoltuk (az X-ek szama szerinti csoportositasban), ezért ugyanazt kell kapnunk, mint az (a) részben:

14
Z (14> old—k _ gl4
1 .

k=0

A bal oldali 6sszeg nem mas, mint a 34 = (1 + 2)!* hatvany binomiilis tétel szerinti kifejtése.

Kidolgozott feladat.

59
Szamitsuk ki az alabbi egyiitthatokat a <7x5 + 7> hatvany kifejtésében.
x
(a) 227 egyiitthatoja

1 , L.
(b) s egylitthatoja

Megoldas. A binomialis tétellel kifejtve a hatvanyt,

()= (&)

alaka tagokat kapunk (¢ = 0,1,...,9). Alakitsuk at ezt a tagot Ggy, hogy jobban latszodjon z kitevije és az

egylitthato: '
9 i 5\°" 9 4 , )
() 5 (7335) . <7> — () 7L 59—, 1263
7 T 7

(a) A 12i — 63 kitevs 4-gyel osztva 1-et ad maradékul, ezért soha nem lesz 27, igy 227 egyiitthatoja 0.

(b) A —27-es kitevst megkapjuk i = 3 esetén, tehat m% egylitthatoja (g) o 7 o B9,



https://youtu.be/udp1Zw1Azws

2.41. feladat. Allapitsuk meg minél kevesebb szamolassal (ranézésre) az alabbi 6sszegek értékeét.

0 ()7 () (s ()7 () ()7
0 ()0 €))7+ ()40

Bonusz feladat: adjunk kombinatorikai értelmezést az (a) részre (a fenti totos feladathoz hasonloan).

6
2
@¢ 2.42. feladat. Mi a <3x2 + > kifejezésben a konstans tag a hatvanyozas elvégzése és a rendezés utan?
x

9\ ®
2.43. feladat. Szamitsuk ki az alabbi tagok egyiitthatojat a <3m3 + 2> hatvany kifejtésében.
x

W B 2.44. feladat. Szamitsuk ki 219 egyiitthatojat az (1 + 23 — 2*)12 hatvany kifejtésében.

* 2.45. feladat. Szamitsuk ki '8 és 23! egyiitthatojat az (1 + 2% — 2*)'2 hatvany kifejtésében.

1\ 12
% 2.46. feladat. Szamitsuk ki az aldbbi tagok egyiitthatojat a (23:2 -+ ) hatvany kifejtésében.
T

(a) ° () a?

(b) ! (d) =~



3. Grafelmélet




3.1. Fokszam, izomorfizmus

A feladatok megoldasa el6tt célszert megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:

P https://youtu.be/dc0as9bOhPA

@¢ 3.1. feladat. Lehetséges-e, hogy egy...
(a) b-tagn tarsasdgban mindenkinek pontosan 3 ismerdse van?

(b) 6-tagt tarsasdgban mindenkinek pontosan 4 ismergse van?

Kidolgozott feladat.

A G egyszert grafrol a kovetkezoket tudjuk:
o V(G)={z,y,z,u,v};
e {y,u} € E(G) és {z,u} € E(G);
o (G Osszefliggd graf;

e d(z)=1,d(y) =2,d(z) =3, d(u) <3, dv) <3.

Adjuk meg (rajzoljuk le) az Gsszes grafot, ami megfelel ezeknek a feltételeknek. Ha az izomorf grafokat nem
kiilonboztetnénk meg, akkor hany megoldas lenne?

Az abrarol latszik, hogy G1 = G2 és G4 = G5. Megszamolva, hogy melyik grafban melyik fokszam héanyszor
fordul el6, majdnem minden més izomorfiat ki lehet zarni, csak G3 és Gg rendelkeznek egyforma ,fokszam-
statisztikaval”. De Gs-ban van harom hosszusaga kor, mig Gg ban nincs, igy 6k sem lehetnek izomorfak.
Izomorfia erejéig tehat 4 lehetség van (pl. G1, G, G4, Gg).



https://youtu.be/dcOas9b9hPA

Kidolgozott feladat.

A G egyszert grafnak 6 csicsa és 8 éle van. A csicsok fokszamait egy kivételével ismerjiik: 2,22, 3, 4.
(a) Mekkora hidnyzo6 fokszam?

(b) Izomorfia erejéig hany ilyen graf van?

Megoldas.

(a) A fokszamok Osszege az élek szamanak kétszerese, vagyis 16. A megadott fokszamok Osszege 2 +2 + 2 +
3+ 4 = 13, ezért a hianyzo fokszam 3.

(b) Izomorfia erejéig négy ilyen graf van:

Hogy a négy graf kozott nincsenek izomorfak, az beldthato gy, hogy megvizsgaljuk, hogy milyen fok-
szamu csicsok milyen fokszamuakkal vannak Osszekotve, pl. Ossze van-e kotve a két harmadfokia cstcs,
megy-e €l masodfoku csucsok kozott, stb. A csucsokat a fokszamuknak megfelelen kisebb-nagyobb
pottyokkel abrazoltuk, hogy jobban latszodjon mindez.

@¢ 3.2. feladat. A G egyszerii grafnak 5 csticsa van, a cstucsok fokszamait egy kivételével ismerjiik: 3, 3,4,4. Mekkora
lehet a hianyz6 fokszam? Izomorfia erejéig hany ilyen graf van?

3.3. feladat. Van-e olyan egyszeri graf, amelyben a csicsok fokszamai az alabbiak? Ha van, rajzoljunk egy ilyen
grafot, s6t, probaljuk megadni izomorfia erejéig az Gsszes ilyen grafot.

(a) 1,2,2,2,3 (d) 1,1,2,2,3,3
(b) 2,2,2,2,4,4 (e) 2,2,3,3,5,5
(c) 0,2,2,4,4,4 (f) 1,2,2,2,4,5,7,7



3.2. Euler-vonal, Hamilton-kor

A feladatok megoldasa el6tt célszert megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:

P https://youtu.be/wyi4wDMBdzo

Kidolgozott feladat.

Tekintsiik az alabbi G grafot.

(a) Van-e benne nyilt, illetve zart Euler-vonal?

(b) Van-e benne Hamilton-ut, illetve Hamilton-kor?

Megoldas.

(a) Mivel G-ben tobb, mint két paratlan foka cstics van (a 17 cstcesbol 10-nek a foka 3 vagy 5), nincs benne
se zart se nyilt Euler-vonal.

(b) Az abra mutat egy Hamilton-kort a grafban, ami egyuttal persze Hamilton-ut is.



https://youtu.be/wyi4wDMBdzo

Kidolgozott feladat.

Tekintsiik az alabbi G grafot.

(a) Van-e benne nyilt, illetve zart Euler-vonal?

(b) Van-e benne Hamilton-ut, illetve Hamilton-kor?

Megoldas.

(a) Mivel G osszefiiggs, és minden csics foka péaros (2 vagy 4), van benne zart Euler-vonal, de nincs benne
nyilt Euler-vonal.

(b) Az abra mutat egy Hamilton-utat a grafban. Az abra azt is mutatja, hogy a graf cstucsait ki lehet szinezni
két szinnel ugy, hogy szomszédos cstcsok kiilonbozd szintiek legyenek (az ilyen grafot paros grafnak
nevezziik). Ha lenne Hamilton-kor, annak hossza 17 lenne (hiszen G-nek 17 csiicsa van), marpedig az
lehetetlen, hogy egy paratlan hosszisagu kor mentén felvaltva legyenek fekete és sziirke csiicsok. Tehat
nincs Hamilton-kér G-ben.

J

@ 3.4. feladat. Keressiink (zart vagy nyilt) Euler-vonalat az alabbi grafokban. A grafok nagyobb méretben és
interaktiv formaban megtalalhatoak itt:
http://www.math.u-szeged.hu/"twaldha/tanitas/regi/dimat2_2022tavasz/grafok/grafjatek-euler.html

(a) (b) (c)

3.5. feladat. Keresslink (zart vagy nyilt) Euler-vonalat az alabbi grafokban. A grafok nagyobb meéretben és
interaktiv formaban megtalalhatéak itt:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/regi/dimat2_2022tavasz/grafok/grafjatek-euler.html

(a) (c) (e)

RN
NEa



http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2022tavasz/grafok/grafjatek-euler.html
http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2022tavasz/grafok/grafjatek-euler.html

@( 3.6. feladat. Keressiink Hamilton-utat és Hamilton-kort az alabbi grafokban. A grafok nagyobb méretben és
interaktiv formaban megtalalhatoak itt:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/regi/dimat2_2022tavasz/grafok/grafjatek-hamilton.html

(a) é (b) (c) %

3.7. feladat. Keressiink Hamilton-utat és Hamilton-kort az alabbi grafokban. A grafok nagyobb meéretben és
interaktiv formaban megtalalhatoak itt:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/regi/dimat2_2022tavasz/grafok/grafjatek-hamilton.html

(a) é%fg (C) @ (e) @
(b) @ (d) @



http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2022tavasz/grafok/grafjatek-hamilton.html
http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2022tavasz/grafok/grafjatek-hamilton.html

3.3. Sikgrafok

A feladatok megoldasa el6tt célszert megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:

> https://youtu.be/FyIR_GT_J74

@4 3.8. feladat.

(a)

(b> @

3.9. feladat.

Sikgrafok-e alabbi grafok? (Amelyik igen, azt rajzoljuk le metszéspontok nélkiil; amelyik nem, abban
keressiik meg K3 3 vagy K5 egy felosztasat.) A grafok nagyobb méretben és interaktiv formaban megtalalhatoak itt:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/regi/dimat2_2022tavasz/grafok/grafjatek-sik.html

(c)

o

(e)

Sikgrafok-e alabbi grafok? (Amelyik igen, azt rajzoljuk le metszéspontok nélkiil; amelyik nem, abban
keressiik meg K3 3 vagy K5 egy felosztasat.) A grafok nagyobb méretben és interaktiv formaban megtalalhatoak itt:
http://www.math.u-szeged.hu/ "twaldha/tanitas/regi/dimat2_2022tavasz/grafok/grafjatek-sik.html

RaN
|



https://youtu.be/FyIR_GT_J74
http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2022tavasz/grafok/grafjatek-sik.html
http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2022tavasz/grafok/grafjatek-sik.html

3.4. Fak és erddk

A feladatok megoldasa el6tt célszertd megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:

P https://youtu.be/bV7uhWyf6wQ

Kidolgozott feladat.

A G graf egy fa, melynek hat csicsa van. A legnagyobb fokszamu cstcs harmadfoki (csak egy harmadfoka
csucs van).

(a) Mekkorak lehetnek a csticsok fokszamai?

(b) Rajzoljuk le az sszes ilyen fat (izomorfia erejéig).

Megoldas.

(a) Minden fanak van legalabb két elséfoku csicsa (kivéve, ha egyetlen cstucsbol 4ll a fa), pl. a leghosszabb
ut két végpontja. Igy a fokszamok koziil mar harmat tudunk: 1,1,3. Faban az élek szama mindig eggyel
kisebb a cstcsok szamanél, ezért 6t él van, és igy a fokszamok 6sszege 10. Ezért a hidnyzo6 harom fokszam
osszege 10— (1+1+3) = 5. Csak egyetlen modon lehe az 5-6t haromnal kisebb pozitiv egészek Gsszegére
felbontani: 5 =1+ 2 4 2. Tehat a fokszdmok (nagysag szerinti sorrendben): 1,1,1,2,2,3.

(b) Izomorfia erejéig két ilyen fa van:

>—0—T—0—<~—T—0—0—<

Hogy ezek nem izomorfak, az példaul abbol kovetkezik, hogy az egyikben nincs éllel GsszekGtve a két
maéasodfoku cstcs, a masikban pedig Gssze vannak kotve.

@ 3.10. feladat. Izomorfia erejéig. ..
(a) héany 5-cstcst fa van?

(b) héany 5-éld fa van?

3.11. feladat. Izomorfia erejéig. ..

(a) héany 3-cstcst fa van? (d) hany 3-éld fa van? (g) hany 3-csucsu erdd van?
(b) hany 4-csucsu fa van? (e) hany 4-éli fa van? (h) hany 4-csticsti erd van?
(¢) héany 6-csticsu fa van? (f) hany 6-éli fa van?

3.12. feladat. Egy 20-cstucsu fanak 18 darab elséfoki cstcsa van.

(a) Mennyi lehet a tovabbi két csucs fokszama?
(b) Milyen hosszu lehet a leghosszabb utja?
)

Hény ilyen fa van izomorfia erejéig?

Kidolgozott feladat.

Héany éle van annak az erdének, ami 3 fabol 4ll, és 8 csiicsa van?

Megoldas. Jelolje az egyes fak csiicsszamat vy, vy és vs, az élszamokat pedig eq, ey és e3. Egy fanak mindig
eggyel kevesebb éle van, mint ahany csicsa, ezért e; = v; — 1 (i = 1,2,3). Az élek szama tehat Gsszesen

61+€2+63:(’Ul—1)+(U2—1>+(U3—1):Ul+?}2+v3—3:8—3:5.

@ 3.13. feladat. Egy erdd 5 fajaban Gsszesen 16 €l van. Hany csiicsa van az erdének?

3.14. feladat. Hany fabol allhat egy olyan erdd, aminek 10 csticsa és 7 éle van?


https://youtu.be/bV7uhWyf6wQ

3.5. Paros grafok

A feladatok megoldasa el6tt célszert megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:

P https://youtu.be/W-VujGiJYkA

Kidolgozott feladat.

Parosak-e alabbi grafok? (Amelyik igen, azt szinezziik ki két szinnel; amelyik nem, abban keressiink paratlan
hosszasagu kort.)

Megoldas. Az els¢ graf nem paros, mert van benne paratlan hossztusaga kor (példaul a kiils§ 6tszog). A
maésodik graf paros, mert ki lehet szinezni két szinnel ugy, hogy az éllel 6sszekotott csiicsok kiilonbozo szintiek
legyenek. Lényegében csak egy ilyen szinezés van (a két szin felcserélésétdl eltekintve):

J

@ 3.15. feladat. Parosak-e alabbi grafok? (Amelyik igen, azt szinezziik ki két szinnel; amelyik nem, abban keresstink
paratlan hosszusagu kort.) A grafok nagyobb méretben és interaktiv formaban megtalalhatoak itt:
http://www.math.u-szeged.hu/"twaldha/tanitas/regi/dimat2_2022tavasz/grafok/grafjatek-paros.html

(c)

(a) Z E
(b) @ (@) @
3.16. feladat. Parosak-e alabbi grafok? (Amelyik igen, azt szinezziik ki két szinnel; amelyik nem, abban keressiink

paratlan hosszusagu kort.) A grafok nagyobb méretben és interaktiv formaban megtalalhatoak itt:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/regi/dimat2_2022tavasz/grafok/grafjatek-paros.html

(a) (b) @ ©



https://youtu.be/W-VujGiJYkA
http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2022tavasz/grafok/grafjatek-paros.html
http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2022tavasz/grafok/grafjatek-paros.html

3.6. Parositasok

A feladatok megoldasa el6tt célszertd megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:
¢ https://youtu.be/XwMXixtGgbc (péarositasok, lefogd csticshalmazok, javito utak)

> https://youtu.be/LqEAbojRueo (a magyar modszer)

Kidolgozott feladat.

Keressiink maximalis elemszamu péarositast és minimaélis elemszamu lefogd csticshalmazt az alabbi grafban.

/O

Megoldas. A lenti abran a kék élek egy parositast, a piros cstucsok egy lefogd cstuicshalmazt adnak meg.
Mivel a pérositas és a lefogd csicshalmaz ugyanakkora (4 élbdl, illetve 4 cstacsbdl all), a parositas maximalis
elemszamd, a lefogd csucshalmaz pedig minimalis elemszamu (azaz v(G) = 7(G) = 4).

/D

@ 3.17. feladat. Keressiink (a magyar modszerrel) maximalis elemszamu parositast az alabbi grafokban. Igazoljuk
a parositas optimalis voltat egy megfelel§ lefogd csicshalmaz megadaséaval. A grafok nagyobb méretben és interaktiv
formaban megtalalhatoak itt:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/regi/dimat2_2023tavasz/parositas
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https://youtu.be/XwMXixtGgbc
https://youtu.be/LqEAbojRueo
http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2023tavasz/parositas

3.18. feladat. Keressiink (a magyar modszerrel) maximalis elemszami parositast az alabbi grafokban. Igazoljuk
a parositas optimaélis voltat egy megfelels lefogd csticshalmaz megadaséaval. A grafok nagyobb méretben és interaktiv

formaban megtalalhatoak itt:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/regi/dimat2_2023tavasz/parositas

(a) i (b)



http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2023tavasz/parositas

4. Absztrakt algebra




4.1. Miiveletek, mtiveleti tulajdonsagok

A feladatok megoldasa el6tt célszert megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:

P https://youtu.be/yPbBhgAl1Ils

Kidolgozott feladat.

Mivelet-e . ..
(a) a szorzas a racionalis szamok halmazan?

(b) a szorzas az irraciondlis szamok halmazan?

Megoldas.

(a) Igen, mert két raciondlis szam szorzata mindig értelmezett, egyértelmiien meghatéarozott, és a szorzat
értéke is mindig racionalis szam lesz.

(b) Nem, mert két irracionalis szdm szorzata nem mindig irracionalis, példaul V2 - /2 nem irracionalis.

@ 4.1. feladat. Mivelet-e ...
(a) az Osszeadas a harommal oszthato egész szdmok halmazan?
(b) az Osszeadas a harommal nem oszthato egész szdmok halmazan?

¢) az osztéas a pozitiv egész szamok halmazan?

)
)
()
(d) az osszeadés az {a + bi | a,b € R*} halmazon?
(e) zxy = \/zy a valds szamok halmazan?

(f) = xy = /2y a komplex szdmok halmazan?

(g) a metszés az {0, {1}, {2}, {3},{1,2},{1,3}} halmazon?

Ez a feladat interaktiv formaban megtalalhatoé itt:
http://www.math.u-szeged.hu/ "twaldha/tanitas/regi/dimat2_2020tavasz/algebra/algebral-muveletek.html

4.2. feladat. Mivelet-e ...
(a) a szorzas a harommal oszthato egész szamok halmazan?
(b) a szorzas a harommal nem oszthatd egész szamok halmazan?
(c) az Osszeadas a [0, 1] intervallumon?
(d) a szorzas a [0, 1] intervallumon?

(e) a szorzés az {a + bi | a,b € R*} halmazon?

(f)

f) az egyesités az {0, {1},{2},{3},{1,2},{1,3}} halmazon?

Ez a feladat interaktiv formaban megtalalhaté itt:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/regi/dimat2_2020tavasz/algebra/algebral-muveletek.html


https://youtu.be/yPbBhgA11Is
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Kidolgozott feladat.

Vizsgaljuk meg a tanult miiveleti tulajdonsagok szempontjabol a kiovetkezs tablazattal megadott miiveletet.

x|la b c d e
alb a d e ¢
bla b ¢ d e
cle ¢ a b d
dlc d e a b
e|ld e b ¢ a

Kancellativ-e a mivelet?
Kommutativ-e a mitvelet?

)
)
¢) Van-e zéruselem?
)
)

Megoldas.
(a) Kancellativ, mert semelyik sorban és semelyik oszlopban sincs ismétlgdeés.
(b) Nem kommutativ, mert pl. a*xc=4d és cxa = e.

¢) Nincs zéruselem.

)
(c)
(d) Van egységelem, mégpedig a b elem.
(e) Az a elem inverze sajat maga (hiszen a x a = b = egységelem), a b elem is 6nmagénak az inverze (az
egységelem mindig sajat maganak az inverze), a tobbi elemnek pedig nincs inverze (pl. ¢ soraban ugyan
megtalaljuk az egységelemet: ¢ d = b, de mivel d * ¢ # b, nem lesz ¢ és d egymas inverze).

@ 4.3. feladat. Vizsgaljuk meg a tanult mrtiveleti tulajdonsagok (kommutativitas, asszociativitas, zéruselem, egy-

ségelem, inverzek, kancellativitas) szempontjabol az alabbi miveleteket. (Irjuk fel a miivelettablazatot, ha nincs
megadval)

(a) az A ={a,b,c,d} halmazon a lenti tablazattal definialt * mivelet
(b) az A = {a,b,c,d} halmazon a lenti tablazattal definialt o mtvelet

)
(¢) a Zs halmazon a szorzas miivelete
)

(d) a P({u,v}) halmazon az egyesités miivelete

*|a b ¢ d ola b ¢ d
ala b ¢ d alc a b b
b|b a ¢ d bla b ¢ d
clec ¢ ¢ c clb ¢ b a
did d c ¢ d|b d c a

Ez a feladat interaktiv formaban megtalalhaté itt:
http://www.math.u-szeged.hu/ "twaldha/tanitas/regi/dimat2_2020tavasz/algebra/algebral-muveletek.html


http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2020tavasz/algebra/algebra1-muveletek.html

4.4. feladat. Vizsgaljuk meg a tanult mrtiveleti tulajdonsagok (kommutativitas, asszociativitas, zéruselem, egy-
ségelem, inverzek, kancellativitas) szempontjabol az alabbi mtiveleteket. (Ha nincs megadva a mtivelettablazat, akkor
irjuk fel!)

a) az {1,—1,¢,—i} halmazon a szorzas mivelete

(c
(d

(a)

(b) az {igaz,hamis} halmazon az implikicié miivelete
) az {1,2,3} halmazon az x My = min{x, y} mivelet
)

az A = {u,v,w} halmazon a lenti tablazattal definialt o mivelet

Ez a feladat interaktiv forméban megtalalhaté itt:
http://www.math.u-szeged.hu/"twaldha/tanitas/regi/dimat2_2020tavasz/algebra/algebral-muveletek.html

Kidolgozott feladat.

Definialjunk a valés szamok halmazéan egy miiveletet a kivetkez6 képlettel: a x b = Ta + 7b + 2ab + 21.
(a) Hatéarozzuk meg az (R;*) grupoid zéruselemét.
(b) Hatarozzuk meg az (R; ) grupoid egységelemét.

(c) Hatarozzuk meg az (R; %) grupoidban az elemek inverzeit.

Megoldas.

(a) Olyan z valos szamot keresiink, amelyre minden x esetén z* z = z teljesiil (mivel a mivelet szemlatomast
kommutativ, nem sziikséges kiilon felirni azt is, hogy z+xx = z). Ebbol a Tax+72+42x2+21 = 2 egyenlSséget
kapjuk, amit rendezve az adédik, hogy (7 4+ 2z)x = —6z — 21. Mivel a jobb oldal nem fiigg x-t6l, az

egyenldség csak akkor teljesiilhet minden x esetén, ha a bal oldalon x egytitthatoja nulla, azaz z = —7/2.
Szerencsére z = —7/2 esetén a jobb oldal is nulla, igy —7/2 zéruselem.

(b) Olyan e valos szamot keresiink, amelyre minden x esetén xx e = x teljesiil (mivel a mtivelet kommutativ,
nem sziikséges kiilon felirni azt is, hogy e * x = ). Ebbél a 7z + 7e + 2xe + 21 = x egyenldséget kapjuk,
amit rendezve az adodik, hogy (6 + 2e)x = —Te — 21. Mivel a jobb oldal nem fiigg x-t6l, az egyenlGség
csak akkor teljesiilhet minden x esetén, ha a bal oldalon z egyiitthatéja nulla, azaz e = —3. Szerencsére
e = —3 esetén a jobb oldal is nulla, igy —3 egységelem.

(c) Az x és y elemek akkor és csak akkor egymas inverzei, ha zxy = —3 teljesiil (mivel a miivelet kommutativ,
nem sziikséges kiilon felirni azt is, hogy y * & = —3). Ebbdl a 7z + Ty + 22y + 21 = —3 egyenlGséget
kapjuk, amit rendezve az adodik, hogy (7 + 2x)y = —24 — 7. Ha « # —7/2, akkor 7 + 2z nem nulla,
ezért leoszthatunk vele. Igy azt kapjuk, hogy @ # —7/2 esetén x-nek van inverze, mégpedig 7721559” A

—7/2 szadmnak nincs inverze, ami nem meglepd hiszen & a zéruselem. (Nem nehéz meggondolni, hogy az

egyelemt grupoidokat leszamitva a zéruselemnek nem lehet inverze.)



http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2020tavasz/algebra/algebra1-muveletek.html

Kidolgozott feladat.

Definialjunk a Z;5 halmazon egy mitiveletet a kivetkezd képlettel: a x b = 6a + 100.
(a) Kommutativ-e a mivelet?
(b) Kancellativ-e a mivelet?

(c) Asszociativ-e a mtivelet?

Megoldas.

s 1%0 = 6 (ez a ketts valoban kiilonbozik, mert

[N

(a) Nem kommutativ a miivelet, mert pl. 0*1 = 1
10 6 (mod 15)).

(b) Nem kancellativ a mtivelet, mert pl. 0% 0 =0 és 50 =30 = 0, azaz 0 x0 = 5 * 0 annak ellenére, hogy 0

és b két kiilonbo6z6 elem.

(¢) Szamitsuk ki az (a xb) x ¢ és a * (b * ¢) kifejezéseket tetszbleges a, b, ¢ € Z15 esetén):

(a*b) % c= (6a+ 10b) * c = 6 (6a + 10b) + 10c = 36a + 60b + 10c¢;
ax (bxc)=ax(6b+ 10c) = 6a + 10 (6b + 10c) = 6a + 60b + 100c.

Mivel 36 = 6 (mod 15), minden a € Z5 elemre teljesiil, hogy 36a = 6a. Hasonloéan, minden ¢ € Z;
elemre 10c = 100c. Ez a fenti szamolassal egyiitt mutatja, hogy a miivelet asszociativ.

@ 4.5. feladat. Vizsgaljuk meg a tanult miveleti tulajdonsagok (kommutativitas, asszociativitas, zéruselem, egység-
elem, inverzek, kancellativitas) szempontjabol az alabbi miveleteket.

(a) az egész szamok halmazan értelmezett a ¢ b = a + b + 23 mivelet
(b) az egész szamok halmazan értelmezett a @ b = b 4 2 miivelet
(¢) a valos szamok halmazan értelmezett a xb =12 — 3a — 3b + a - b miivelet

Ez a feladat interaktiv formaban megtalalhaté itt:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/regi/dimat2_2020tavasz/algebra/algebral-muveletek.html

4.6. feladat. Vizsgaljuk meg a tanult miveleti tulajdonsdgok (kommutativitas, asszociativitéas, zéruselem, egység-
elem, inverzek, kancellativitas) szempontjabol az alabbi miveleteket.

(a) az egész szamok halmazan értelmezett a @ b = a miivelet
(b) a komplex szdmok halmazén a kivonas mivelete
(c) a valos szamok halmazan értelmezett a A b = ab — 2(a + b) + 6 mivelet

Ez a feladat interaktiv formaban megtalalhaté itt:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/regi/dimat2_2020tavasz/algebra/algebral-muveletek.html
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4.2. Algebrai struktarak

A feladatok megoldasa el6tt célszert megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:

P https://youtu.be/o_Sn3pdlkQg

Kidolgozott feladat.

Grupoidot, félesoportot, monoidot, csoportot, Abel-csoportot alkotnak-e az alabbi halmazok a megadott mii-
velettel?

(a) A:={M € R?*2:det(M) = 1} a szorzas miiveletével
(b) Z14 a szorzas miiveletével

(¢) R~ a kivonas miveletével

Megoldas.

(a) Ha M,N € R?*2 akkor M - N értelmezett, és G is 2 X 2-es valés matrix, tovabba ha det(M) = 1 és
det(N) = 1, akkor det(M - N) = det(M) - det(N) = 1-1 = 1. Igy az A halmaz zart a szorzésra, tehat
grupoidot alkot. Tudjuk, hogy a méatrixok szorzasa asszociativ, ezért a (A;-) félcsoport. Van egységelem
is, hiszen az egységmatrix benne van az A halmazban (nyilvan 1 a determinansa), tehat egységelemes
félesoportrol, azaz monoidrol van sz6. Ha det(M) = 1, akkor az M méatrixnak van inverze, és persze M —*
is 2 x 2-es valés matrix lesz, amelynek determinansa det(M ~!) = det(M)~! = 17! = 1. Ez mutatja, hogy
az A halmaz minden elemének van inverze az A halmazban, és igy (A;-) csoport. A 2 X 2-es méatrixok
szorzasa nem kommutativ (adjunk ellenpéldat!), ezért a csoportunk nem Abel-csoport.

(b) A Zj4 halmaz zart a szorzasra (—>grupoid), a szorzas asszociativ (= félcsoport), az 1 maradékosztaly
egységelem (=>monoid). Inverze azonban csak a redukilt maradékosztalyoknak van, igy pl. 2-nak nincs
inverze (hiszen a 2z =1 (mod 14) kongruencidnak nincs megoldasa). Tehat (Zi4;-) ,csak” monoid, de
nem csoport (és igy nem is Abel-csoport).

(¢) A negativ szamok halmaza nem zart a kivonasra: pl. (—3) — (=5) = 2, ezért R~ nem alkot grupoidot a
kivonas mtiveletével (és igy persze nem is félcsoport, nem is monoid, nem is csoport, nem is Abel-csoport).

J

@ 4.7. feladat. Grupoidot, félcsoportot, monoidot, csoportot, Abel-csoportot alkotnak-e az aldbbi halmazok a
megadott miivelettel?

(a) N az Osszeadas miveletével (g) Zs \ {0} a szorzéas miiveletével

(b) Z az Gsszeadas miiveletével (h) Zs\ {0} az sszeadas miiveletével

(c) Z a szorzas miiveletével (i) R?%? az 6sszeadas miiveletével

(d) Z\ {0} a szorzas miiveletével (j) R?*2 a szorzas miiveletével

(e) Zs az tsszeadas miiveletével (k) R?*2\ {0} a szorzas miiveletével

(f) Zs a szorzas miiveletével (1) GL2(R) := {A € R?*? | det(A) # 0} a szorzas miiveletével

Ez a feladat interaktiv formaban megtalalhato itt:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/regi/dimat2_2020tavasz/algebra/algebra2-strukturak.html

4.8. feladat. Grupoidot, félcsoportot, monoidot, csoportot, Abel-csoportot alkotnak-e az aldbbi halmazok a
megadott miivelettel?

(a) Q\ {0} az Gsszeadas miiveletével (e) Z~ az sszeadas miiveletével
(b) Q\ {0} a szorzas miiveletével (f) Zg \ {0} a szorzas miiveletével
(c) QF az osszeadas miiveletével (g) N a szorzas miiveletével

(d) QT a szorzas mitiveletével

Ez a feladat interaktiv formaban megtalalhato itt:
http://www.math.u-szeged.hu/"twaldha/tanitas/regi/dimat2_2020tavasz/algebra/algebra2-strukturak.html
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4.9. feladat. Milyen algebrai struktirak az alabbiak?
(a) ({a,b,c,d};0), ahol o a lenti tablazattal definialt mivelet
(b) (P({u,v});V)
(©) ({1, —1,i,—i};")
(d) ({u,v,w};o), ahol ¢ a lenti tablazattal definialt mivelet
(e) ({a,b,c,d}; ), ahol * a lenti tablazattal definialt mtivelet
(f) ({igaz, hamis}; )

ola b ¢ d x|la b ¢ d
alc a b b ala b ¢ d
bla b ¢ d blb a ¢ d
clb ¢ b a clc ¢ ¢ c
d|b d ¢ a dld d c ¢

Ez a feladat interaktiv formaban megtalalhato itt:
http://www.math.u-szeged.hu/ "twaldha/tanitas/regi/dimat2_2020tavasz/algebra/algebra2-strukturak.html

4.10. feladat.
(a) Milyen algebrai struktira (C;¢), ahol a0 b =a — b?
Z;e)

)

Milyen algebrai struktira ,ahol aeb=a+ b+ 237
;®), ahol a ® b= b+ 27

(
(
Milyen algebrai struktuara (
Milyen algebrai struktira (

(

Z
Z;®), ahol a ® b = a?
Milyen algebrai struktara (Q;*), ahol axb =12 —3a —3b+a - b?
f) Milyen algebrai struktura (Q\ {3};*), ahol axb=12—3a —3b+a-b?

Ez a feladat interaktiv formaban megtalalhato itt:
http://www.math.u-szeged.hu/"twaldha/tanitas/regi/dimat2_2020tavasz/algebra/algebra2-strukturak.html

4.11. feladat.
(a) Milyen algebrai struktira (R; A), ahol a A b= ab— 2(a + b) + 67
(b) Milyen algebrai struktira (R\ {2}; A), ahol a A b= ab— 2(a + b) + 67

Kidolgozott feladat.

Gyiirtit, illetve testet alkotnak-e az aldbbi halmazok az Gsszeadas és a szorzéas miiveletével?
(a) a paros szamok halmaza

(b) az irracionalis szdmok halmaza

Megoldas.

(a) Mivel paros szamok osszege, kiilonbsége, szorzata is paros szam, ezért a paros szamok gy(riit alkotnak.
Multiplikativ inverze nem csak a nullanak nincs, hanem pl. a 2-nek sincs (hiszen 1/2 nem péros szam),
ezért a paros szamok nem alkotnak testet, ,csak” gytrtit.

(b) Az irracionalis szamok halmaza nem zart az osszeadasra: pl. v/2 + (1 — v/2) = 1, ezért az irracionalis
szamok nem alkotnak gytrtt, és igy testet sem.

(¢) Tudjuk, hogy Z,, minden n esetén gytird, és ha n primszam, akkor (és csak akkor) test is. Mivel 23 prim,
ezért Zog test, és persze gytr is.
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@ 4.12. feladat. Gyfiriit, illetve testet alkotnak-e az alabbi halmazok a szokéasos Gsszeadassal és szorzassal?
(a) Q
(b) Zs, Zs, 24, 75, Zg
(c) R2*3

4.13. feladat. Gyfirt, illetve testet alkotnak-e az alabbi halmazok a szokasos Gsszeadassal és szorzassal?

(a) C (d) N (8) Z12
(b) R (e) ZlO (h) Z13
(c) Z (f) Z1, (i) R2*2

W 4.14. feladat. Guytiriit, illetve testet alkot-e P(U) (az U halmaz hatvédnyhalmaza) a szimmetrikus differencia (mint
Osszeadas) és a metszés (mint szorzas) mtveletével?



4.3. Izomorfia

A feladatok megoldasa el6tt célszertd megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:

P https://youtu.be/C6aePdjTdyo

Kidolgozott feladat.

Adjunk meg izomorfizmust az A = ({u,v,w}; o) grupoidrdl a B = (Zs; +) grupoidra.

Megoldas. Az A grupoidban w egységelem, B-ben pedig 0 egységelem. Ezért, ha tényleg izomorf a két
grupoid, akkor az izomorfizmusnak w-hez mindenképpen 0-t kell rendelnie. A maésik két elem leképezésére két
lehet&ség van; nézziik meg mondjuk ezt:

e: {u,v,w} — {0,1,2}, ur 1, v 2, w0,

Irjuk at az elemeket ennek a ¢ leképezésnek megfelelen A miivelettablazataban:

Dol | O N

=l Ol ol
Sl Nl =] Ol

Ha jol megnézziik, ez éppen a modulo 3 Gsszeadés (csak nem a szokasos sorrendben szerepelnek a sorok és az
oszlopok). Ez azt mutatja, hogy a ¢ leképezés izomorfizmus A-rél B-re. (Egyébként az w+— 2, v+ 1, w0
leképezés is izomorfizmus.)

Megjegyzés. A 4.4(d) és 4.9(d) feladatokban mar megvizsgaltuk az ({u, v, w};¢) grupoidot. A most belatott
izomorfia fényében nem meglepd, hogy ez a grupoid Abel-csoport, hiszen (Zs;+) is az, marpedig izomorf
grupoidok pontosan ugyanazokkal az algebrai tulajdonsagokkal rendelkeznek. (A ¢ miivelet asszociativitasat
a 4.4(d). feladat megoldasaban kissé koriilményes volt ellenérizni, de az ({u,v,w};o) = (Zs;+) izomorfiabol
ez is trividlisan kovetkezik.)

Kidolgozott feladat.

A D grupoid izomorf az A, B, C grupoidok koziil az egyikkel. Melyikkel, és miért? Amelyikkel izomorf, ahhoz
adjuk meg az izomorfizmust; amelyikkel nem, ott indokoljuk meg, hogy miért nem.

Megoldas. Nézziik meg el6szor alaposan a D grupoidot: x zéruselem, y egységelem, a harmadik elem pedig
sajat maganak az inverze (z * z = y = egységelem). Ezek az informaciok mar egyértelmtien meg is hatarozzak
D szerkezetét. Figyeljiik meg, hogy a B grupoidnak ugyanilyen a szerkezete: b zéruselem, c egységelem, a
harmadik elem pedig sajat maganak az inverze (a * a = ¢ = egységelem). Ebbgl kévetkezik, hogy D izomorf
B-vel a o: D — B, z +— b, y — ¢, z — a izomorfizmus mellett.

Az A grupoidnak is hasonl6 a szerkezete, de nem pont ugyanilyen: a zéruselem, ¢ egységelem, de a harmadik
elem nem inverze sajat maganak (bxb = b # egységelem), s6t, egyaltalan nincs is inverze. Ezért D nem izomorf
A-val.

A C grupoidban ugyan van zéruselem, de nincs egységelem (csak bal oldali egységelemek vannak), ezért C
biztosan nem izomorf D-vel. (Egy masik indoklas: I kommutativ, de C nem az.)



https://youtu.be/C6aePdjTdyo

@ 4.15. feladat. Adjunk meg izomorfizmust az A és B grupoidok kozott.
(a) A = ({igaz,hamis};«), B = (Za;+)
(b> A= ({1,—1,’i,—’i};'), B= (Z4§+)

A feladatban szereplé grupoidok miivelettablazatai interaktiv formaban megtalalhatoéak ebben a ,szinezében”:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/regi/dimat2_2023tavasz/szinezo.html

4.16. feladat. Adjunk meg izomorfizmust az A és B grupoidok k6zott.

(a) A= ({igaz,hamis};A), B = (Z2;") *la b ¢ d
(b) A=({-1,1}), B=(Zy+) ala b ¢ d
(¢) A= ({a,b,c,d};*), B=(Z4;") b|b a ¢ d
(lasd a miivelettablazatot jobbra) clc ¢ ¢ c
did d ¢ ¢

A feladatban szerepld grupoidok miivelettablazatai interaktiv formaban megtalalhatoak ebben a ,szinez&ben:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/regi/dimat2_2023tavasz/szinezo.html

@ 4.17. feladat. Izomorf-e az A grupoid B és C koziil valamelyikkel? Ha igen, akkor adjunk meg egy izomorfizmust;
ha nem, akkor indokoljuk meg, hogy miért nem.

(a) A= ({igaz,hamis};—), B=({0,1};0) C=({0,1};%)

o0 1 * 0 1
011 1 0/0 O
110 1 110 1

(b) A= (P({1,2});u), B=({0,1,2,3}s&), C=({0,1,2,3};%)

@10 1 2 3 *[0 1 2 3
0j]0 1 3 1 0/j0 1 0 1
111 1 1 1 111 1 1 1
213 1 20 2|10 1 2 3
311 1 0 3 31 1 3 3

A feladatban szereplé grupoidok miivelettablazatai interaktiv formaban megtalalhatoak ebben a ,szinezében:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/regi/dimat2_2023tavasz/szinezo.html
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4.18. feladat. Izomorf-e az A grupoid B és C koziil valamelyikkel? Ha igen, akkor adjunk meg egy izomorfizmust;
ha nem, akkor indokoljuk meg, hogy miért nem.

(a) A= ({1,2,3};min), B=({0,1,2};®), C=({0,1,2};%)

1
1
1
1

(b) A = ({igaz,hamis};V), B=({0,1};0), C=({0,1};®)

0|0 1 ®|0 1
0/1 0 010 1
110 0 111 1

(C) A= ({_]woa]-};')a B = ({071a2};®)7 C= ({071’2};0)

1
1
0
2

(d) A=(Zs;), B=({0,1,2,3}0), C=({0,1,2,3};&)

|0 1 2 3 ©(0 1 2 3
0j0 1 2 3 00 1 2 3
111 2 3 0 111 0 3 2
212 3 01 212 3 0 1
313 0 1 2 313 2 10

A feladatban szerepl6 grupoidok miivelettablazatai interaktiv formaban megtalalhatoéak ebben a ,szinezében”
http://www.math.u-szeged.hu/"twaldha/tanitas/regi/dimat2_2023tavasz/szinezo.html


http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2023tavasz/szinezo.html

4.4. Részalgebrak

A feladatok megoldasa el6tt célszert megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:

P https://youtu.be/roLhpHcz1KO0

Kidolgozott feladat.

Tekintsiik az alabbi mivelettablazattal megadott A = ({a, b, ¢, d}; *) grupoidot.

*|a b c d
ald a a a
bl|b b d d
clb b d c
d|ld b d c

(a) Hatarozzuk meg a [b, ¢] részgrupoidot.

(b) Hatarozzuk meg az [a] részgrupoidot.

Megoldas.

(a) Mivel bxc = d, a generatum tartalmazni fogja a d elemet is (b és ¢ mellett). A tablazatbol lathato, hogy
a {b, c,d} halmaz mar zart, azaz nem kapunk tjabb elemeket. Tehat [b, c| = {b, ¢, d}.

(b) Az a elem generalja az egész algebrat, mert a x a =d, d*d = ¢, ¢ * a = b. Tehat [a] = {a, b, c,d}.

@ 4.19. feladat. Hatarozzuk meg az ({a,b, ¢, d}; *) grupoidban az alabbi részgrupoidokat.

(a) [e,d] =7 *x|a b ¢ d
(b) [a,b] =7 ala b c b
clec b ¢ a
dld b b a

4.20. feladat. Hatarozzuk meg az ({a,b, ¢, d}; *) grupoidban az alabbi részgrupoidokat.

(a) [a] =7 *|a b ¢ d
(b) [d =7 ala b c b
b|b b b b
clec b ¢ a
dld b b a

@ 4.21. feladat. Hatarozzuk meg az ({a,b, ¢, d}; *) grupoidban a [b] részgrupoidot.

*|a b c d
ala ¢ b d
blb ¢ b a
clec a ¢ a
dld ¢ a d

4.22. feladat. Hatarozzuk meg az ({a,b, ¢, d}; *) grupoidban az alabbi részgrupoidokat.

(a) [a] =7 x|a b ¢ d
(b) [byc] =7 ala ¢ b d
(c) [a,d] =7 blb ¢ b a
d) [e,d] =7 clec a ¢ a

dld ¢ a d



https://youtu.be/roLhpHczlK0

Kidolgozott feladat.

Benne vannak-e a kovetkez6 szamok a (Z; +) algebra [—2, 6] részalgebrajaban?

Megoldas.
(a) —100 € [—2,6], mert —100 = (—2) + (—=2) + - -- + (—2) (50 tagu Osszeg).
(b) 2 € [-2,6], mert 2 =6+ (—2) + (—2).

(¢) Megmutattuk mar, hogy 2 € [—2,6], ezért most méar a kettest is hasznalhatjuk generalasra: 2022 =
242+ ---+2 (1011 tagna Osszeg), tehat 2022 € [—2,6].

(d) Mivel —2 és 6 is paros szam, belglitk dsszeadéssal csak paros szamokat kaphatunk, igy 2023 ¢ [—2, 6].

Megjegyzés. A fentiek alapjan nem nehéz belatni, hogy [—2, 6] nem méas, mint a paros szamok halmaza.

Kidolgozott feladat.

Hatarozzuk meg az (N;+) félcsoportban a [3, 4] részfélcsoportot.

Megoldas. Az a kérdés, hogy mely pozitiv egész szamokat kaphatjuk meg 3-bol és 4-bol Gsszeadéssal (meg-
engedve az egytagu Osszeget is). Ime néhany széam, ami biztosan megkaphato:

3,4, 6=3+3, 7=3+4, 8 = 4+4, 9 = 3+3+3, 10 = 3+3+4, 11 = 3+4+4, 12 = 3+3+3+3, 13 = 3+3+3+4, . ..

Ebb6l azt sejthetjiik, hogy 1, 2 és 5 kivételével minden természetes szam kijon, azaz [3,4] = N\ {1,2,5}.
Az vilagos, hogy 1, 2 és 5 nem kaphato meg, hiszen 3 + 3 a legkisebb Gsszeg, amit felirhatunk (eltekintve az
egytagu 3, illetve 4 Gsszegektol). Ez igazolja, hogy [3,4] C N\ {1,2,5}. A masik iranya tartalmazéshoz meg
kell mutatnunk, hogy minden n # 1,2,5 természetes szam megkaphato 3-bol és 4-bgl Gsszeadassal. Ezt n
modulo 3 maradéka szerint az aldbbi harom konstrukcié valamelyike mutatja:

n=3k (k>1) = n =3+---+3;
N———
k db
N———
k—1 db
n=3k+2(k>2) = n=3+--+3+4+4
N———

k—2 db

(Ellendrizziik, hogy a fenti képletek valoban minden természetes szamot megadnak 1, 2 és 5 kivételével!)

@ 4.23. feladat. Hatarozzuk meg az (N;+) félcsoportban az alabbi részfélcsoportokat.

(a) [2,9] =7 (b) [4,10] =7

4.24. feladat. Hatarozzuk meg az (N;+) félcsoportban az alabbi részfélcsoportokat.

(a) [2,5] =7 (b) [3,5] =7

@ 4.25. feladat. Hatarozzuk meg az (N;-) félcsoportban az alabbi részfélcsoportokat.

(a) [2,9] =7 (b) [4,10] =7

4.26. feladat. Hatarozzuk meg az (N;-) félcsoportban az alabbi részfélcsoportokat.

(a) [2,5] =7 (b) [3,5] =7



4.5. Részcsoportok

A feladatok megoldasa el6tt célszert megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:
P https://youtu.be/KsUQubMNtLs (a csoport fogalma, példak, alaptulajdonsagok)

> https://youtu.be/zr6vqywG7kU (részcsoportok)

Kidolgozott feladat.

Részcsoportot alkot-e a H halmaz a G csoportban?

(a) G = (R";-), H= {véges tizedes tortek}

Megoldas.
(a) Harom dolgot kell ellendrizni ahhoz, hogy a H C G részhalmaz részcsoport legyen G-ben:

(1) H tartalmazza G egységelemét. Ez teljesiil, hiszen G egységeleme 1, ami véges tizedes tort.

(2) H zart G miveletére, jelen esetben a szorzasra. Ez is teljesil; elég az frasbeli szorzas eljarasara
gondolni, hogy lassuk, hogy véges tizedes tortek szorzata is véges tizedes tort.

(3) H zart az inverzképzésre. Ez nem teljesiil, mert itt az inverz nem méas, mint a reciprok, marpedig
egy véges tizedes tort reciproka altaldban nem véges tizedes tort (pl. 3 € H de 371 ¢ H).

Tehat H nem részcsoportja G-nek (de (1) és (2) szerint legalabb részmonoidja).
(b) Ellendrizziik, amit ellendrizni kell:

(1) H tartalmazza G egységelemét. Ez teljesiil, hiszen G egységeleme 0.

(2) H zart G miiveletére, jelen esetben az Gsszeadéasra. Ez konnyen ellendrizhets kozvetleniil is, de
meguszhatjuk az esetvizsgalatot, ha észrevessziik, hogy H éppen a harommal oszthaté szdmok
maradékosztalyaibol all: H = {3k : k € Z}. (Itt persze elég lenne k € Z helyett k = 0,1,2,3 is, de
nem baj az, hogy egy-egy elemet tobbszor is felirtunk.) Igy mar vilagos, hogy H zart az dsszeadasra:

%+37]€2: 3(/1'1 +k’2) € H.
(3) H zart az inverzképzésre. Ez teljesiil, mert itt additiv inverzekrsl van szo, és
-0=0€H, -3=9¢H, -6=6¢H, -9=3cH.

Tehat H részcsoportja G-nek.

@ 4.27. feladat. Részcsoportot alkot-e a H halmaz a G csoportban?

(a) G = (Z;+), H =Ny () G=(C\{0}-), H={z€C:|z| =1}
(b) G=(Z;+), H={a€Z:4|a} () G=(Zo1;+), H=17%

(c) G=(Q\{0}), H=Q" (&) G = (Zisi), H = {1,411, 14}

(d) G=(Ci+), H={z€C: 2| = 1} (b) G = (Z3,:), H = {1,8,13,20)

4.28. feladat. Részcsoportot alkot-e a H halmaz a G csoportban?

(a) G=(Z;+), H={a€Z:4ta} () G=(C\{0}-), H={ib:beR\{0}}
(b) G=(Q;+), H=Q" (f) G = (Zwo;+), H =710\ {0}

() G=(Q\{0};-), H=QF (g) G = (Zi5;+), H={0,3,6,9,12}

(d) G=(C;+), H={ib:beR} (h) G = (Zys; +), H = {1,1,11,14}


https://youtu.be/KsUQu5MNtLs
https://youtu.be/zr6vqywG7kU

Kidolgozott feladat.

Hatéarozzuk meg a (Z;+) csoportban a [30, 48] részcsoportot.

Megoldas. Az a kérdés, hogy mely egész szamokat kaphatjuk meg 30-bol és 48-bol Osszeadés és additiv
inverzképzés (vagy Osszeadas és kivonas) segitségével. Mivel 30 és 48 is oszthatd 6-tal, csak 6-tal oszthatod
szamokat kaphatunk. Mésrészt, 48 + 48 — 30 — 30 — 30 = 6, ezért 6 € [30,48], és igy a 6-bol ,legyarthato”
szamok megkaphatoak 30-bdl és 48-bol, vagyis [6] C [30,48]. Az vilagos, hogy [6] éppen 6 t6bbszoroseibsl all,
teh&t minden 6-tal oszthaté szamot megkapunk:

[30,48] = [6] = {6k : k € Z}.

Masik megoldas. Mivel az egész szamok Osszeadéasa asszociativ és kommutativ, csak az szamit, hogy hany
30-ast és hany 48-ast adunk Ossze (a sorrend és a zarojelezés nem fontos). Ha z darab 30-ast és y darab
48-ast vesziink, akkor az Osszeg 30x + 48y lesz; itt x és y lehet negativ is, ezzel vessziik figyelembe az additiv
inverzeket. Azt kaptuk tehat, hogy

[30,48] = {30z + 48y : x,y € Z}.

Masképp fogalmazva, egy c egész szam akkor és csak akkor van benne a generalt részcsoportban, ha van
megoldasa a 30x 4+ 48y = c¢ diofantoszi egyenletnek. Tudjuk, hogy ennek az egyenletnek akkor és csak akkor
van megoldéasa, ha Inko(30,48) = 6 | ¢, azaz

[30,48] = {c € Z : 6| c}.

Kidolgozott feladat.

Hatarozzuk meg a G csoportban a B halmaz altal generalt részcsoportot.
(a) G= (Zﬁo;—l-), B = {%,IS}

(b) G = (Zes; +), B = {30,48}

Megoldas.

(a) Az el6z6 feladat megoldasaban minden egész szamot a modulo 60 maradékosztalyaval helyettesitve, azt
kapjuk, hogy

[30,48] = [6] = {6k : k € Z} = {0, 6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 18, 54}.

(b) Ez a feladat latszolag nem sokban kiilonbozik az (a) részt6l: a 6-tal oszthat6 szamok modulo 63 mara-
dékosztalyai alkotjak a generalt részcsoportot. Kiilonbséget jelent azonban, hogy 63 nem oszthato 6-tal.
Ezért, ha elkezdjiik felsorolni a 6-tal oszthat6 szamok modulo 63 maradékosztalyait, akkor 60 utdn 66 = 3
kovetkezik, és még egy ,kort” kell menniink, hogy megkapjuk a generatum Gsszes elemét:

[30,48] = [6] = {6k : k € Z} = {0,6,12,18,24, 30, 36,42, 48,54, 60, 3,9,15,21,27,33,39,45,51,57}.

Sorba rendezve az elemeket azt latjuk, hogy valojaban a 3-mal oszthatd szamok modulo 63 maradékosz-
talyait kaptuk meg:

[30,48] = {0,3,6,9,12, 15, 18, 21, 24, 27, 30, 33, 36, 39, 42, 45, 48,51,54,57,60} = {3k : k € Z} = [3].

Megjegyzés.

A megoldas végén a kovetkezd kérdés meriilt fel: Melyek azok az egész szamok, amelyek kongruensek egy
6-tal oszthaté szammal modulo 637 Azt a valaszt kaptuk, hogy ezek pontosan a 3-mal oszthaté szamok.
A linearis kongruenciakrol tanultak fényében ez nem megleps: a 6z =b (mod 63) kongruncianak akkor
és csak akkor van megoldésa, ha Inko(6,63) = 3 | b.




Kidolgozott feladat.

Hatarozzuk meg az (R; +) csoportban az E, %] részcsoportot.

Megoldas. Hozzuk k6z6s nevezdre a két tortet: % = 1—32 és % = %. Vilagos, hogy tizenkettedekbdl 6sszeadéssal
és kivonassal csak tizenkettedeket kaphatunk, ezért

1

4’6 12712 12 12
A masik irdnyu tartalmazashoz elég megmutatni, hogy % € [%, %] (hiszen 1—12 generalja az Osszes 12 nevezdji
tortet). Ez pedig kovetkezik az alabbi szdmolasbol:

Ezzel igazoltuk, hogy
15 k 1
—,==9=": Zy=|—|.
ael =1 +ez) =)
Masik megoldas. A generatum igy is felirhato:

15 1 5 3z + 10y
— =] =< - -y : Z =<K ———: Z .
13| e ppievez) - {EH¥ ez

Mivel 3 és 10 relativ primek, minden egész szam el6all 3z + 10y alakban, ezért a fenti formula éppen a

tizenkettedek halmazat adja:
15 k
— = =q9=": Z .
el lmrez)




Kidolgozott feladat.

Megoldas. Mivel a maradékosztalyok szorzasa asszociativ és kommutativ, a generdtum elemei felirhatoak
6" - 29” alakban, ahol az = és y egész szamok mutatjak, hogy ,hany darab” 6-t és 29-t szoroztunk ossze (a
negativ kitevé multiplikativ inverzet jelent). Ez azonban — az el6z6 feladatokkal ellentétben — nem sokat segit,
mert nem vildgos, hogy mely maradékosztalyok allnak el§ ilyen alakban. Kezdjiik el inkdbb szorozgatni a
megadott két elemet, és figyeljiik meg, hogy milyen elemeket kapunk:

6=36=1,

=2}

Kijott tehat 1 és 34 is. Az el6bbivel nem sokra megyiink, hiszen 6 az egységelem, 34-sal viszont érdemes lehet
megszorozni a korabbi elemeket:

6-34=204=29, 29-34=986=6, 34-34=1156=1.

Ugy tiinik, hogy nem kapunk mar tjabb elemeket, tehat ezért sejthetjiik, hogy [6,29] = {1,6,29,34}. Hogy
megbizonyosodjunk arrél, hogy ez a halmaz mar zart a szorzésra, készitsiik el a szorzétablajat:

Sl < - -1
= o B El|E

2l g o
e
B ¥~ ool o

A tablazatbol lathato, hogy a megsejtett négyelemii halmaz zart a szorzasra. A f6atlon 1évs egységelemek
pedig azt mutatjak, hogy mind a négy elem sajat maganak az inverze, tehat az inverzképzésre is zart a halmaz.
Ezzel bebizonyitottuk, hogy [6,29] = {1,6,29, 34}.

Megjegyzés. A szamolas akar fejben is elvégezhetd, és a struktura is vilagosabban latszik, ha a ,nagy” szamok
esetén a kisebb abszolut értékd negativ maradékkal reprezentaljuk a maradékosztalyt: 29 = —6 és 34 = —1.
Igy a kovetkezSképpen fest a generdlt részcsoport mtivelettablazata:

HI‘ l‘ =l =

| o | |

I‘»—‘l‘h‘

[=>) | ol o
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@ 4.29. feladat. Hatarozzuk meg a G csoportban a B halmaz altal generalt részcsoportot.

(a) G =(Z;+), B={6,10} (e) G = (Z15;+), B={6,10}
(b) G =(Z;+), B = {25,65} (f) G = (Zs;+), B = {25,65}
(€) G=(Zis;+), B={2} (8) G=(C+), B={Li}
(d) G = (Z1;+), B={6,10} (h) G = (Z}5;-), B = {2}




4.30. feladat. Hatarozzuk meg a G csoportban a B halmaz altal generalt részcsoportot.

(a) G=(Z;+), B={10,14} () G=(Z;+), B={2,9}

(b) G = (Zag:+), B = {10,714} (k) G = (Z:+), B = {6,10,15}
(c) G = (Zi5;+), B ={10,14} () G=(Zi;+), B={4}

(d) G=(Z;+), B=1{30,42,105} (m) G = (Z15;+), B= {10}

(e) G = (Z21;+), B = {30,42,105} () G = (Zis;+), B = {5}

(f) G =(Z%), B={2} (0) G = (Za1;+), B = {3}

(&) G =(Z3;-), B = {313} (p) G=(C\{0}:), B={5.3
(h) G=(C\{0}-), B={Li} () G=(2%), B={3}

(i) G=(Ci+), B={3.3 (r) G =(Zi5), B={4}



4.6. Ciklikus csoportok, elem rendje

A feladatok megoldasa el6tt célszert megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:

P https://youtu.be/dpvHTjO5KCs

Kidolgozott feladat.

Hatarozzuk meg a G csoportban az a elem rendjét.

a) G=(Z;+), a=10

Megoldas.

(a) Mivel itt a G csoport miivelete nem szorzas, hanem sszeadas, a ,hatvanyozas” tobbszorozést jelent. Tehat
az a kérdés, hogy legalabb hany 10-est kell Gsszeadni, hogy az egységelemet, vagyis a nullat megkapjuk.
Ez nyilvan nem lehetséges, mert 10k # 0 minden k pozitiv egész ,kitevs” esetén. Ezért og(a) = co.

Megjegyzés. A rend mindig megegyezik az elem altal generalt részcsoport elemszdméval. Innen is
latszik, hogy végtelen a rend, hiszen [10] = {...,—20,—10,0, 10,20, ... }.

(b) Kezdjiik el ,hatvanyozni”, azaz t6bbszorozni az a elemet, hogy lassuk, mikor jon ki el@szor az egységelem:

a=10, 2a=20, 3a=30, 4a=40=5, 5a=15 6a=25 Ta=35=0.

Megjegyzés. A generalt részcsoport elemeinek felirdsa nélkiil is megkaphattuk volna a rendet a ko-
vetkezé médon. A rend a legkisebb olyan k pozitiv egész ,kitevs”, amelyre k - 10 = 0. Ez ekvivalens a
35 | 10k oszthatosaggal, ami Euklidész lemmaja szerint akkor és csak akkor teljesiil, ha m | &,

vagyis 7 | k. A legkisebb ilyen pozitiv egész szam k = 7, tehat og(a) = 7.

(¢) Kezdjiik el hatvanyozni az a elemet, hogy lassuk, mikor jon ki elGszor az egységelem (itt méar ,rendes”
hatvanyozasrol van szo, hiszen a G csoport miivelete a szorzas):

a=4, a’=16, a®*=64=29="6, a*=—24=T11, a®*=44=9, a®=36=1.

(d) A szokott modon, hatvanyozassal allapitjuk meg a rendet:

1 3 1 3
a:§+§i, a2:—§+§i, ad=-1, a*'=———

Tehat og(a) = 6.

Megjegyzés. A komplex szamoknél hasznalatos terminologiaval az a tény, hogy az a elem rendje 6, ugy
fogalmazhato meg, hogy a egy primitiv hatodik egységgyok. Az [a] részcsoport pedig nem méas, mint a
hatodik egységgyokok csoportja.

A rendet trigonometrikus alakban szamolva kénnyebben megkaphattuk volna:

a—cosz —i—isinz — af —cosk—ﬂ- —I—isin—ﬂ

-3 3 3 37
tehat az a kérdés, hogy melyik az a legkisebb pozitiv egész k, amelyre %’r egész szamu tobbszorose 2m-nek
(hiszen ekkor lesz a* = 1 = cos0 + isin0). A legkisebb ilyen szam k = 6, ezért og(a) = 6.



https://youtu.be/dpvHTj05KCs

@ 4.31. feladat. Hatarozzuk meg a G csoportban az a elem rendjét.

(@) G = (Z20;+), a
(b) G = (Za20;+), a
(¢) G=(Zay;+), a
(d) G = (Za2o;+), a
() G=(Za1;4), a
) G=R;+), a=2

4.32. feladat. Hatarozzuk meg a G csoportban az a elem rendjét.

(@) G =(Zan;+), a

(b) G = (Za1;4), a

(c) G=(Za1;4), a

(d) G = (Za;+)

(e) G=R;+), a=-1
(f) G=(

() G=(Z51;), a=4



4.7. Kongruencia, faktoralgebra

A feladatok megoldasa el6tt célszert megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:

P https://youtu.be/9Zsq2EKDKwWE

Kidolgozott feladat.

Tekintsiik az alabbi mivelettablazattal megadott A = ({a, b, ¢, d}; *) grupoidot.

*x|la b c d
a|ld a a a
b|b b d d
clb b d c
dld b d c

Kompatibilis osztalyozasa-e A-nak C; = {{a},{b,c,d}}? Ha igen, akkor irjuk fel a megfelel6 faktoralgebra
mivelettablazatat.

Megoldas. Probaljuk meg értelmezni a * mitiveletet az osztalyokon. Ehhez képzeljiik el, hogy az a elemet
pirosra, a b, ¢, d elemeket kékre szinezziik:

x|la b c d
ald a a a
blb b d d
clb b d c
dld b d c

A szinezett tablazatbol kiolvashato, hogy a szorzat szinét mindig egyértelmiien meghatarozza a tényezdsk szine,
mégpedig az alabbi szabaly szerint:

* ‘piros kék

kék  piros
kék  kék

piros

kék

Ez azt jelenti, hogy C; osztalyozas kompatibilis a * mivelettel, és igy fest a hozza tartozo faktoralgebra
miivelettablazata:

| @ pea
@ |ped (o
Ped | Bed {bed

Figyelem: a kék * piros szorzatok ugyan csak a b és d elemeket adjak ki (c-t nem), de ennek ellenére a
faktoralgebraban {b,c,d} * {a} = {b,c,d}! Nem is lenne értelme azt irni, hogy {b,c,d} * {a} = {b,d}, hiszen
{b,d} nem is eleme a faktoralgebranak.



https://youtu.be/9Zsq2EKDKwE

Kidolgozott feladat.

Tekintsiik az alabbi mivelettablazattal megadott A = ({a, b, ¢, d}; *) grupoidot.

*x|la b c d
a|ld a a a
b|b b d d
clb b d c
dld b d c

Kompatibilis osztélyozésa-e A-nak C; = {{a}, {b,c},{d}}? Ha igen, akkor irjuk fel a megfelels faktoralgebra
miivelettablazatat.

Megoldas. Az el6z6 feladathoz hasonloan, szinezéssel dontjiik el, hogy kompatibilis-e az osztalyozas. Szinez-
ziik az a elemet pirosra, a b és c¢ elemeket kékre, a d elemet pedig sargara:

x|a b c

a a a a

b b

8 b c
b c

Probaljuk értelmezni a szinek szorzatait:

* piros  kék

piros piros  piros
kék kék 777 777
777 kék

Nem mindegyik ,szin-szorzat” jol definialt; pl. egy kék és egy sarga elem szorzata néha sarga, néha kék,
ezért a Cy osztalyozas nem kompatibilis a * mitivelettel. Ezt masképp is megfogalmazhatjuk: Jeldlje ~ a Co
osztalyozéashoz tartozo ekvivalenciarelaciot. Ekkor b ~ c és d ~ d de bxd » cx d (hiszen bxd = d és cxd = ¢),
ezért ~ nem kongruenciarelacio, és igy Co nem kompatibilis osztalyozas.

J

@4 4.33. feladat.

miivelettablazatat.

(a) C= {{aab}7 {Cvd}a {6}}
(b) €= {{a}, {b,c.d,e}}
(c) C= {{aac}’ {b, e}, {d}}

*

D QL 0o R

Q@ 2 2 2 o e
QO 0 o oo
o 0 o0 o oo
o QL 0 0o o
o 2 0o o oo

A miivelettablazat interaktiv forméban megtaldlhato ebben a ,szinezében”:

htt

4.34. feladat.

p://www.math.u-szeged.hu/"twaldha/tanitas/regi/dimat2_2023tavasz/szinezo.html

miivelettablazatéat.

e~ (e 0 ot oo
) € = {{a}, (0}, {erd.e}} N
)C:{{a,c,d,e},{b}} cla e ¢ ¢ e
)C:{{a}, {b, e}, {c}, {d}} dla d ¢ d d

A miivelettablazat interaktiv formaban megtaldlhato ebben a ,szinez6ben”:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/regi/dimat2_2023tavasz/szinezo.html

Kompatibilis osztalyozasa-e C az alabbi grupoidnak? Ha igen, irjuk fel a hozza tartozo faktoralgebra

Kompatibilis osztalyozasa-e C az alabbi grupoidnak? Ha igen, irjuk fel a hozza tartozo faktoralgebra


http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2023tavasz/szinezo.html
http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2023tavasz/szinezo.html

@ 4.35. feladat. Kompatibilis osztalyozéasa-e C az alabbi grupoidnak? Ha igen, irjuk fel a hozza tartozo faktoralgebra
mivelettablazatat.

x|la b ¢ d
(a) C={{a,c}, {b}, {d}} ala b c¢ d
(b) € = {{a,b}, {c}, {d}} i Z Z Z cbl
d|lec d a b

A miivelettablazat interaktiv forméban megtaldlhato ebben a ,szinezében”:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/regi/dimat2_2023tavasz/szinezo.html

4.36. feladat. Kompatibilis osztalyozasa-e C az alabbi grupoidnak? Ha igen, irjuk fel a hozza tartozo faktoralgebra
mivelettablazatat.

(a) €= {{a,c}, {b,d}}

(b) €= {{a}, {c}, {b.d}}
(©) €= {{a}, {b.c.a}}

(@) €= {{a,b,c,d}}

(e) C={{a}, {0}, {c}, {d}}

A mivelettablazat interaktiv formaban megtalalhato ebben a ,szinezében”
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/regi/dimat2_2023tavasz/szinezo.html

*
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% @ 4.37. feladat. Definidljuk a valés szamok halmazan a ~ relaciot a kovetkezdképpen: a ~ b <= sgna = sgnb.
Kongruencidja-e ~ a relacio az alabbi grupoidoknak? Ha igen, irjuk fel a faktorgrupoid mitivelettablazatat.

(a) (R;+)
(b) (B;-)

% 4.38. feladat. Tekintsiik a természetes szamok halmazan a kdvetkezs osztéalyozast:
C = {{hérommal oszthat6 szamok}, {harommal nem oszthaté szamok} }.

Kompatibilis osztalyozéasa-e C az alabbi grupoidoknak? Ha igen, irjuk fel a megfelels faktorgrupoid miivelettablazatat.
(a) (N;+)
(b) (N;-)


http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2023tavasz/szinezo.html
http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2023tavasz/szinezo.html

4.8. Homomorfizmus

A feladatok megoldasa el6tt célszertd megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:

P https://youtu.be/OmnwXTZO8VY

Kidolgozott feladat.

Legyen x a valos szamok halmazan a szadmtani kozép képzésének miivelete, és legyen o a pozitiv valés szamok
halmazan a mértani kozép képzésének miivelete:

m*yzfgﬂ(@yeR% aob=Vab (a,b€R").

Homomorfizmus-e a ¢: (R;*) — (R*;0), x — 3% leképezés?

£E+y z+ty
u*m¢=(77)¢:32.

Hasonloan szamithatjuk ki az xp o yo kifejezést is:
(zp) o (yp) = 3% 03 = V3® - 3v.

A hatvanyozas szokdsos azonossagainak segitségével lathatjuk, hogy 35 = /37 . 3v tetszbleges x, y valos
szamok esetén, tehat a ¢ leképezés homomorfizmus.

Megjegyzés. A ¢ leképezés bijektiv, {gy izomorfizmus is, tehat (R;*) = (RT;0).

Kidolgozott feladat.

Tekintsiik a valos szamok halmazén az a A b = ab — 2(a + b) + 6 miiveletet. Homomorfizmus-e az alabbi
leképezés?

Megoldas. Ellendrizniink kell, hogy teljesiil-e (a Ab)p = ap - bp minden a, b € R esetén. Szamitsuk ki elészor
a bal oldalt, felhasznalva a A miivelet és a ¢ leképezés definiciojat:

(alb)p=(ab—2(a+b)+6)p=ab—2(a+b)+6—2=ab—2(a+0b)+4.
Most szamitsuk ki az agp - by kifejezést is:
(ap) - (bp) =(a—2)-(b—2)=ab—2a— 2b+4.

A két eredmény megegyezik, ezért a ¢ leképezés homomorfizmus.

Megjegyzés. A ¢ leképezés bijektiv, ezért izomorfizmus, kovetkezésképp (R; A) = (R;-). Ebbdl kévetkezik
minden, amit a 4.6(c) és 4.11. feladatokban megallapitottunk a A mtveletrdl (és ha tudtuk volna ezt az
izomorfizmust korabban, akkor joval egyszertibb lett volna megoldani ezeket a feladatokat). Figyeljiik meg,
hogy (R; A) zéruseleme 2, épp az az elem, amelyet ¢ az (R;-) grupoid zéruselemébe (a nullaba) visz, és hasonlo
mondhato el az egységelemekrol is (3p = 1). Mivel (R\ {0};-) Abel-csoport, a ¢ izomorfizmus melletti ¢sképe,
azaz (R\ {2}; A) is Abel-csoport



https://youtu.be/0mnwXTZ08VY

Kidolgozott feladat.

Homomorfizmus-e az alabbi leképezés?

Megoldas. A homomorfizmus definicidja alapjan a kovetkezd két egyenlGséget kell ellenérizniink tetszéleges
T,y € Z14 esetén:
@+yle=zp+yp & (z-y)p=1zp yp.

Az els6 egyenlség a ¢ leképezés definicidja szerint azt jelenti, hogy
6-(z+y)=6-2+6-y,

ami valoban teljesiil, mert Zq4-ben a szorzas disztributiv az dsszeadasra. A masodik egyenlGség igy fest:
6:-(z-y)=(6-2) (6-y)

Itt a bal oldalon 6 - z - y &ll, a jobb oldalon pedig 36 -z -y = 8-z -y, és ez a kettd altalaban nem egyenld
egyméssal (pl. z = y = 1 esetén a bal oldal értéke 6, a jobb oldal értéke pedig 8). Tehét a ¢ leképezés nem
cserélhetd fel a szorzassal, ezért nem homomorfizmus.

Megjegyzés. Mivel csak a szorzassal volt ,baj”’, ha csak az Gsszeadas miveletét tekintettiik volna, akkor azt
kaptuk volna, hogy ¢: (Z14;+) — (Z14;+), @ — 6 - £ homomorfizmus.

Kidolgozott feladat.

Homomorfizmus-e az alabbi leképezés?

Megoldas. Az el6z6 feladathoz hasonléan ellendrizhetd, hogy v felcserélhets az Gsszeadéssal, mert Zis-ben is
disztributiv a szorzés az Osszeadasra. A szorzassal valo felcserélhetdség, vagyis az (x-y) = x) -y egyenlSség
igy fest ebben az esetben:

6 (z-y)=06-2) (6y).
Ez is latszolag ugyanaz, mint az el6z6 feladatban, de ne feledjiik, hogy most mér nem modulo 14, hanem

modulo 15 szdmolunk. Marpedig 36 = 6 (mod 15), ezért a jobb oldal 36 - z -y = 6 - z - y, ami megegyezik a
bal oldallal. Tehat a ¢/ leképezés most felcserélhetd a szorzéssal is, igy homomorfizmus.

@¢ 4.39. feladat. Homomorfizmusok-e az alabbi leképezések?

(a) o: (RT;) = (R;+), z— logz (e) p: (R™™) — (R;-), M+ det M
(®) 0: (Ci+,)) = (Ci+,7), 2 Z () ¢: (C[0,1];4) = (R;+), fH}f(x)dx
0

() ¢: (C;+) = (R;+), z+— Rez (8) ©: (Zi+,-) = (Zi+,-), @ — 2

(d) ¢: (C;-) = (R;-), 2+ Rez (h) : (R;+) — (R;+), z — 22

4.40. feladat. Homomorfizmusok-e az alabbi leképezések?
(a) o: RT3 +,) = (RT3 4, ),z > 1/

(b) @1 (Zas+,) = (Zos +,7),x — 2?

(©) w: (Zs;+,") = (Zzs +,-),x = 2°

() ¢: (PU);N) — (P(U);U), H ~ H, ahol U nemiires halmaz
(e) (P(N);U,N) — (P(N);U,N),H — {1,2,3YUH

(f) (K;+,) = (R;+,),{an} — lim, o an, ahol K a konvergens valés szamsorozatok halmaza



VEGEREDMENYEK, MEGOLDASOK




1. Szamelmélet




1.1. Oszthatésag, legnagyobb ko6zos osztd, euklideszi algoritmus

1.1. feladat.
(a) 7 tobbszorosei: {7k : k € Z}
(b) 420 tobbszorosei: {420k : k € Z}
(c) 4 tobbszorosei: {4k : k € Z}
(d) 28 osztoi: {£1,+2, +4,£7, +14, £28)

1.2. feladat.

(a) 7 tobbszorosei: {7k : k € Z}
(b) 264 tobbszorosei: {264k : k € Z}
(c) 18 osztoi: {£1,+2, £3, 46, £9, £18}

1.3. feladat. 60
1.4. feladat.
(a) Inko(a,b) = 4 = —3a + 4b, lkkt(a,b) = 252
(b) Inko(a,b) = 6 = 2a — 5b, lkkt(a,b) = 390
(¢) Inko(a,b) =7 = —194a + 75b, 1kkt(a,b) = 580139

1.5. feladat.

(a) Inko(a,b) =2 = ba — 7b, 1kkt(a,b) = 816
(b) Inko(a,b) = 23 = —3a + 7b, lkkt(a,b) = 2576

P megoldas: https://youtu.be/mPigchEMSEk
? megoldas: https://youtu.be/t4nG7hHAT O
? megoldas: https://youtu.be/LuNf6SZVsRY

¢ megoldas: https://youtu.be/uXRxRfHRidE

(d) 300 tobbszorosei: {300k : k € Z}
(e) 33 osztoi: {£1,+3,+11,+33}

? megoldas: https://youtu.be/1QozYexyCbE

> megoldas: https://youtu.be/mPigchEMSEk
? megoldas: https://youtu.be/09dviVaolsd

> megoldas: https://youtu.be/yhc3rs_xcEU

(¢) Inko(a,b) = 77 = 2a — b, lkkt(a,b) = 7007
(d) Inko(a,b) = 13 = —4a — 3b, lkkt(a,b) = 143143

1.6. feladat. A negyedik egységgyokok, azaz z =1, —1,14, —i.

1.2. Linearis diofantoszi egyenletek

1.7. feladat.
(a) =245t y=—-2—-6t (t € Z)
(b) z=2-5t, y=2-Tt (t € Z)

1.8. feladat.
(a) x=—-1+17t, y=2—-24t (t € Z)
(b) z=—-1+5t, y=3—-13t (t € Z)
(¢c) 2=-3+Tt, y=3—-6t (t€Z)
(d) z=4+12t, y=-2-Tt (t € Z)

1.9. feladat. 2= |{17,25}|

P megoldas: https://youtu.be/jUS-elyxCR4

P megoldas: https://youtu.be/DAdWAL14Z4Y

() 2 =22+5t, y=11+3t (t € Z)

(f) x =—689 + 571, y =286 — 237t (t € Z)
(g) = =1479+418t, y = —697 — 197t (t € Z)
(h)

h) nincs megoldasa

> megoldas: https://youtu.be/dhQjZvZYFC8


https://youtu.be/mPigchEMSEk
https://youtu.be/t4nG7hH4Tj0
https://youtu.be/LwNf6SZVsRY
https://youtu.be/uXRxRfHRidE
https://youtu.be/1QozYexyCbE
https://youtu.be/mPigchEMSEk
https://youtu.be/O9dvXVao1s4
https://youtu.be/yhc3rs_xcEU
https://youtu.be/jUS-e1yxCR4
https://youtu.be/DAdW4fl4Z4Y
https://youtu.be/dhQjZvZYFC8

1.10. feladat.

(a) 3 ={38,47,56}| (c) 3 =I{19,26,33}|
(b) 7=1{10,13, 16,19, 22, 25, 28}| (d) 2 =|{25,38}]
1.11. feladat. 10-20+1-45és1-2045-45 > megoldas: https://youtu.be/pHs93VAV56g

1.12. feladat.
(a) Csak a 4-nél 1év6t tudja megszerezni. > megoldas: https://youtu.be/0uz2jivxJeg

(b) (=2)-a+3-b=12 (5 ugras) ¢ megoldas: https://youtu.be/0uz2jiwxJeg

1.13. feladat. Az els6 esetben 18-a+ 14 -b = 1000 (32 ugras), a masodik esetben (—1)-a+27-b = 1000 (28 ugras).
1.14. feladat. Végtelen sok megoldéas van, ime a két legegyszertibb: 12-21 —10-25 =2 és 11-25—-13-21 = 2.

1.15. feladat. Gomboc Artir 17 éves (és az 6todik napon fogyott el a csokoladé). Az alabbi linken a szamitogép
lépésenként végigvezet a feladat megoldésan:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/regi/dimat2_2021tavasz/gombocartur.html

1.16. feladat. A rago 56 forintba keriilt, és 24 gyerek valasztotta, a csoki 125 forintba keriilt, és 6 gyerek valasztotta.
1.17. feladat. 6, 10, 6 > megoldas: https://youtu.be/XoX3vjwVOMI
1.18. feladat. 7, 5, 10

1.19. feladat. 1, 1, 5

1.3. A modulo m kongruenciarelaci6

1.20. feladat. 2,7,14

1.21. feladat.

(a) 6 > megoldas: https://youtu.be/_-h76rglvgg
(b) 1 > megoldas: https://youtu.be/_-h76rglvgg
(c) 6 > megoldas: https://youtu.be/_-h76rglvgg
(d) 7 7 megoldas: https://youtu.be/RCqlfd5_iek

(a) 8 (d) 7
(b) 9 (e) 4
(c) 13

1.23. feladat. 2"+24 32l =4.2"43.9"=4.2"43.2"=7-2"=0 (mod 7)
> megoldas: https://youtu.be/_-h76rglvgg

1.24. feladat. 2°"+! 45772 =2.32" 4+ 25.5"=2.5"4+25.5" =27-5" =0 (mod 27)


https://youtu.be/pHs93VAV56g
https://youtu.be/Ouz2jiwxJeg
https://youtu.be/Ouz2jiwxJeg
http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2021tavasz/gombocartur.html
https://youtu.be/XoX3vjwV9MI
https://youtu.be/_-h76rgIvgg
https://youtu.be/_-h76rgIvgg
https://youtu.be/_-h76rgIvgg
https://youtu.be/RCqlfd5_iek
https://youtu.be/_-h76rgIvgg

1.4. Linearis kongruenciak

1.25. feladat.

1.27. feladat.
(a) 11, 25

(b) ez lehetetlen

(c) 3, 10, 17, 24 (eloszor: 3, 17)

1.28. feladat. 694

1.29. feladat. 103

> megoldas: https://youtu.be/WVdonTsgGZU
> megoldas: https://youtu.be/WVdonTsgGZU
> megoldas: https://youtu.be/agndyWxassg

> megoldas: https://youtu.be/0KK5Qwo_oYM

1.5. Linearis kongruenciarendszerek

1.30. feladat.
(a) x =57 (mod 70)
(b) =43 (mod 90)

(¢) =214 (mod 315)

1.31. feladat.

(a) x=1 (mod 10)

(b) =29 (mod 168)

(¢) =53 (mod 90)

1.32. feladat. 47
1.33. feladat. 31
1.34. feladat. 107
1.35. feladat. 3930

1.36. feladat. 119

(d) =37 (mod 315)
(e) = -1 (mod 56)

(f) nincs megoldasa

1.37. feladat. 1z =12¢; + 55¢c2 (mod 66)

P megoldas: https://youtu.be/m_J7XaKhQmE
P megoldas: https://youtu.be/Mt1eWRo3mV8

P megoldas: https://youtu.be/ENgm2ogMmR

(g) =18 (mod 35)
(h) =17 (mod 30)
(i) x =184 (mod 210)

P megoldas: https://youtu.be/VW7nCtXrgjY

P megoldas: https://youtu.be/m_J7XaKhQmE


https://youtu.be/WVdonTsgGZU
https://youtu.be/WVdonTsgGZU
https://youtu.be/aqndyWxassg
https://youtu.be/OKK5Qwo_oYM
https://youtu.be/m_J7XaKhQmE
https://youtu.be/Mt1eWRo3mV8
https://youtu.be/ENqm2oqMmR
https://youtu.be/VW7nCtXrgjY
https://youtu.be/m_J7XaKhQmE

1.38. feladat.
(a)  =21¢p +50c; (mod 70)
(b) x =40¢; + 45¢2 + 36¢3 (mod 60)

1.6. Maradékosztalyok

1.39. feladat.

(a) igen > megoldas: https://youtu.be/1t_0UyU8-Xk
(b) nem > megoldas: https://youtu.be/kLsPdMoDZrY
(c) igen > megoldas: https://youtu.be/kLsPdMoDZrY

1.40. feladat.

(a) nem (c) igen

(b) igen (d) nem

1.41. feladat.

oa\

(a) 3, 13, 5 > megoldas: https://youtu.be/08GhI3fdAbI

(b)

> megoldas: https://youtu.be/yTB6jZGYpng

=
|

1.42. feladat.

(a) 4, 16, 3
(b) T1, 15, 0
(c) 15, 12, 9

1.43. feladat.
(a) nincs megoldasa P megoldas: https://youtu.be/08GhI3fdAbI
(b)y T=4, 9, 14 «? megoldas: https://youtu.be/08GhI3fdAbI
(c)T=3 > megoldas: https://youtu.be/na257Lu75CU
(d)z=26 ¢ megoldas: https://youtu.be/eseKJbPJIbcs
(e) nincs megoldasa > megoldas: https://youtu.be/eseKIbPJbcs

1.44. feladat.

(a) z=3,7, 11 (e) T=3

(b) z=10 (f) z=11, 25

(c) nincs megoldasa () T=5, 23, 41, 59, 77
(d) =8, 18, 28, 38 (h) =2, 19, 36


https://youtu.be/1t_OUyU8-Xk
https://youtu.be/kLsPdMoDZrY
https://youtu.be/kLsPdMoDZrY
https://youtu.be/O8GhI3fdAbI
https://youtu.be/yTB6jZGYpng
https://youtu.be/O8GhI3fdAbI
https://youtu.be/O8GhI3fdAbI
https://youtu.be/na257Lu75CU
https://youtu.be/eseKJbPJbcs
https://youtu.be/eseKJbPJbcs

1.7. Redukalt maradékosztalyok, multiplikativ inverz, multiplikativ
rend

1.45. feladat.

(a) 88 ' € Zss5 nem értelmezett > megoldas: https://youtu.be/yjj70WqAukO

(b) 5 ' =8€Zy > megoldas: https://youtu.be/yjj70WgAuKO

1.46. feladat.

(a) 5 =3 € Zy ()3 '=2€7s

(b) 9! € Z15 nem értelmezett (d) 29 ' =68 € Zry

1.47. feladat. Az inverz parok tagjai szorosan egymés mellé vannak irva; amelyik elemnek nincs ,pérja’ az sajat
maganak az inverze.

(a) Zjs ={1; 2,8 4; 7,13; 11; 14} > megoldas: https://youtu.be/na257Lu75CU
(b) Zy ={1; 2,5, 4,7; 8} > megoldas: https://youtu.be/t0CkN8RIvOg

1.48. feladat. Az inverz parok tagjai szorosan egymaés mellé vannak irva; amelyik elemnek nincs ,parja’ az sajat
magéanak az inverze.

(a) Zz ={1; 2,4; 3,5, 6} () Zjp={L; 3,75 9}

(b) Zg={L; 3 5 T} (d) z7, ={L; 2,6; 3,4 59 78 10}
1.49. feladat.

(a) Z%-ban o(2) = 3, 221, % =1 > megoldas: https://youtu.be/na257Lu75CU

(b) Zj,-ban o(3) = 4, 3% -9, 7% =3 ¢ megoldas: https://youtu.be/2RxZ-dqYC3k
1.50. feladat.

a) Zj -ban o(d) =5, I =T, 7" =7 d) Ziz-ban o(21) =5, 21" =TI, 21" =6

11 25
(b) Zis-ban o(13) =4, 13 =1, 3% =7 (e) Zig-ban 0(5) =6, 5> =7, 5 =11
(c) 2¢ 7%, igy o(2) nem ért., 27 =17, 22 =§ (f) Zis-ban 0o(6) =5, 6 - =TI, 6 * =16
1.8. Az Euler-féle ¢ fliggvén
¥

1.51. feladat.

(a) ¢(1000) = 400 > megoldas: https://youtu.be/tul30aZlnyc

(b) ©(360) = 96 > megoldas: https://youtu.be/tul30aZinyc

(¢) v(2021) = 1932 > megoldas: https://youtu.be/tul30aZlnyc
1.52. feladat.

(a) »(60) =16 (c) ¢(20) =38 (e) ©(75) =40

(b) ¢(88) =40 (d) ¢(30) =8 (f) »(128) =64


https://youtu.be/yjj7OWqAuK0
https://youtu.be/yjj7OWqAuK0
https://youtu.be/na257Lu75CU
https://youtu.be/t0CkN8RJvOg
https://youtu.be/na257Lu75CU
https://youtu.be/2RxZ-dqYC3k
https://youtu.be/tul3OaZJnyc
https://youtu.be/tul3OaZJnyc
https://youtu.be/tul3OaZJnyc

1.53. feladat.

(a) z =5,8,10,12
(b) nincs megoldasa

(¢) x=17,9,14,18

(d) = =2* (ke N)
(e) z =12,14,16

(g) »=3,4,6

(h) minden x € N esetén teljestil

(f) nincs megoldasa

1.9. Az Euler—Fermat-tétel

1.54. feladat.
(a) 63%2 =132 =19 (mod 50)
(b) 123765 =25 =10 (mod 11)

1.55. feladat.

(a) 111°° =72 =49 (mod 52)
(b) 3% =3'=3 (mod 128)

1.56. feladat.
(a) 618 =62 =25 (mod 29)

(b) 4447%°18 =372 =5 (mod 44)

1.57. feladat.

(a) 557°17 =273 =8 (mod 53)
(b) 1519 =151 =25 (mod 34)

¢ megoldas: https://youtu.be/wfuSez0gA80

? megoldas: https://youtu.be/21jdmZsF£GO

(c) 19¥1 =19 =19 (mod 75)
(d) 422 =172 =14 (mod 25)

> megoldas: https://youtu.be/KVMvp9UBUno

> megoldas: https://youtu.be/21jdmZsF£GO

(c) 20*9 =207 =14 (mod 31)
(d) 3?98 =3"2=14 (mod 25)

1.58. feladat. 1997998 = (—3)"2 =289 (mod 100) = az utolso két jegy 8 és 9

1.59. feladat. 11...11=971.99...99=4-(10Y-1)=4-(33-1)=4-26=4-5=—1 (mod 7) = ugyanolyan
— —_—

99 99
nap lesz, mint amilyen tegnap volt

1.60. feladat. 13321" = 134" =131 =13 (mod 87)
1.61. feladat.
(a) 91441°* = 31" =3 (mod 88)

150

(b) 80111 =277 =273 =8 (mod 53)

(c) 9581 = 315" =33 =27 (mod 46)

5937

1.62. feladat. 711'8

1.63. feladat. googolplex = 100" =10* = (—5)2 =

¢ megoldas: https://youtu.be/Xoo_3zgZhsY

=40 =4-1=2 (mod 7) = ugyanolyan nap lesz, mint holnaputan

4 (mod 21)


https://youtu.be/wfuSez0gA80
https://youtu.be/21jdmZsFfG0
https://youtu.be/KVMvp9UBUno
https://youtu.be/21jdmZsFfG0
https://youtu.be/Xoo_3zgZhsY

2. Kombinatorika




2.1. Osszeszamlalasi feladatok

2.1. feladat.

e 1.1(a) feladat: ismétléses permutacio

e 1.1(b) feladat: ismétlés nélkiili permutécio

feladat: ismétlés nélkili variacio

feladat: ismétlés nélkiili kombinacio

o 1.3(a) feladat: ismétléses variacio

(a)
(b)
o 1.2(a)
o 1.2(h)
(a)
(b)

w W

o 1. feladat:

b ismétléses kombinécid

Megjegyzés. A feladatok megoldasa soran kideriilt, hogy az ismétléses variacio kivételével minden eset visszavezethetd

ismétléses permutaciora.

11!
6!-4!-1!

11!
6!-4!- 1!

2.2. feladat.

2.3. feladat.

2.4. feladat. 4°

2.5. feladat.

|
2.6. feladat. & = (8) =

2.7. feladat.

2.8. feladat.

2.9. feladat.

2.10. feladat.

2.11. feladat. = -2°

2.12. feladat. — -2

2.13. feladat.

2.14. feladat.

2.15. feladat.

—~
Q
~—

—
=3
~

) B (0) () (2) (2))

-(6)- ()= ()

(1) () () () () =0

>:.._

? megoldas: https://youtu.be/zzvIfnlD-pQ

¢ megoldas: https://youtu.be/cOKpdzOng9I

) > megoldas: https://youtu.be/Q0eIq2vkqVE

13
2


https://youtu.be/zzvIfnlD-pQ
https://youtu.be/c0KpdzOnq9I
https://youtu.be/Q0eIq2vkqVE

2.16.

2.17.

2.18.

2.19.

2.20.

—
&
~—

2.21.

2.22,

2.23.

2.24.

2.25.

2.26.

2.27.

feladat.

feladat.
feladat.

feladat.

feladat.

o

50! - 9!

feladat.
feladat.
feladat.
feladat.
feladat.

feladat.

feladat.

() za

5131 " o111

3+15-1

? megoldas:

¢ megoldas: https://youtu.be/TkkalGeoBTQ

~ (10+30-1
n 30

? megoldas: https://youtu.be/pPULTAuvVvc

https://youtu.be/J4hDWXVn2TQ

7!

‘ 2.2. Szita-formula

2.28.
2.29.
2.30.

2.31.

5
(b) 7!—3-2-6!+3-2~5!:<3>-4!-3!

2.32. feladat.
@ (1)
o (5)-(

2.33. feladat.

feladat.
feladat.
feladat.

feladat.
(a) 7! —5!-3!

P megoldas:

https://youtu.be/UR30kDb7011I

? megoldas: https://youtu.be/COSBuaBPHjo


https://youtu.be/Tkka1GeoBTQ
https://youtu.be/pPU1TAuvVvc
https://youtu.be/J4hDWXVn2TQ
https://youtu.be/UR3OkDb70lI
https://youtu.be/C0SBuaBPHjo

2.34. feladat.

(a) 618 (c) 51
(b) 480 (d) 592
2.35. feladat. 4" —4-3"+6-2"—4 > megoldas: https://youtu.be/educRzt9I81A

2.36. feladat. 68% —36° — 58° — 428 4 26° + 10°® + 328
2.37. feladat. Osszesen 45, ebbsl 45 — 4 - 36 + 6 - 26 — 4 sziirjektiv és 0 injektiv.
2.38. feladat. Osszesen 6%, ebbdl 0 sziirjektiv és 6 -5 - 4 - 3 injektiv.

2.39. feladat. 2" —2

2.40. feladat. 3" — (2) 22"+ 3

‘ 2.3. Binomialis tétel

2.41. feladat.
(a) (3+7)%=1000000
(b) (1—3)°>=-32
2.42. feladat. <Z) -32.2% = 2160 > megoldas: https://youtu.be/9chEjB_Hgpc

2.43. feladat.

(a) (?) -31.2% = 240 (c) 0
5 2. 93 5 3. 92
(b) 9 23722 =720 (d) 3 -3 -2 =1080
12 12
2.44. feladat. —(6 5 1) + (7 1 4> = —1584 ? megoldas: https://youtu.be/1sX7p5fK4_E

2.45. feladat.

12 12
18 egyiitthato] - =-
e 1'° egylitthatoja (6,6,0) (77273) 6996,

12 12 12
31 . h P _ _ — 2 1
e 1°° egylitthatoja <2797 1) + <37574> <47 177> 3100

2.46. feladat.

12 12 12 12 12 12
— .22 2% = 22836 - - 2% -2t = 8712
(&) (0, 6, 6> (2, 3, 7) + (4,0,8) (c) (0, 7, 5) (2,4,6) 41,7

12 12 12 12
b) — .ol .93 = 52979 d 2ol .93 = —7920
(b) (1,5,6> " (3,2,7) (@) (1,4, 7) " (3,1,8>


https://youtu.be/e4ucRzt98lA
https://youtu.be/9chEjB_Hqpc
https://youtu.be/lsX7p5fK4_E

3. Grafelmélet




3.1. Fokszam, izomorfizmus

3.1. feladat.
(a) Nem lehetséges.
(b) Lehetséges.

¢ megoldas: https://youtu.be/1h11EBC61ro

? megoldas: https://youtu.be/1h11EBC61ro

3.2. feladat. Izomorfia erejéig két ilyen graf van (az egyiknél 2, a masiknal 4 a hianyzé fokszam).

3.3. feladat.
(a) Izomorfia erejéig két ilyen graf van.
(b) Izomorfia erejéig két ilyen graf van.

(c) Nincs ilyen graf.

> megoldas: https://youtu.be/t5zpA0CKy-U

(d) Izomorfia erejéig ot ilyen graf van.
(e) Izomorfia erejéig egy ilyen graf van.

(f) Nincs ilyen graf.

3.2. Euler-vonal, Hamilton-kor

3.4. feladat.
(a) Van zart Euler-vonal (és igy nyilt nincs).
(b) Van nyilt Euler-vonal (és igy zart nincs).

(¢) Van zart Euler-vonal (és igy nyilt nincs).

3.5. feladat.
(a) Van nyilt Euler-vonal (és igy zart nincs).
(b) Van zart Euler-vonal (és igy nyilt nincs).

(¢) Nincs Euler-vonal (se zart, se nyilt).

3.6. feladat.
(a) Van Hamilton-kor (és igy Hamilton-ut is).
(b) Van Hamilton-kor (és igy Hamilton-ut is).

(¢) Van Hamilton-ut, de Hamilton-kér nincs.

3.7. feladat.

(a) Nincs Hamilton-ut (és igy Hamilton-kér sincs).
(b) Van Hamilton-kér (és igy Hamilton-ut is).

(¢) Van Hamilton-ut, de Hamilton-kor nincs.

> megoldas: https://youtu.be/wyid4wDMBdzo
> megoldas: https://youtu.be/wyid4wDMBdzo

> megoldas: https://youtu.be/SgQ2zhTgluh

(d) Van zart Euler-vonal (és igy nyilt nincs).

(e) Van zart Euler-vonal (és igy nyilt nincs).

> megoldas: https://youtu.be/wyidwDMBdzo
> megoldas: https://youtu.be/wyidwDMBdzo

? megoldas: https://youtu.be/tQk59WYioPU

(d) Van Hamilton-kor (és igy Hamilton-ut is).

(e) Van Hamilton-kor (és igy Hamilton-ut is).


https://youtu.be/1hllEBC61ro
https://youtu.be/1hllEBC61ro
https://youtu.be/t5zpAOCXy-U
https://youtu.be/wyi4wDMBdzo
https://youtu.be/wyi4wDMBdzo
https://youtu.be/SgQ2zhTgluA
https://youtu.be/wyi4wDMBdzo
https://youtu.be/wyi4wDMBdzo
https://youtu.be/tQk59WYioPU

3.3. Sikgrafok

3.8. feladat.
(a) Sikgraf. > megoldas: https://youtu.be/FyIR_GT_J74
(b) Sikgraf. > megoldas: https://youtu.be/FyIR_GT_J74
(¢) Nem sikgraf. «? megoldas: https://youtu.be/FyIR_GT_J74
(d) Nem sikgraf. 7 megoldas: https://youtu.be/FyIR_GT_J74
(e) Nem sikgraf. > megoldas: https://youtu.be/FyIR_GT_J74
3.9. feladat.

(a) Sikgraf.
(b) Sikgraf.

(¢) Nem sikgraf.

3.4. Fak és erddk

3.10. feladat.
(a) 3 7 megoldas: https://youtu.be/bV7uhWyf6wQ

(b) 6 P megoldas: https://youtu.be/0G8KEGyZRgI

(a) 1 (d) 2 (g) 3
(b) 2 (e) 3 (h) 6
(c) 6 (f) 11

3.12. feladat.

(a) 2 és 18 kozott barmennyi lehet (de az Gsszegiik 20 kell legyen).

3.13. feladat. 21 P megoldas: https://youtu.be/0oqJWno0lnps

3.14. feladat. 3

3.5. Paros grafok

3.15. feladat.

(a) Nem péaros graf. > megoldas: https://youtu.be/W-VujGiJYkA
(b) Paros graf. P megoldas: https://youtu.be/W-VujGiJYkA
(c¢) Paros graf. P megoldas: https://youtu.be/9Tv1ihphnCjk
(d) Nem paros graf. > megoldas: https://youtu.be/LglDalEaSIc


https://youtu.be/FyIR_GT_J74
https://youtu.be/FyIR_GT_J74
https://youtu.be/FyIR_GT_J74
https://youtu.be/FyIR_GT_J74
https://youtu.be/FyIR_GT_J74
https://youtu.be/bV7uhWyf6wQ
https://youtu.be/0G8kEGyZRgI
https://youtu.be/oqJWno0lnp4
https://youtu.be/W-VujGiJYkA
https://youtu.be/W-VujGiJYkA
https://youtu.be/9Tv1hphnCjk
https://youtu.be/LgODa1EaSIc

3.16. feladat.
(a) Paros graf.
(b) Nem paros graf.

(c) Paros graf.

3.6. Parositasok

3.17. feladat.

(a) v(G) =7(G) = 4
(b) v(G)=7(G) =3
(¢) (@) =T1(G) =6
) v(G)=1(G)=5
(e) v(G) = 7(G) = 10
(f) v(G) =7(G) =10

? megoldas:
? megoldas:
? megoldas:
? megoldas:
? megoldas:

P megoldas:

https
https
https
https
https

https

://youtu
://youtu
://youtu
://youtu
://youtu

://youtu

.be/XuMXixtGgbc
.be/LgEAbojRueo
.be/S0TIxu_CZUE
.be/S0TIxu_CZUE
.be/jfUgSoi_gmQ

.be/LgEAbo jRueo


https://youtu.be/XwMXixtGgbc
https://youtu.be/LqEAbojRueo
https://youtu.be/S0TIxu_CZUE
https://youtu.be/S0TIxu_CZUE
https://youtu.be/jfUgSoi_gmQ
https://youtu.be/LqEAbojRueo

4. Absztrakt algebra




4.1. Miiveletek, miiveleti tulajdonsagok

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

feladat.

igen ¢ megoldas: https://youtu.be/yPbBhgAl1ls
nem ? megoldas: https://youtu.be/yPbBhgAl1ls
nem ? megoldas: https://youtu.be/yPbBhgAl1ls
igen ? megoldas: https://youtu.be/yPbBhgAl1ls
nem ? megoldas: https://youtu.be/yPbBhgAl1ls
nem > megoldas: https://youtu.be/yPbBhgA11lIs
igen P megoldas: https://youtu.be/yPbBhgAl1ls
feladat.

igen (d) igen

igen (e) nem

nem (f) nem

feladat.

Kommutativ; asszociativ; nem kancellativ; ¢ zéruselem; a egységelem; a inverze a; b inverze b; c-nek nincs inverze;
d-nek nincs inverze. > megoldas: https://youtu.be/yPbBhgA11Is
Nem kommutativ; nem asszociativ; nem kancellativ; nincs zéruselem; b egységelem; a inverzei c és d; b inverze
b; ¢ inverzei a és ¢; d inverze a. > megoldas: https://youtu.be/yPbBhgAl1lIs
Kommutativ; asszociativ; nem kancellativ; 0 zéruselem; T egységelem; O-nak nincs inverze; 1 inverze T; 2 inverze
3; 3 inverze 2; 4 inverze 4. ? megoldas: https://youtu.be/yPbBhgAl1ls
Kommutativ; asszociativ; nem kancellativ; {u, v} zéruselem; () egységelem; ) inverze 0); a t6bbi elemnek nincs
inverze. P megoldas: https://youtu.be/yPbBhgAllls
feladat.

Kommutativ; asszociativ; kancellativ; nincs zéruselem; 1 egységelem; 1 inverze 1; —1 inverze —1; ¢ inverze —i;
—1 inverze 1.

Nem kommutativ; nem asszociativ; nem kancellativ; nincs zéruselem; nincs egységelem (igy inverzeket nem is
lehet értelmezni).

Kommutativ; asszociativ; nem kancellativ; 1 zéruselem; 3 egységelem; 3 inverze 3; a tobbi elemnek nincs inverze.

Kommutativ; asszociativ; kancellativ; nincs zéruselem; w egységelem; u inverze v; v inverze u; w inverze w.

feladat.

Kommutativ; asszociativ; kancellativ; nincs zéruselem; —23 egységelem; a inverze —46 —a (minden a € Z esetén).
> megoldas: https://youtu.be/yPbBhgAllls

Nem kommutativ; nem asszociativ; nem kancellativ; nincs zéruselem; nincs egységelem (igy inverzeket nem is

lehet értelmezni). > megoldas: https://youtu.be/yPbBhgAl1Is
Kommutativ; asszociativ; nem kancellativ; 3 zéruselem; 4 egységelem; 3-nak nincs inverze; a inverze % (minden

a € R\ {3} esetén). > megoldas: https://youtu.be/yPbBhgAllls


https://youtu.be/yPbBhgA11Is
https://youtu.be/yPbBhgA11Is
https://youtu.be/yPbBhgA11Is
https://youtu.be/yPbBhgA11Is
https://youtu.be/yPbBhgA11Is
https://youtu.be/yPbBhgA11Is
https://youtu.be/yPbBhgA11Is
https://youtu.be/yPbBhgA11Is
https://youtu.be/yPbBhgA11Is
https://youtu.be/yPbBhgA11Is
https://youtu.be/yPbBhgA11Is
https://youtu.be/yPbBhgA11Is
https://youtu.be/yPbBhgA11Is
https://youtu.be/yPbBhgA11Is

4.6. feladat.

(a) Nem kommutativ; asszociativ; nem kancellativ; nincs zéruselem; nincs egységelem (igy inverzeket nem is lehet
értelmezni).

(b) Nem kommutativ; nem asszociativ; kancellativ; nincs zéruselem; nincs egységelem (igy inverzeket nem is lehet

értelmezni).

(¢) Kommutativ; asszociativ; nem kancellativ; 2 zéruselem; 3 egységelem; 2-nek nincs inverze; a inverze 2;:23 (minden
a € R\ {2} esetén). Ennek a feladatnak Kunos Adam altal leirt részletes megoldasa megtalalhato itt:
https://drive.google.com/file/d/1gU3ulW4bYRUMnVMmoHkAOv6uncspgyEQ/view

4.2. Algebrai struktiarak
4.7. feladat.

(a) Félesoport (és igy grupoid is). > megoldas: https://youtu.be/o_Sn3pdlkQg

(b) Abel-csoport (és igy csoport, monoid, félcsoport, grupoid is). & megoldés: https://youtu.be/o_Sn3pdlkQg

(¢) Monoid (és igy félcsoport, grupoid is). > megoldas: https://youtu.be/o_Sn3pdlkQg

(d) Monoid (és igy félcsoport, grupoid is). > megoldas: https://youtu.be/o_Sn3pdlkQg

(e) Abel-csoport (és igy csoport, monoid, félcsoport, grupoid is). & megoldés: https://youtu.be/o_Sn3pdlkQg

(f) Monoid (és igy félcsoport, grupoid is). P megoldas: https://youtu.be/o_Sn3pdlkQg

(g) Abel-csoport (és igy csoport, monoid, félcsoport, grupoid is).  » megoldas: https://youtu.be/o_Sn3pdlkQg

(h) Nem is grupoid. > megoldas: https://youtu.be/o_Sn3pdlkQg

(i) Abel-csoport (és igy csoport, monoid, félcsoport, grupoid is).  «p megoldas: https://youtu.be/o_Sn3pdlkQg

(j) Monoid (és igy félcsoport, grupoid is). P megoldas: https://youtu.be/o_Sn3pdlkQg

(k) Nem is grupoid. > megoldas: https://youtu.be/o_Sn3pdlkQg

(1) Csoport (és igy monoid, félcsoport, grupoid is). > megoldas: https://youtu.be/o_Sn3pdlkQg

4.8. feladat.

) Nem is grupoid.

b) Abel-csoport (és igy csoport, monoid, félesoport, grupoid is).
) Félesoport (és igy grupoid is).

Abel-csoport (és igy csoport, monoid, félcsoport, grupoid is).
Félesoport (és igy grupoid is).

Nem is grupoid.

Monoid (és igy félcsoport, grupoid is).

4.9. feladat.

Grupoid.

Monoid (és igy félcsoport, grupoid is).

Abel-csoport (és igy csoport, monoid, félcsoport, grupoid is).
Abel-csoport (és igy csoport, monoid, félcsoport, grupoid is).
Monoid (és igy félcsoport, grupoid is).

Grupoid.
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4.10. feladat.

(a
(b

Grupoid.
Abel-csoport (és igy csoport, monoid, félcsoport, grupoid is).

¢) Grupoid.

)
)
(c)
(d) Félcsoport (és igy grupoid is).
(e) Monoid (és igy félcsoport, grupoid is).
(f) Abel-csoport (és igy csoport, monoid, félcsoport, grupoid is).

4.11. feladat.
(a) Monoid (és igy félcsoport, grupoid is).

(b) Abel-csoport (és igy csoport, monoid, félecsoport, grupoid is).

4.12. feladat.

(a) Test (és igy gytri is). P megoldas: https://youtu.be/wl-eJ9kzFis
(b) Mindegyik gytrd, Zs, Zs és Zs még test is. > megoldas: https://youtu.be/wl-eJ9kzFis
(¢) Nem is gytrd. > megoldas: https://youtu.be/wl-eJ9kzFis

4.13. feladat.

(a) Test (és igy gytirt is). (d) Nem is gyfird. (g) Gytirtd, de nem test.
(b) Test (és igy gytrd is). (e) Gyfird, de nem test. (h) Test (és igy gytrd is).
(¢) Gyftird, de nem test. (f) Test (és igy gyftrii is). (i) Gyftird, de nem test.

4.14. feladat. Mindig gytrt, és ha U egyelemii halmaz, akkor test is.

4.3. Izomorfia

4.15. feladat.
(a) p: A — B, igaz > 0, hamis — 1 > megoldas: https://youtu.be/C6aePdjTdyo

(b) p: A—=B, 1—0, 12 i—1, —i—3 > megoldas: https://youtu.be/C6aePdjTdyo
(de jo az is, hogy 1+ 0, =1+ 2, i+ 3, —i— 1)

4.16. feladat.
(a) p: A — B, igaz+— 1, hamis — 0
(b) p: A—>B, 1+—0, —1—1

(c) p: A=B, a1, b3, c—~0, d—2

4.17. feladat.

(a) A2 Cés A~B (a kovetkezs izomorfizmus mellett: p: A — B, igaz— 1, hamis — 0).
? megoldas: https://youtu.be/C6aePdjTdyo

(b) A2Bés A=C (pl. a kdvetkezs izomorfizmus mellett: p: A - C, 0 +— 2, {1} — 0, {2} — 3, {1,2} — 1).
P megoldas: https://youtu.be/-pOhpNE6N1w
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4.18. feladat.

a) A2 C és A~B (a kdvetkezs izomorfizmus mellett: p: A =B, 1— 1, 2~ 2, 3+—0).

(
(b) A2 Bés A=C (akovetkezd izomorfizmus mellett: ¢: A — C, igaz — 1, hamis — 0).

(
(
(
(

)
(¢c) A2 Cés A>~B (akovetkezd izomorfizmus mellett: ¢: A =B, —1—1, 0— 2, 1+ 3).
)

(d) A2 Cés Ax~B (pl. akdvetkezs izomorfizmus mellett: p: A =B, 1+ 0, 21, 3+ 3, 4+ 2).

4.4. Részalgebrak

4.19. feladat.
(a) [e,d] ={a,b,c,d}

(b) [a,b] = {a,b}
(C) [CL, d] = {a’ b, d}

4.20. feladat.

(a) [a] = {a}
(b) [d] = {a,b,d}

4.21. feladat. [b] = {a,b,c}

4.22. feladat.

(a) [a] = {a}

(b) [b,¢] ={a,b,c}
(©) [a,d] = {a,d}
(d) [e,d] ={a,b,c, d}

4.23. feladat.
(a) [2,9] ={2,4,6,8,9,10,...} =N\ {1,3,5,7}
(b) [4,10] = {4,8,10,12,...} = {2k : k e N} \ {2,6}

4.24. feladat.
(a) [2,5] ={2,4,5,6,...} =N\ {1,3}
(b) [3,5] ={3,5,6,8,9,10,...} =N\ {1,2,4,7}

4.25. feladat.
(a) [2,9] ={2%-3% .kl eNy, k+£>1}
(b) [4,10] ={2% -5 : ke Ny, k>0, 2|k~ 4, k+(>1}

4.26. feladat.
(a) [2,5] = {2%-5°: K, €Ny, k+£>1}
(b) [3,5] = {3%-5°: ke Ny, k+£>1}

> megoldas: https://youtu.be/roLhpHcz1K0
> megoldas: https://youtu.be/roLhpHcz1KO

? megoldas: https://youtu.be/RVku99K3_ds

? megoldas: https://youtu.be/FXsSH4F1tJc

? megoldas: https://youtu.be/roLhpHczlKO

P megoldas: https://youtu.be/CzEEPfnNh0k

P megoldas: https://youtu.be/roLhpHczlKO

P megoldas: https://youtu.be/BjqXiVwqGKg
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4.5. Részcsoportok

4.27. feladat.
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4.6. Ciklikus csoportok, elem rendje

4.31. feladat.

(a) o(a) =4 P megoldas: https://youtu.be/dpvHTjO5KCs
(b) o(a) =10 7 megoldas: https://youtu.be/dpvHTjO5KCs
(c) o(a) =20 > megoldas: https://youtu.be/dpvHTjO5KCs
(d) o(a) =5 > megoldas: https://youtu.be/dpvHTjO5KCs
(e) ola) =7 P megoldas: https://youtu.be/vURkfeX6Ur0
(f) o(a) = o0 ? megoldas: https://youtu.be/vURkfeX6Ur0
(g) o(a) =0 ? megoldas: https://youtu.be/dpvHTjO5KCs
(h) o(a) = o0 P megoldas: https://youtu.be/dpvHTjO5KCs
(i) o(a) =4 P megoldas: https://youtu.be/dpvHTjO5KCs
() o(a) =3 ? megoldas: https://youtu.be/vURkfeX6Ur0
(k) o(a) =6 ¢ megoldas: https://youtu.be/vURkfeX6Ur0
(1) o(a) =4 ¢ megoldas: https://youtu.be/dpvHTjO5KCs
4.32. feladat

(a) o(a) =7 (h) o(a) =4

(b) o(a) =3 (i) o(a) =5

(c) o(a) =21 (j) o(a) =30

(d) o(a) =17 (k) o(a) =3

(e) o(a) = o0 (1) o(a) =10

(f) o(a) =2 (m) o(a) =15

(g) ofa) =3 () ofa) =2

4.7. Kongruencia, faktoralgebra

4.33. feladat.
(a) nem kompatibilis
(b) kompatibilis

(c) kompatibilis

4.34. feladat.

(a) nem kompatibilis

(b) kompatibilis

4.35. feladat.
(a) kompatibilis

(b) nem kompatibilis

P megoldas: https://youtu.be/9Zsq2EKDKWE
> megoldas: https://youtu.be/9Zsq2EKDKWE

> megoldas: https://youtu.be/1aCfAViM6do

(¢) nem kompatibilis

(d) kompatibilis

> megoldas: https://youtu.be/n8GTH-x4Vxk

> megoldas: https://youtu.be/_rp3rvrzfEc
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4.36. feladat.

(a) kompatibilis (d) kompatibilis
(b) kompatibilis (e) kompatibilis

(¢) nem kompatibilis

4.37. feladat.

(a) nem kompatibilis > megoldéas: https://youtu.be/9Zsq2EKDKWE

(b) kompatibilis ¢ megoldas: https://youtu.be/9Zsq2EKDKWE

4.38. feladat.
(a) nem kompatibilis

(b) kompatibilis

4.8. Homomorfizmus

4.39. feladat.

(a) igen > megoldas:
(b) igen > megoldas:
(c) igen > megoldas:
(d) nem ¢ megoldas:
(e) igen > megoldas:
(f) igen > megoldas:
(g) nem ? megoldas:
(h) nem 7 megoldas:

4.40. feladat.
(a) nem (d) igen

(b) igen (e) igen
(¢) nem (f) igen
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