Bevezetés a biomatematikaba

Jelolések, fogalmak

N=1{0,1,2,3,...} a természetes szamok halmaza.

Nt = {1,2,3,...} a pozitiv egész szdmok halmaza.

Z={..,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...} = {m —n|m,n € N} az egész szdmok halmaza

Q= %|m, ne€z,n#* O} a racionalis szamok halmaza

Minden ralcionalis szam felirthaté véges vagy szakaszos végtelen tizedes tort formédjaban

7
és minden véges vagy szakaszos végtelen tizedes tort benne van (Q-ban. Példaul: 6=

1,1666. .., %gg ::1,12142857142857...% = 0,5. Ha S = 1,563232.. ., akkor 100005 —

1005 = 15632 — 156 = 15476, amelybél
(10000 — 100)S = 15476,

99005 = 15476,

15476
5= 9900

Az olyan végtelen tizedes tortek is szamokat jelolnek, amelyek nem szakaszos vagy véges
tortek. Ilyen példaul a
0,010010001000010000010...

szadm, vagy a v2 = 1,41421356... szém is. Az ilyen szdmokat irraciondlis szdmoknak
nevezziikk. A raciondlis és az irracionalis szamok halmazanak egyesitését R-vel jeloljiik és
a valos szamok halmazanak nevezziik. Haszndljuk még az

R = {z]z € R,z > 0},

R™ ={z|z € R,z < 0},

a, bl ={z|lr e R,a <z <b},a,beR,a<b,

(a,b) ={zlr € R,a <z <b},a,be R, a<b,

[a,b) ={z|r e R,a <z < b}, a,b € R,a <D,

(a,b) ={z]r e Rya < x <b},a,b e R a < b,

(

—00,a)={zr€R:x <a},a€R,



(—0,a] ={z€R:x <a},acR,
(a,0)={z €R:a <z}, a€cR,
[a,00) ={xr eR:a<x},acR.

halmazokat is.

1. Sorozatok

Ha minden természetes szamhoz hozzarendeliink egy valds szamot, akkor sorozatot
kapunk. Az n € N-hez rendelt valés szamot a,-vel jelolve a sorozatot az {ag, a1, as,...}

alakban, vagy roviden az a,, n > 0 forméban irjuk fel. a,-et a sorozat n-edik tagjanak

nevezzik. Példaul az

|

1
737

DN | —

t n-edik tagj =
sorozat n-edik tagja a, n+1,a

{0,1,v2,V3,2,V5,...}

sorozat n-edik tagja a,, = v/n. Kényelmi okok miatt a szdmozast nem mindig 0-val kezdjiik,

N elejérdl véges sok tagot elhagyva, az igy kapott pozitiv egész szamokhoz rendelt valds

1
szamokat is sorozatnak nevezziik. Példaul a 2,3,4,... szdmokhoz rendelve az 7T
L L imokat i tot alkot. Ennek altala tagj L

... szamokat, ez is sorzatot alkot. Ennek &altalanos tagja a, = ,
32_1742_17 Y gJ n2_1
n > 2.

A sorozatokat abrazolhatjuk is a derékszogli koordinata rendszerben, ha ponttal jeloljiik

1
az (n, a,) pontparokat. Az alabbi grafikon az a,, = (—1)"— +1, n > 1 sorozatot abrézolja.
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Az a,, sorozatot feliilr6l korlatosnak mondjuk, ha van olyan K € R, hogy minden n
esetén a, < K. Az a, sorozat alulrdl korlatos, ha van olyan K € R, hogy minden n-re
an > K. Az a, sorozatot korlatosnak nevezziik, ha alulrdl és feliilrdl is korlatos. Az a,
sorozat monoton nové, ha a, < a,4+; minden n-re a,, monoton csokkend, ha a, > a,41
minden n-re. Az a, sorozat monoton, ha monoton névé, vagy monoton csokkend.

Az {ay,aq, ...} sorozatot akkor nevezziik konvergensnek, ha van olyan A € R szam,
hogy n névekedésével az a,, szamok egyre kozelebb keriilnek A-hoz. Az A szamot ilyenkor

a sorozat hatarértékének nevezziik. Ezek jelolése

a, — A, ha n— o0

vagy

lim a, = A.
n—oo

Vannak olyan sorozatok is, amelyek nem konvergensek. Az ilyeneket divergensnek hivjuk.
Az a, — A, ha n — oo tulajdonsag pontos ellenérzéséhez meg kell keresni az olyan
n € N szamokat, amelyre a

la, — Al <e

egyenlotlenség teljesiil. Itt e tetszbleges pozitiv valds szam lehet. Az a,, — A, han — oo
hatarérték akkor lesz igaz, ha a megolddsok halmaza [N, oo) NN alaki valamilyen N € R
szamra.

2
n
Példéul az — 7~ 1, ha n — oo relacié beldtashoz az
n

n2

’n2—1_1’<8

n2

egyenlOtlenséget kell vizsgalni. Mivel — 1 > 1, ezért
n p—

2

’ n

n2_1—1’: —-1<e¢,




2 2
— 1, ha — oo tényleg igaz. — 1
n p—

, 1
Igy T — 3 ha n — oo viszont nem lesz igaz,

n2

mert az |—5———
n®—1

1
— 5‘ < € egyenlotlenséget ha meg akarjuk oldani, akkor

n?+1
n? —1

<e

n?—1+2

<é€
n?—1

1+

<e€
n?—1

2
kovetkezik, amely csak € > 1 esetén oldhaté meg, mivel — 1 > 0.
n

A fenti eljaras azonban sokszor nehéz, néha meg lehetetlen, igy a gyakorlatban nehezen
alkalmazhato. Konnyebben alkalmazhaté, ha miveleti szabdlyokkal ismert hatarértékre

vezetjiik vissza a feladatot.

Nevezetes hatarértékek

1) lim ¢=¢, ahol c€ R

n—oo

2) lim 1 0
n—oo M
0, ha |q| <1
3) lim ¢" =< 1, ha ¢g=1
e divergens, kiilonben

4) lim {/a=1,haa>0

5) lim {/n =1,
. a”

6) lim — =0,haa>0
n—oo 1.



1\"
lim (1 + —) is 1étezik, de ez nem racionalis szam. e-vel szoktuk jelolni.
n—00 n

Hataratmeneti szabalyok

Ha Akkor
) an — a,c €R, ca,, — ca
) Gp — a, b, — b an+b, —a-+b
) ap, — a,b, — b anb, — ab
) @p — a, by, — b,b#0 Z—”—>%
) an, — a,b, — b,a>0 agnﬁab
) an — a,b, — bés a, <b, a<b
) ap — a, by, — aés ay < c, < b, Cn — Q
Példak
1) lim M:?

n—oo n2—n+2

1 1 11 1 5
Mivel — — 0, ezért 3) szerint — = —-— — 0, innen 1)-b6l — — 0, —— — 0, — — 0,
n n n n n n n
2 0
— —
2
3 5 1 2
2-b0l 2+ —4+ — —2,1——+ —5 — 161
)-bé +n+n2_>’ n‘i‘nzH €S 18y
3 5
24—+ —
n
4) szerint 17712 — 2, ami a keresett hatarérték.
l——+—
non

2) limn — co/b™ + 2" + 1 =7
Mivel 5" < 5742741 < 545" 45" = 3.5 {gy 5 < /57 + 27 + 1 < /3. 57 = 5{/3.
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Legyen a,, =5, b, =5 V3 és ¢, = 5"+ 2"+ 1. Mivel a,, — 5 és /3 — 1 nevezetes
hatérértékek és 1) szerint 53/3 — 5 igy 7)-bél

lim /57" 42" +1=25

n—oo
adodik.
2 n
3) lim (1 . —> =7 Mivel
n— 00 n
n n n—o
1 1 1 1 1
= —1 — 141 —2+41 1 10
T n s T a1t 1455

ezért

A nevezetes hatarértékek alapjan

1 n—1 1 n—2 1
(1 + ) — e, (1 + ) — e, — 0,
n—1

igy a hataratmeneti szabdlyok alapjan

) 2\" 1 1
lim (1——) N
n—00 n e-1 e-1 2

A hatarérték legfontosabb tulajdonsagai

1
2
3
4
)

Konvergens sorozatnak pontosan egy hatarértéke 1étezik.

Konvergens sorozat mindig korlatos.

Van olyan korldtos sorozata, ami nem konvergens (példaul a,, = (—1)™).
Ha egy sorozat monoton novo és feliilrol korlatos, akkor konvergens.

Ha egy sorozat monoton csokkend és alulrdl korlatos, akkor konvergens.

)
)
)
)
) n

) S

6) Van olyan sorozat, ami konvergens, de nem monoton (példdul



Rekurziv sorozatok

Ha k € N, ag,a1,...,ax_1 adottak és tetszdleges n € N-re az a, tag az anip_1,
Gnik—2,---,0a, tagok segitségével van meghatarozva, akkor az a, sorozatot k-ad rendi
rekurziv sorozatnak nevezziik.

Példaul:

1 . .
ap=1, apy1 = Qa” elsérendil

4 p .
ag =2, Qpy1 = elsérendil
r ot an +3

An+1 . .
ap =2,a1 =1,an42 = masodrendii

an
agp =1, anto = apy1+a, masodrendii rekurziv sorozatok. Az utolsé a hires Fibonacci-

féle szamsorozat. Eloszor ennek a targyaldsat nézziik meg.

A TFibonacci-féle sorozat

A neves olasz matematikus Fibonacci 1228-ban kiadott ”"Konyv az abakuszrél” cimii
mivében taldlhaté az azéta hiressé valt kovetkezo példa:

Vizsgaljuk meg, mennyivel szaporodik egy par ma sziilletett nyul egy év alatt a kovet-
kezo feltételek mellett:

a) Minden nytulpar minden hénap végén egy pérral szaporodik.
b) A nyulak kéthénapos korukban ivarérettek. (Tehét ekkor hoznak elé els6 izben
utédokat).
Jelolje a,, az n-edik honap végén a nyulparok szamat. fgy egy sorozatot kapunk, amelyre
agp = 1, a; = 1 hiszen a nyulak a 2-ik hénap végén hoznak el6 el6szor utédot.

Az n+ 2-ik honap végén az egyhdénapos nyulparok szama annyi, mint ahany az n + 1-
edik hénap végén sziiletett nyulparok szdma (a,4+1 — a,) meg még kétszer annyi, mint a
legalabb 2 héonaposok szama pedig a,.

Tehét anyo = an—1 — ap + 2a, = apy1 + ap n € N esetén. Lathatd, hogy Fibonacci
példaja egy masodrendii rekurziv sorozatra vezet. Ennek egyértelmii a megoldasa, az elso

tizenkét tagja
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144.
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A Fibonacci-sorozat fontos szerepet jatszik a matematika szamos teriiletén, szoros kapcso-
latban all a természetes novekedés torvényszeriiségeivel, felfedezhetjiik kiilonb6z6 névények
mintdzatadban és a természeti jelenségek tiikrozodéseképpen szamos miivészeti alkotds szer-
kezetében, a nevezetes aranyszabaly aranyaiban.

Erdekes megfigyelni kiilonb6z6 novényeknél a kozos agon elhelyezkedo levelek helyze-
tét. Ezek a levelek dltalaban nem pontosan egymas felett vannak, tehat nem egy egyenes
mentén helyezkednek el, hanem kicsit elcsavarodva, egy szabdlyos csigavonal mentén. Bo-
tanikusok ugy talaltak, hogy 1étezik egy - az egyes novényfajtakra jellemzé - tort, melynek
szamlaléjat ugy kapjuk, hogy megnézziik, egy levél és egy pontosan felette elhelyezkedd
masik levél kozé a csigavonal hany periédusa esik (hényszor csavarodik koriil a szaron),
nevezOjét pedig ugy, hogy megszamoljuk, a csigavonal vizsgdlt részét az ezen beliil elhe-

lyezked6 levelek hany részre osztjik.

1 1
Ezt a tort a harsfa és szilfa esetén 3 éger és biikk esetén 3 tolgy, sargabarack

, L2 AR 3 , D
és cseresznyefa esetén 5 jegenye, nyar és kortefa esetén 3 fiz és mandula esetén —

13"

Szembeotld, hogy az Osszes felsorolt szam a Fibonacci-sorozat tagjainak hanyadosa.

Egy masik szép példa a Fibonacci-szamok felbukkanasara a feny6toboz vagy az ananasz
pikkelyeinek, a napraforgé magjainak elrendezodése, amelyekhez hasonld termésszerkezet
egy egész csomo novényen megfigyelhetd (bogancsok, fészkesek, kelfélék, kérozsafélék, kak-
tuszok, kaldszosok stb.). Ezeken a terméseken a magok (vagy pikkelyek) kiilonb6z6 spiral-
vonalak mentén helyezkednek el, és ha megszamoljuk, hogy a spirdlisb6l hany darab van,
akkor a Fibonacci féle sorozat valamelyik tagjat kapjuk.

Felmeriil az a kérdés, hogy nagy n-re ki lehet-e szdmolni az n-edik tagot anélkiil, hogy
ki kellene szamolni az 6sszes elotte 1évot. Vagyis az a feladat, hogy adjuk meg az a,, tagot

az n fuggvényében, amelyre
ap=1, ag=1 és apys =an+1+a,, n>0.

A feladat megoldasahoz el6szor csak az a2 = ant+1 + a, képzési szabdlyt kielégito so-
rozatokat keressiink ap = 1 és a; = 1-et hagyjuk figyelmen kiviil. Konnyen észrevehetd,
hogy a,, = ¢" tipusi megoldds létezik, hiszen ha ezt behelyettesitjiik ¢"*2? = ¢"t! 4 ¢"-et
kapunk, amelyben ¢"-el lehet egyszeriisiteni, azaz ¢> = ¢ + 1 adédik. Ez ¢-ra 2-od foku
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egyenlet, amely megoldésa

_1+V56
¢=—5
1 5\ " 1 —vhH\"
Tehat az a,+9 = an11 + a, egyenletet a,, = ( +2\/_) is, és a,, = ( 2\/_> is kielégiti.

1 n 1 — n
Ha A, B € R tetszélegesek, akkor a, = A( +2\/3> + B( 2\/5> is megoldas, mert

- A(l +2\/5>n+2 +B(1 _2\/5>n+2 _
“a(5) () (v ()

:A(1+2J5>n3+2\/5 <1—J5>n3—\/3

Vaélasszuk ugy a A, B valos szamokat, hogy ag = 1; a; = 1 is teljestiljon, azaz

A+B=1
A1+\/§+Bl_\/5:1.
2 2
1—
Innen A = 1+7\/§, B = —7\/5 adédik. Mivel a Fibonacci szamsorozat tagja egyértel-
2v5 25

miien adott, a fentiekbdl

V5 ntl — /5y n+l
() -9

adédik. Ennek az az érdekessége, hogy benne /5 irracionslis szdm, és mégis a, egész

Ay =

szam.

Megjegyezziik, hogy hasonléan vizsgalhaté az

Qpt2 = Q1 + Bay,

9



képlettel megadott rekurziv sorozat is, ahol a, 3 € R, 3 = 0, ha a ¢°> = aq + 3 egyenletnek

g-ra 2 kiillonb6z6 megolddsa van. A 3 = 0 esetben
Gnp4+1 = QGp

-re redukalédik a képzési szabaly. Nyilvanvald, hogy ekkor elegendd agp-t megadni, ez

3ap és altaldban,

mér egyértelmiien megadja a,-t. a1 = aag, as = aa; = o?ag, a3 = «
a, = a"ag adddik ebben az esetben.

Ha o = 1, akkor a,, = ap minden n-re

Ha |a| < 1, akkor o™ — 0 és a,, — 0

Mas esetben o™ divergens és igy a,, is.
Ha a ¢> = a+ g+ 3 egyenletnek egyetlen megolddsa van csak, akkor a masodfoki egyenlet

diszkrimindnsa zérus o? + 43 = 0 és q = % az egyetlen megoldds. Ekkor az a,io =

aan+1+Pa, egyenletnek a,, = ¢"(A+ Bn) megoldésa tetszéleges A, B € R esetén. Ugyanis
Api1 =¢"TH A+ B(n+1)) = ¢"(Aq+ Bgn + Bq)

és igy
Qpy1 + Ba, = q"(Aag + Bagn + Bag + ¢"(BA + 3Bn) =

= ¢"(A(aq + B) + Bn(aq + B) + Bag) = ¢"(Aq* + Bng® + B - 2¢°) =

= Aq"? + Bq”“(n +2) = apto.

Tagabb értelemben vett hatarérték

A divergens sorozatok kozott is vannak olyanok, amelyek egyre nagyobb és nagyobb
értékeket vesznek fel, ha n novekszik. Akkor teljesiil, ha tetszoleges K € R szamra az
a, > K egyenl6tlenség n-re valé megoldasainak halmaza tartalmazza az {N,N + 1, N +
2, ...} halmazt valamilyen N természetes szdmra. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a, a plusz
végtelenbe divergal, vagy hogy a plusz végtelenbe tart.

Jelolése: nli_)rréo a, = 00, vagy a, — 00, ha n — oo.

Analég médon definidljuk az a,, a minusz végtelenbe divergal (vagy tart) tulajdonsdgot

is. Ennek jelolése lim a,, = —oo, vagy a, — —oo, ha n — oco. Ez a tulajdonsag akkor
n—oo
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teljesiil, ha tetszoleges K € R esetén a, < K megoldasainak halmaza tartalmazza a

{N,N +1,N + 2,...} halmazt valemilyen N € N esetén.

Filiggvények altalaban

Ha a H C R halmaz minden pontjahoz hozza rendeliink egy valés szamot, akkor
fliggvényt kapunk. A H halmazt a fliggvény értelmezési tartomanyanak nevezziik, en-
nek jelolése Dy. A sorozatok is fiiggvények, ezek értelmezési tartomanya N vagy egy
{N,N 4+ 1,N + 2,...} halmaz valamilyen N € N esetén. A tovabbiakban f6leg olyan
fiiggvényekrdl lesz szd, amelyek esetén az értelmezési tartomdany intervallum, vagy ezek
egyesitése. Az ilyen fliggvények jelolésére altalaban az f, g, h betiik valamelyikét hasz-
naljuk, de hasznalhatunk mast is. Az f fiiggvény esetén f(x)-el jeloljiik a x € Dy-hez

hozzarendelt értéket. Ezek Osszessége a fliggvény érték készlete, ennek jelolése Ry.
Ry ={f(z)lx € Dy}
Az {(z, f(z))|z € Dy} halmazt a fliggvény grafikonjanak nevezziik. Ezt a Descartes-féle

koordinata rendszerben szoktuk szemléltetni. A kovetkezd fliggvényeket elemi fliggvények-

nek nevezzik.

f f(z) | Dy Ry grafikon

Ay

allandé c(eR) | R {c}

identitas x R R

szinusz sin R |[[-1,1] /l n\/2n \:x

y
exponencialis e’ R |(0,00) /l/
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Filiggvény miiveletek

Ezek egyrésze a sorozatokra ismert miiveletek kiterjesztése (+, -, /, hatv.), de az Gssze-

tett fiiggvény inverz fiiggvény képzést, megszoritast nem szoktuk sorozatokra értelmezni.

Legyen f, g két fliggvény értelmezési tartomanyuk Dy és D, és legyen ¢ € R.

miivelet jele értéke értelmezési tartomanya

konstanssal valé szorzas cf cf(z) Dy

Osszeadds f+g f(z)+g(x) DyND,

SZOrzZAas fg f(x)g(x) DyND,

, f f(x)

osztas = — DrN{x e D,lg(x)#0
g 9(z) ! { g| (2) }

hatvanyozas 19 f(z)9(®) Dyn{z e D,|f(z) >0}

Osszetett fliggvényképzés | fog f(g(x)) {x € Dylg(x) € D¢}

megszoritas H C Dy-re flu flu(z) = f(z) H

inverz fiiggvény, ha

f(y) = x egyértelmiien f flx)=y

megadhato akkor és csakis akkor, Ry

y-ra minden z € Ry ha z = f(y)

esetén

Az elemi fiiggvényekbol a felsorolt miiveletek segitségével tovabbi fliggvényeket kapunk.

Az igy kapott fliggvényeket is elemi fiiggvényeknek nevezziik. A legfontosabbak ezek koziil
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f f(x) Dy Ry grafikon
N
parabola |axz?, a >0 R [0, 00 )
\7 &
1
hiperbol — R R >
iperbola |+ \{0) | = x
AN
koszinusz cos T R [—1,1] W - \/~X
AY
négyzetgyok NG [0, 00) [0, 00) /
T L : :
R\{Z + ar, Vi
tangens tgx 2 R - . >
A=0,+1,42, ...} '53/‘ 33/ |
i YA 3
R\{um, \ \ 3
kotangens ctgr M R £ X
p=0,+1,42,...} 3 \ \
Y,
arkusz arcsin x [—1,1] [—E u "
szinusz ’ 272
2
Y& !
arkusz arccos [—1,1] [0, 7] \
koszinusz ek ’ i i
Y S A
arkusz T m
tangens arctgx R [—5, 5 -
,,,,,,,,,,,,,, Vo
arkusz \
kotangens arcctgr R [0, 7] S~
Y
logaritmus T
(eg alapt) log x (0, 00) R -
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Fiiggvények tulajdonsagai

— f monoton n6v4, ha minden z1,x € Dy, 21 < z3 esetén f(z1) < f(x2)

— f monoton csokkend, ha minden z1,x2 € Dy, x1 < z2 esetén f(x1) > f(x2).

— f monoton, ha monoton névo, vagy monoton csokkeno.

— f monoton névé a H C Dy halmazon, ha minden z1, 2 € H, 21 < z2 esetén f(z1) <
f(x2).

— f monoton csokkend, a H C D; halmazon, ha minden z1,z2 € H, 1 < zo esetén
f(@1) = f(22).

— f monoton a H C Dy halmazon, ha f monoton névé, vagy monoton csokkend a
H C Dy halmazon.

— f feliilrél korlatos, ha van olyan K € R, hogy minden z € Dy esetén f(x) < K.

— f alulrdl korldtos, ha van olyan K € R, hogy minden x € Dy esetén f(x) > K.

— f fiiggvénynek lokdlis helyi mazimuma van, ha van olyan § > 0, hogy (a—4,a+0) C Dy
és minden = € (a — d,a) U (a,a+ 9) esetén f(z) < f(a) teljesiil.

— f-nek lokdlis helyi minimuma van a-ban, ha van olyan § > 0, hogy (a —d,a+9) C Dy
és minden = € (a — d,a) U (a,a+ 9) esetén f(a) < f(z) teljesiil.

— f-nek széls6éréke van a-ban, ha ott lok. helyi maximuma vagy lok. helyi minimuma
van.

— f korlatos, ha alulrdl, vagy feliilrol korlatos.

— f periddikus és periddusa T € (0,00), ha € Dy esetén x + 7T, v — T € Dy és
f@+T) = f(@).

— f paros, ha z € Dy esetén —x € Dy és f(x) = f(—x)

— f paratlan, ha z € Dy esetén —x € Dy és f(x) = —f(—x)

— f konvex az [a,b] C Dy intervallumon, ha minden = € [a,b]-re f(x) az (a, f(a)) és

(b, f(b)) pontokat Gsszekoté egyenes alatt marad, azaz minden x € [a, b]-re

— f konkav az [a,b] C Dy intervallumon, ha minden x € [a,b]-re f(z) az (a, f(a)) és

(b, f(b)) pontokat 6sszekotd egyenes felett marad, azaz minden x € [a, b]-re



Fiiggvények hatarértéke

A tovabbiakban Dy torlédési pontjainak a halmazat is hasznaljuk, ezt ﬁf jeloljiik.

a € ﬁf, ha van olyan z,, € Dy sorozat, hogy z, # a, , — a, ha n — oo. Példaul

1
az f(x) = e Dy = (—00,0) U (0,00)-el adott fiiggvény értelmezési tartomanyanak a 0

torlédasi pontja.
3

. Vat -1 . ) s
Példaul a V1 fiiggvény nincs értelmezve az x = 1 helyen, R\{1} az értelmezési
I‘ p—

tartomanya. A fliggvény hatarértéke megmutatja, hogy hogyan viselkedik a fiiggvény az
ilyen pontok kornyezetében. A masik fontos informacié a fliggvényrdl a nagyon nagy z-ek

valé viselkedésére. Ezt a végtelenbe vett hatarérték mutatja. A fenti fliggvényiinket az
Vat—1= (Va2)2—1= (Va2 +1) (Va2 —1) = (Va2 +1) (¢2)2—1) = (Va2 +1)(¢z+1)
(5 1) = (Va? + D(Ya + D(z — 1)
o (Var+ Vel

azonossag felhasznaldsaval

Val—1 (Va2 + 1) (Y +1)
r—1  (Yr)+Yr+1

fz) =

alakban is felirhatjuk. Innen leolvashaté hogy, ha x kozel van 1-hoz, akkor az értéke %—hoz
lesz kozel. Egészen pontosan ezt a sorozatok hatarétékére fogjuk visszavezetni, ugy, hogy
vesziink olyan x,, sorozatokat, amelyekre z,, # 1, x,, — 1 és ezekre vizsgaljék az f(x,)
sorozatot. A sorozatokra tanultak alapjan tényleg latszik, hogy

lim f(xn> = g

n—oo

Itt fontos még, hogy az x,, sorozat barmilyen lehet, csak az x, — 1 és x,, # 1 kell, hogy
teljestiljon.

Nagy z-ekre pedig ugy kapjuk meg a fiiggvény hatarértékét, hogy tetszéleges olyan
sorozatot vesziink, amelyre x,, — oo teljesiil és vizsgaljuk az f(x,) hatarértékét. A jelen

esetben




és igy

1
3
__ven Vx”_>1_
1
1— —

‘T’I’L
A fiiggvényekre vonatkozo kiilonféle hatarértékeket egy tablazatban foglaljik Gssze.

mivel 3, — oo és

A téblazat sémaja a kovetkezd olvasasi sémat koveti.

Ha minden olyan sorozat esetén, amelyre/doboz 1. oszlop ay f(z,,) sorozatdoboz 2. oszlop

akkor az f(z) fiiggvénynek létezik a [doboz 3. oszlop| Ennek jelolése [doboz 3. oszlop)
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Ha minden olyan x,, az f(xy) akkor az f(z) Jelolés
sorozat esetén, amelyre sorozat fiiggvénynek
létezik a

T, —a (a € Dy) konvergal hatarértéke a-ban lim f(z)=A

Tn € D,z #a A-hoz

T, —a (a € Dy) konvergal jobboldali hatarértéke 11m+ fle)=A4A
rT—a

Tn € Dy, x, > a A-hoz a-ban

T, —a (a€ Dy) konvergal baloldali hatarértéke lim f(z)=A
r—a—

T, € Dy, x, <a A-hoz a-ban

T, —a (a€ Dy) divergél tagabb értelemben vett lim f(z) = o0
r—a

Tn €Dy, xp#a végtelenbe hatarértéke

T, —a (a € Dy) divergal tagabb értelemben vett hm+ f(z) =00

Tn € Dy, x, > a végtelenbe jobboldali hatarértéke

T, —a (a € Dy) divergal tagabb értelemben vett lim f(z) =00
r—a—

Tn € Dy xp <a végtelenbe baloldali hatarértéke

T, —a (a€ Dy) divergdl minusz | tdgabb értelemben vett | lim f(z) = —o0
r—a

Ty #a, T, € Dy végtelenbe hatarértéke

T, —a (a € Dy) divergal minusz | tdgabb értelemben vett hm+ f(z) =—o0

Tp € Dy, o, > a végtelenbe jobboldali hatarértéke

T, —a (a € Dy) divergdl minusz | tagabb értelemben vett | lim f(x) = —o0

Tn € Dy, x, <a végtelenbe baloldali hatarértéke

Ty — 00 konvergal hatarértéke lim f(z)=A

Tn € Dy A-hoz végtelenben

Ty — OO divergal tagabb értelemben vett lim f(x) = o0

Tn € Dy végtelenbe hatarértéke

Ty — OO divergal minusz | tdgabb értelemben vett | lim f(z) = —o0

Tn € Dy végtelenbe hatarértéke

Ty — —00 konvergal hatarértéke a lim f(z)=A4

Tn € Dy A-hoz végtelenben minusz

Ty — —00 divergal a tagabb értelemben vett hm+ f(x) =0

Tn € Dy végtelenbe hatarértéke

Ty — —00 divergdl minusz tagabb értelemben lim f(z) =—o00

Tn € Dy végtelenbe hatarértéke

17



Nevezetes hatarértékek fiiggvényekre

lim1=1, lm 1=1,

T— 00 T——00

. . .1 .1

lim — =0, lim —=1, lim — =00, lim — = —o0,
r—00 I r——00 I x—0+ T r—0— T

. sinz . sinz . sinx

lim =1, lim =0, lim =0,
z—0 X r—oo X r——o00 I

xr X xr
e 1 e’ —1 ) e’ —1

lim =1, lim =o00, lim = 0.
xz—0 €T T— 00 €T Tr— — 00 €T

Folytonos filiggvények

Az f(x) fiiggvényt folytonosnak nevezziik az o € Dy pontban, ha ll)m f(x) = f(zo).
Az f(x) fiiggvényt folytonosnak nevezzikk a H C Dy halmazon, ha H xmifloden pontjaban
folytonos. Az f(z) fiiggvényt folytonosnak nevezziik, ha Dy minden pontjdban folytonos.
A folytonos fiiggvénynek grafikonjat folytonos vonallal lehet megrajzolni az értelmezési
tartomany barmely részintervalluman. Minden elemi fliggvény folytonos. A nem elemi

fiiggvények koziil folytonos az f(x) = |z| fliggvény, ennek grafikonja:

F(x)

Xy

Nem folytonos viszont az f(z) = [x] egészrész fliggvény. [z]| azt a lehetd legnagyobb egész
szamot jelenti, amely az z-nél nem nagyobb. Példdul [2,3] = 2, [5] = 5, [0,25] = 0,
[~2,38] = —3, [~0,44] = —1.
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[x] grafikonja:

H(X)
ol
1+ e—o0
} 1 L $ } »>
2 -1 0 1 2 X
—o-1
e—o0 +-2

Az [z] fiiggvény nem folytonos az = n € N helyeken, viszont minden (n,n + 1) (n € N)
intervallumon folytonos. Hasonl6 tulajdonsagokkal bir a tortrész fliggvény is, f(x) = {z} =

x — [2]. Példaul: {2,3} =0,3; {5} =0, {0,25} =0, {—2,38} = 0,62, {—0,44} = 0,59.

Grafikonja:
+(x)
-3 -2 -1 0 1 2 C=3 X

Ez sem folytonos fiiggvény, nem folytonos az x € N helyeken, de folytonos barmely (n,n+1)

intervallumon.
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Fiiggvények differencialhanyadosa

Mennyiségek idébeli valtozasanak fontos jellemzGje a valtozas sebessége. A sebesség
szemléletes fogalom, mindenki megtudja mondani, hogy a személygépkocsi sebessége na-
gyobb, mint egy gyalogosé, vagy azt is tudjuk, hogy a kézen gyorsabban nének a kormok,
mint a ldbon. A mennyiségi torvények pontos megfogalmazasahoz azonban félreérthetetlen
matematikai meghatarozas kell, amit mindenki egyforman ért és hasznél.

Tekintstink példaként egy él6lény tomegének novekedését az id6 fiiggvényében, ¢t —

m(t), t € [0,T]. Ez a névekedés altaldban nem egyenletes, adott ¢ty € (0,7) esetén a to-ra

m(t) — m(to)
— o

a fogalmdahoz, ami csak tg-ra jellemzo adat, gy jutunk, hogy képezziik a

szamitott atlagsebesség fligg t-t0l is. A novekedés pillanatnyi sebességének

L m{t) = m(to)
t—to t— 1o

hatarértéket. Ezt a mennyiséget nevezziik az m(t) to-beli sebességének, vagy a matema-

tikdban hasznalt fogalommal: ¢g-beli differencidlhanyadosnak. Ennek jelolése m/(tg) vagy
dm(t0>
dt

. Ez persze nem minden tg € D,, esetén létezik.

Ha egy f fiiggvényre adott € Dy esetén létezik az f'(z) = lim Li(x) hatar-

érték, akkor f-et x-ben differencidlhatéonak mondjuk. Szoktuk mé@;; z:zt isymondani, hogy
létezik a differencidlhanyadosa xz-ben, vagy hogy derivalhaté xz-ben. Ha az f fliggvény egy
H C Dy halmaz minden pontjdban differencidlhaté, akkor differencidlhaténak nevezziik a
H halmazon. Az x — f'(x) fiiggvényt differencidlhdnyados fliggvénynek szoktuk nevezni.

Példaul f(z) = z? differencidlhdnyados fiiggvényét konnyen megkapjuk.

f) 1) v =2 _ -2)y+s) _
y—x y—x y—=x

fgy, ha x, — x, x, # x, akkor

Ty — T

=z, t+txr— 2z

azaz (2%)" = 2x. Még konnyebb az f(z) = ¢ € R és az f(x) = x fiiggvények differencialha-

nyadosa. f(z) = c esetén
f) @) e
y—r  y—zx
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fy) = flz) _y—= = 1, tehat 2/ =

J /o h R. H = kk
és igy ¢ 0, ha ¢ € a f(x) = z, akkor - -

= 1 hatarértéket és cosx folytonossagat felhaszndlva a sinz fiiggvény

1. A lim 22
z—0 X
differencialhanyadosfiiggvényét is megkaphatjuk, ugyanis
siny —sinz  2sin 5% cos 22 sin L2 Y+
= = COS
Yy—x y;w 2

y—
:xn;xﬁO%Tmﬁmo,tehét

és igy ha z,, — x, x,, # x, akkor a,
Tn + Zo
——— =1-cosx = cosz,

. sinx, —sinz . sina, ..
lim ————— = lim lim cos
n—oo Ty — & n—oo 4, n—00 2
azaz (sinz)’ = sin’x = cosz. A e” fiiggvény differencidlhdnyados is kovetkezik a
xX
e —1 T . .
hr% = 1 nevezetes hatarértékbdl. Ugyanis, ha x € R tetszdleges, akkor
xr—
eV —e” L eV =1
= e E—
y—x y—x
és ha x,, — xg, x, # xg, akkor x,, —xg — 0
ern — e*o efrT0 —1]
A N 6,9607
In — X0 Tn — T
azaz (e®) = e”.

A differencialhanyados szemléletes jelentése

Tekintsiik az f fiiggvény grafikonjénak az = és y (z # y) abcisszaju pontjan, azaz az

(x, f(x)) és (y, f(y)) pontokon dthaladé egyenest. Ezt az egyenest a grafikon e pontokhoz
M hényados adja meg.

tartozé szel6jének nevezziik. A szel6 meredekségét az
y—x
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fy) — f(=)
y—x
Ha rogzitjiik az x pontot, akkor ez a meredekség altalaban fligg az y megvalasztasatol, de

m = tgo =

ha f differencidlhat6 x-ben, akkor éppen f’(z)-hez tart, maga a szeld pedig egyre kozelebb
keriil a gorbe (x, f(x)) pontjdhoz tartozé érint6jéhez. Tehat a gorbe (z, f(x)) pontjahoz

tartozé érinté meredeksége éppen f'(z).

A differencialhanyados miiveleti szabalyai

A miiveleti szabalyokra is kiterjesztve a differencialast, konnyen megkaphatjuk tetszo-

leges elemi fliggvény differencialhanyadosat. Ugyanis nem nehéz beldtni, hogy
(cf) =cf’ azaz (cf(x)) =cf'(z),

(f+9) =f+g azz (f(x)+g(x)) =f(z)+7 (),

(Fo) = F'g+ 1o s (F)g(a)) = F'@hglx) + F(2)g(x)
fo_fo-id @y _ Pl - fwe @
=g - P 970 <gx 9%(z)

(Fog) =Fogd wme (flgle)) = F'(g(x)g'(x),
£ = 1 azZaz A.T/' /: %
ST B A T )

Ezekbdl adodik a kovetkezd tablazat.
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Az elemi fiiggvények derivaltjai

f(z) Dy f(z) Dy
c (c € R) R 0 R
" (neN) R na™ ! R
1
Y (n=2m, m e N) [0, 00) - (0, 00)
nvanr—1
1
YV (n=2m+1, meN) R ~ - R\ {0}
nva"h—
n n
x (n € N) R\ {0} o R\ {0}
x (a € R) [0, 00) az® ! (0,00)
sin R CoS & R
CcoS & R —sin x R
T 1 T
£ R {— k } R {— k }
& \ 2 + kT cos? x \ 2 + kT
1
ctg R\ {kn} —— R\ {k~n}
sin® x
i -1,1] L (=1,1)
arcsin x -1, _— -1,
V1—22
-1,1] L (L)
arc cos T -1, —_— -1,
V1—22
1
t R R
arctg x T2
1
arcctg x R a2 R
e” R e” R
a® (a >0) R a”log a R
1
log x (0, 00) - (0, 00)
T
|
log,z  (a>0, a#1) (0, 00) 08q © (0, 00)
T
shx R chz R
chz R shx R
1
thx R 5 R
ch”x
1
cthz R —— R
sh®x
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Tobbszor differencialhaté fiiggvények

Legyen az f fliggvény valamely halmazon differencialhatoé és derivaltfiiggvénye legyen

f'. Ha az f’ fliggvény egy A C D; halmazon differencialhat6, akkor f’ derivéltjat a

2 2
fiiggvény masodik derivaltfiiggvényének nevezziik. Jelolése f vagy d d]; @)

Példa. f(z)=log(2z + 1), f'(z) = ﬁ, f//(CU) = —ﬁ-
Ha f létezik egy A C D # halmazon és ott f () differencislhaté, akkor ennek deri-

valtjat az f fliggvény harmadik derivaltjanak nevezziik. Jelolése

& f ()
f vagy et

Hasonléan értelmezziik f n-edik derivaltjat is, ez az n — 1-edik derivalt derivaltja. n > 4

esetén ennek jelolése

f(n) vagy d f(CL’) )
dx™

Példa. f(x) = log(2x + 1) esetén:

fm (x> = (Qiif)s

fO(x) = _(5§$i§4 == (2x9f1)4

"(n—1)!

F0 ) = (1)
Példa.

f(z) =sinzx

f'(x) =cosx

f(x) = —sinzx

f®(z) = —cosx

fO)(z) =sinz

sin x, ha n oszthaté 4-el

cos T, ha n=4k+ 1,k egész
—sinx, ha n=4k+ 2,k egész
—cosz, ha nmn=4k+ 3,k egész.

J" () =

Ha minden n-re (n € N) létezik az f fiiggvény n-edek derivaltja, akkor f-et akdrhdny-

szor (vagy végtelen sokszor) differencidlhaténak nevezziik.
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Folytonos és differencialhaté fiiggvények tulajdonsagai
Ha [a,b] C Dy és f folytonos [a, b]-n, akkor van olyan z1, s € [a, b], hogy
f(x1) < f(z) < f(x2) minden z € [a,b]

esetén azaz f(x) felveszi legkisebb és legnagyobb értékét is. (Weierstrass féle tétel)
Ha f folytonos [a,b] C Dy és x1,z2 € [a,b] két olyan érték, amelyre f(z1 < f(x2),
akkor barmely ¢ € (f(x1), f(x2)) szdmhoz van olyan z, és xo kozotti xs érték, hogy
f(x3) = ¢ (Bolzano tétele).

Ha f(z) differencialhaté xg € Dy¢-ben, akkor f(z) folytonos z¢-ban. (Folytonossig és
differencidlhatésdg kapcesolata)

Ha f(z) folytonos [a,b] C Dy-en, differencidlhaté (a,b)-n, és f(a) = f(b) = 0, akkor
van ¢ € (a,b), amelyre f'(c) = 0. (Rolle-féle kozépértéktétel).

Ha f(x) folytonos [a,b] C Dy-en, differencidlhaté (a,b)-n, akkor van olyan ¢ € (a,b),

amelyre

(Lagrange-féle kozépértéktétel).
Ha f(x) és g(z) folytonosak [a, b] C DyND4-ben, differencidlhatéak (a, b)-n, és ¢’ (x) #
0, ha = € (a,b), akkor van olyan ¢ € (a,b), hogy

(Cauchy-féle kozépértéktétel).
Ha f differencialhaté (a, b) nyilt intervallumon és ¢ € (a, b)-ben széls6éértéke van f(z)-
akkor f’(c) = 0.

Legyen f folytonos [a, b]-n és differencidlhaté (a, b)-n. f akkor és csakis akkor monoton

nové [a, bl-n, ha f’(x) > 0 minden = € (a, b) esetén.

Legyen f folytonos [a, b] és differencidlhaté (a, b)-n. f akkor és csakis akkor monoton

csokkend [a, b]-n, ha f'(x) < 0 minden x € (a,b) esetén.

Legyen f differencidlhaté (a,b)-n. Ha ¢ € (a,b), f'(c¢) = 0, és van olyan § > 0, hogy

c—0 <z <cesetén f'(x) >0,c <z <c—0esetén f'(zr) <0 (azaz f'(c) el6jelet valt

c-ben), akkor ¢-ben f-nek lok. helyi maximuma van.
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Legyen f differencidlhat6 (a,b)-n. Ha ¢ € (a,b), f'(¢) = 0 és van olyan § > 0, hogy
c—d <z <cesetén f'(x) <0;c <z <cH+desetén f'(x) > 0, akkor f- nek c-ben lok.
helyi minimuma van.

Legyen f kétszer differencialhaté (a,b)-n, f  (z) folytonos. Ha ¢ € (a,b) f'(c) = 0 és
f"(¢) > 0, akkor ¢-ben f-nek lok. helyi minimuma van. Ha f’(c) = 0 és f  (¢) < 0, akkor
c-ben f-nek lok. helyi maximuma van.

Ha f kétszer differencialhaté (a,b)-n és f (x) > 0, akkor f(x) konvex (a,b)-n, ha
f’(x) <0, akkor f(z) konkdv (a,b)-n.

(L’Hospital szabdly). Legyen f(a) = g(a) = 0, de van olyan § > 0, hogy g(x) # 0
a—0<x<a a<z<a+desetén. Legyen f és g differencidlhatéd (a — d,a + 0)-n és
J(x)#0,a—d<x<a,a<z<a+d esetén. Végil tegyiik fel, hogy

/
tim £ ggesik.
2 (@)
Ekkor lim,_., % is 1étezik, és
/
L@ )

Legyen f és g differencidlhaté az a € R pont esetleges kivételével annak egy kornye-

zetében gy, hogy g és ¢’ is nullatdl kiilénb6z6, tovabba

lim f(z) = lim g(z) =0 vagy

r—a r—a

lim f(z) = lim g(z) = co.

r—a rT—a
Ekkor lim,_., g gg = lim,_., g :gg, feltéve, hogy ez az utdbbi hatdrérték létezik, vagy

tagabb értelemben létezik. Ha f és g differencialhatok (a, 0o)-n,
g(x) #0, ¢'(z) #0 (a,00)-én és
lim, o0 f(z) = limy 00 g(z) = 0 vagy

lim, o0 f(2) = limy 00 g(z) = 00. Ekkor

f(z)

. I N C)
xh_}IIolo m o aclggo g’(m)
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feltéve, hogy ez utébbi létezik, vagy tagabb értelemben létezik.

A fuggvényvizsgalat altalanos menete

1) Dy meghatarozasa, zérushelyek megkeresése, ha lehet, parititds megallapitasa.

2) A fiiggvény hatarérték tulajdonsigai a Dg-et alkot intervallumok végpontjaiban, ill.
00, vagy —oo-ben, ha Dy nem korlatos.

3

4

Monoton novekedés, csokkenés megallapitasa
Szélsoérték helyek megkeresése

6

)
)

5) Konvex, konkav gérbedarabok keresése
) A fiiggvény grafikonjanak megrajzolasa

Példa

flx)=¢e".

1) Dy =R, zérushely nincs, a fiiggvény paros.
2) limy_oo e™® =0, limg_,_og e ® =0
3) f'(x) =e " (—2ux)

f'(z) =0<=,haz=0.

Hax <0 f'(z) > 0,

ha x>0 f/'(z) < 0.

Tehat a fiiggvény monoton né (—oo, 0), monoton csokken (0, co)-n.

Tehat 0-ban lok. helyi maximuma van.

1’

1) f(x) = e (4% — 2) = 2¢7% (V2 — 1)(v2z + 1)
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x<—§ —@ —§<x<0 rz=0 O<x<§ xz@ §<x
"(x) + 0 - - - 0
[@) | 7+ N+ 0 N\ - /=
f(z) — ~ ~ —
/! /! max N N
+ + + + + +

Xy

| |
2 2
2 2

Az e~ figgvény grafikonjat haranggorbének szoktuk nevezni, ami fontos szerepet

jatszik a normalis eloszlasban.

Példa

f(x) =xlogx

1) Dy =(0,00), f(z) =0 <= logr =02 =1

2)
. . logz 1 .
lim zlogz = lim —— = lim —%- = lim(—z) =0
z—0 z—0 p z—0 — 22 z—0

(L’Hospitélt alkalmazzuk.)

lim, ., zlogx = oo, mert x — oo és logz — oc.
3) fl(z)=x-1+logz=1+logx

f(x) =0, < logr =1,z =1

e
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4) f"(z) =L > 0 minden z-re

xT

5)0< i<l
lim, o | 0O<z<t |2z = lcp<lz=1|1<2 |limp o
"(z) | o - - - - + 0
fix) | —o0 S = |0 S+ S e
7 0 S— f@=-1 mmn |~ — |0 S [
H(x)
| X
1 1
e
Fiiggvénydiszkusszio
6 3
1T+ 22 fo; % —322 48 e (@4 1)z -1),
r—+z; 2% +sinz; 2z —e %), !
Y ) Y xQ _ 1
1 5 T 3 x
5—1_4367 1422 3—22" 22-1

z—1 1+ 2x o _ g2
—_— — 4+ ——— e zre
Va+1 = 22-1’ ’

o x—log(z+1); e —2e*, Vr+V5—=x
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log(x?® 4 62 +17); sinz?; a2 —2x+1
1
T+ =, 223 —152% 4+ 24x; 223 — 922+ 240+ 7
x

(=12 +2); (z-1)Va; 162(zx—1)%

arcsin(1 — V2?); arctglogz; /a3 — 622 + 3z

e.’E

= : (T+2%He™®; zlogz,
T

log(1+ 2?); (z —1)e*; logx — arctgw;

1
2cosx — cos2x;  /xr —Vax+1; sin—
T

Végtelen sorok

Legyen adott egy ag, a1, as1, ... sorozat és képezziink ebbdl egy 1jabb sorozatot
n
So = ag, S1 =ag+ai, So =ap+aiy +as,..., S, =ag+ay +...+a, = Z Ay - - -
k=0

Ezt a s, sorozatot az a,, sorozatbdl képzett sornak nevezziik. A végtelen sor (vagy réviden

0. @]
csak sort) a . a, vagy az ap + a1 + ...+ ap + ... szimbdlummal jeloljik, a, a végtelen
k=0

oo
ay a sor n-edik részletosszege. A ) ay sort konvergensnek
k=0 k=0

n
sor altalanos tagja, s, =
- o

mondjuk, ha az s, sorozat konvergens. Ilyenkor az s, sorozat hatérértékét is > aj-
k=0

o0
el jeloljik, lim, .o s, = >, ax. Ha az s, sorozat divergens, akkor a ZZO:O aj sor is
k_

=0
divergensnek nevezziik, vagy azt mondjuk, hogy nem létezik.

x 1 noo1 1 1 1
Tekintsiik példaul a > — sort. Mivel s,, = > =14+ 5+ +...+ o
=3 =03 373 3

1 1+1+1+ N 1
—Sp ==+ =+=+...+ =,
3 3 32 33 gl
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1 1
igy s, — §sn =1- F=ak amelybol

. 1
gl 3< 1) 3
pu— - — —_— — _)_
on 1 2 gntl) Ty
1— =
3

< 1 3 &2 : ini

ezért F =5 Ez a példa altaldnosithaté a Y aqg® sorra (a,q € R), amit geometriai
- k=0

sornak neveziink.

A geometriai sor akkor és csakis akkor konvergens, ha —1 < ¢ < 1, ilyenkor

) . a
kzzoaq =14

2

Miés esetekben a geometriai sor divergens. A Y.~ k? sor divergens, mert

$p=04+1444+9+16+...+n?

feliilr6l nem korlatos és igy nem is konvergens.
o0

Adott a € R és egy ¢, sorozat mellett vizsgaljuk a Y cx(z — a)¥ sort. Minden olyan

k=0
)

r € R-hez, amelyre ez a sor konvergens, hozzarendelhetjiik a > cp(x—a)* Gsszeget, igy egy

k=0
)

fiiggvényt kapunk. Ezt a fiiggvényt is > cp(x — a)*-val jeldljiik, értelmezési tartomanya
azon z-ek halmaza, amelyre a a sor ko];;(e)rgens. Ezt a fiiggvényt hatvanysornak szoktuk
nevezni. Be lehet bizonyitani, hogy az alabbi esetek valamelyike mindig igaz.
1) A hatvénysor minden z-re konvergens.
2) Van olyan R € R valds szdm, hogy = € (a — R, a+ R) esetén a hatvanysor konvergens,
|x — al > R esetén divergens.
3) A hatvanysor csak x = a esetén konvergens.
Mindegyik esetben definidlhatunk egy konvergenciasugarat, ez a 2) esetben R, 1)-ben oo,
a 3)-ik esetben pedig 0.
Ha a p-val jelolt, p = nan;O (L/m hatarérték létezik és 0 < p, akkor R = %, ha p =0,

akkor R = oco. Ha {/|c,| nem korlatos sorozat, akkor R = 0.
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Belathaté az is, hogy az 1) és 2) esetben egy hatvanysor végtelen sokszor differen-
oo
cidlhaté az (a — R,a + R) intervallumban, valamint hasznélva az f(z) = > cp(z — a)”

. T 4 k:O
jelolést,

f(x) = Z crk(z —a)k!
k=1

F () = Z crd(k—1)...(k—n+1)(z—a)™
k=n

Vegyiink most egy tetszoleges, az a pontban végtelen sokszor differencidlhaté f fliggvényt

és képezziik a

f"(a)

n!

(z—a)+...+ (r—a)"

polinomot amelyet ay f fiiggvény a-hoz tartozé n-ed rendii Taylor polinomjanak neveziink.

Az a = 0 esetben szokdsos még az n-ed rendii MacLaurin polinom elnevezés is. A Taylor
oo f(k)

polinomok sorozatét, vagyis a »_ T

k=0 I

Taylor soranak nevezziik. A 0-hoz tartozé Taylor sort is szoktuk MacLauris sornak nevezni.

(x — a)* hatvéanysort az f fiiggvény a-hoz tartozé

Mivel e* barmelyik differencidlhdanyados e és e® = 1 ezért e MacLaurin sora

o0 n 2 n
T xr

R T
n! 2! n!

n=0

. . /1 , . .
Mivel lim,, o — = 0, ezért ez minden z-re konvergens, konvergencia sugara végtelen.
n!

Ha f(z) = log(1 + z), akkor x € (—1,00) esetén f'(x) = 1-{1—33’ f(z) = —ﬁ,
117 2
fo(z) = At a7

(n) _(_ nl(n_l)'
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(n) _1)nt1
tehat / '(O> = (=1) és igy log(1 + x) MacLauren sora
n! n

oo

Syt

n=0

lim f/— =1 ezért a konvergencia sugar 1. Hasonléan egyszertien kiszamithaté a sinx és
n—oo n

a cos x fiiggvény MacLauren sora is.

Nyilvanvald, hogy tetszOleges f(x) fliggvény Taylor sora az x = a pontban konvergens
és megegyezik f(a)-val. Fontos kérdés az is, hogy a konvergencia intervallum mely z
pontjaiban lesz még a Taylor sor Gsszege f(x). Beldthat6, hogy ha az f(z) fliggvény
derivéltjai egy, az a pontot tartalmazé [c,d] intervallumon kozos korlat alatt maradnak,

azaz van olyan K € R, hogy

F™()| < K, zeled, neN,

akkor -
— [ (a) n
f(x)zzo n! (.’B—CL) ) .’BE[C,d].
Specialisan
22 .k
_1 J— N JE—
Tt + + o
k=0
23 5 p2k—1 o0 2k+1
== 4= 1)kl =) (-1 R
A T TR B AN O T § T kz_o( ek U
I 22k o0 22k
=1- 4+ = —1)* — —1)* R
cos T T +(—1) (2k)!+ kz_%( ) R x €
1 (1+ ) x2+gg3 m4+ +( 1)2+1m n 00( 1)k+1x 6( 11)
r)=x— = R Z 4= alll
©8 Ty T3y k koo ’
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Integralas

Legyen adott az f(z) fiiggvény. Egy F(x) figgvényt a f(x) primitiv fiiggvényének
nevezziik az I intervallumon, ha I C Dy és F'(z) = f(z) minden = € I-re. Nyilvanvalo,
hogy ha F'(z) primitiv fiiggvénye f(x)-nek I-n, akkor F'(x) + ¢ is primitiv fiiggvénye f(x)-
nek ugyanazon az I intervallumon. Egy f(z) fiiggvény primitiv fliggvényeinek a halmazat
hatdrozatlan integrdlnak nevezziik. Ennek jelolése: [ f(z)dz. Konnyen beldthatjuk, hogy
ha F(x) primitiv fiiggvénye f(x)-nek I-n, akkor

/f(x)dx ={F(z)+c:ceR}.

(Megjegyzés. Az {F(x) + ¢ : ¢ € R} halmazt a rovidség kedvéért sokszor F'(z) + c-nek
irjuk). Ugyanis azt kell beldtnunk, hogy ha F(x) és G(x) is primitiv fliggvénye f(x)-nek
I-n, akkor van olyan ¢ € R, hogy F(x) = G(z) + c.

Tekintsiik a h(x) = F(x) — G(x) fuggvényt. Erre h'(z) = F'(z) — G'(x) = 0 minden
x € F-re. Belatjuk, hogy h(x) allandé I-n. Az ellenkez6 esetben ugyanis lenne olyan
x1,29 € I, amelyre h(z1) # h(x2), 1 < x3. h(x) differencidlhaté (z1, z2)-n, folytonos

[x1, x2]-n, hiszen a differencidlhatésagbdl kovetkezik a folytonossag. fgy a kozépértéktétel
h(x2) — h(x1)
T2 — X1
annak, hogy h’'(z) = 0 minden = € I-re. Ezzel belattuk, hogy h(x) dllandé. Kozvetlen

alapjan van olyan x3 € (x1,x2), amelyre h'(z3) = # 0, ami ellentmond

ellenorzéssel, vagy a 23. oldali tablazat felhasznalasaval kapjuk, hogy
xa—i—l

[z dx:a+1

+c a#—1,aeR,x e [0,00)

1

[ =dx =log|z| + ¢ x#0
x

[sinzdr = —cosz + ¢

fcosxd:v =sinx +c

1
[ —5—dz=tgz+c
cos”
1
f ——dx = —ctgx + ¢
sin®
[e"dr=e"+c
xr
fa””dx:

a

1
loga+c a>0,a#1,
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Integralasi szabalyok

— Ha f-nek g-nek az I intervallumon létezik a primitiv fliggvénye, akkor af + 3g-nek is

barmely «, § € R esetén és

[(as@)+ sg@)ds = a [ s+ 6 [ gla)a.

— Ha f-nek és g-nek F' és G a primitiv fiiggvényiik I-n, akkor

/f(W)G(«?C)dﬁC = F(r)G(x) — /F(m)g(x)dac +c

(parcialis integralds)
— Ha g differencidlhat6 az I intervallumon, f-nek F' a primitiv fiiggvénye a {g(x)|x € I}

halmazon, akkor
[ Ho@)g' @)z = Fgla) + ¢
helyettesitéssel valé integralas, ami g(z) = u, ¢'(z)dzr = du-vel

/ F(9(2))g (@)dz = / f(u)du = F(u) + c = F(g(x)) + ¢

alakban is irhato.

Mintapéldak integralasra

1) [tg*xdr =?

1
Mivel tg?z = 1 +tg?x — 1 = >— — 1, ezért
cos” x

1
/tgzx:/ 5 d:z;—/ld:z;:tgx—x—i—c.
cos? x
2) [xe"dx =7

Legyen f'(z) = e*, g(x) = x és alkalmazzuk a parcidlis integralds szabalydt. Mivel

[ e"dx = €e* + ¢, ezért f(z) = e” alkalmas f(z)-nek,

/xe‘rdx:xe‘r—/1~e‘rd:1;:xe$—/exdx:xex—ex—i—c.
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3) [logzdx =?

[smét a parcialis integraldst alkalmazva
fl@)=a, g(x)=logx

1
/1-logxdx:xlogx—/x-—dx:xlog:v—/dx::vlogx—x—l—c.
x

4) [tgzdx =7
Az
u=cosx du= —sinxdx
helyettesitéssel
i d d
/tgacdm = / ST e :/__u - [ —logu + ¢ = —logcosx + 0.
cos T U U

5) [ ctgrdr =7

u =sinx, du= coszdx

d
/Ctgmdx:/@sxdx:/—u:logu—l—c:logsinx—l—c
u

sin
T
6 —dx =7
) e
=+v3x+5 du—#ﬁdﬂc—id:p
B ’ 232 +5 - 2u
2 _
x:u 5, dac:2Udu
3
T u? —52udu 2
= —5)d — — | bdu =
[ e g [ =g fur =5 [ o=
2u3 2 2
=" —Sbu+c=—(V3z+5)* ——\/3x+ +c.
27 9 27
7) [sin(3z + 5)dx =7
du

n=3x+5 du=3dxr, dx:?

1
/Sln(3x+5)dx:/51nud?u = g(—COSU)+C:—M+C
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Gyakorlé feladatok — Hatarozatlan integral

£L’2

1
V2 -5z /9 — 343’

e® cos x; e sinx; (x? + 2z + 3) cos z,

Vo —1, zsiny/x; (1 — 2)10

2x

; sin(2 — 3z),

\/677“; arctg\/z, rtg3z,
elL’

(3z + 5)%, cos(4x — 2); sin (% + 3);

2x
5m2—|—2;xe
1 sinz
V' o2z "
I x  2x—-3 z—2 _
e —8 20 +5" 322 —2" 22 —Tx +12’

T. .2 .
; ¢ log x;

2e3%: rsina;

1
: 53 o827 + 15 xv/T — 22
—x

Szétvalaszthatoé tipusu differencialegyenletek

Legyen ¢(t) egy folytonos fiiggvény az I = (a,b), a < b nyilt intervallumon, h(zx) pedig
folytonosan differencidlhat6 fiiggvény, Dy = R és h(x) > 0 minden x € R esetén. Keressiik

azt az x : I — R differencidlhato fliggvényt, amelyre
2'(t) = g(t)h(z(t)) minden ¢t €I esetén.

Ez egy egyenlet az ismeretlen z(t) fiiggvényre, mégpedig olyan, amelyik x(t) és =’ (t) kozott
teremt Osszefiiggést. Az ilyen egyenleteket differencidlegyenleteknek szokas nevezni. A
fenti differencidlegyenletet azért nevezziik szétvalaszthaténak, mert benne a g(t) és a h(x)
fliggvények szorzata szerepel, ami lehetéuvé teszi azt, hogy az ismeretlen z(t) fiiggvényt
tartalmazé tagok az egyik oldalra legyenek rendezheték. Ugyanis, ha x(t) megoldédsa a

fenti differencidlegyenletnek I-n, akkor

Innen




Ha F'(z) = ﬁ, r€Ré G'(t) =g(t) t € I, akkor

h(z) > 0 miatt F’'(x) > 0 is teljesiil, tehat F(z) szigortian monoton névo, igy létezik az

F () inverz fliggvénye. Tehat
z(t) = F(G(t)+¢) tel.

Az F fiiggvényt nem mindig konnyt kifejezni elemi fiiggvényekkel. Ha F nem elemi figg-
vény, vagy til bonyolult, akkor magdbdl az F'(z(t)) = G(t) + ¢ Osszefiiggésbol vizsgdljuk a
keresett z(t) fliggvény tulajdonsigait.

Példa. A Victoria Regia kor alaki levele teriiletének névekedési sebessége aranyos a levél
sugaraval és a napsugarzasbdl idGegység alatt felvett energidval. Ez utébbi energia a levél
tertiletével és a napsugéar beesési szogének cosinusaval aranyos. Tegytik fel, hogy a nap
reggel 6-kor kel és este 6-kor nyugszik, tovabba a napsugarak beesési szoge a fiiggolegeshez

viszonyitva —g és g kozott valtozik, délben ez a szog nulla. (A nap a zeniten delet) Ekkor

éjféltdl szamitva az idot a beesési szog t 6rakor %t —7. A levél x(t) teriilete és r(t) sugara

kozotti osszefiiggés r2(t)m = x(t). Tehéat x(t)-re a kovetkezd egyenlet adédik:

() =k j;:)x(t) cos (112 € 7r),

ahol k egy ardnyossigi tényez6. Hatdrozzuk meg az x(t) fiiggvényt, ha a mérések alapjin
tudjuk, hogy
z(6) = 100(cm?), x(18) = 400(cm?).

Ez egy szétvalaszthaté tipusu differencidlegyenlet, ennek megoldasi szabalyat kovetve

/
[0 E o ()
23 (t) NN T
12
z(t) = u, o' (t)dt = du, Ttm= v, dt = —dv
12 ™

/@—i/msv de
u%_ﬁ m
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1 12k )
—2u" 2 = ——=(—sinv) +c¢
T

5 1 12k . ( T y ) n
— = — S { —0t—7m C
z(t) T 12

1 7r
0 7r\/_ sin (

7T) +

1

= sin t— 7r)
x(t) 7T\/_ (
A k, ¢, allandékat az x(6) = 100, x(18) = 400 feltételekbdl hatarozhatjuk meg.

1 _ Gk sin(—z>+c——6—k+c
10 w7 2 YT

1 6k (ﬂ') n 6k n
20 7r\/_ . “a= /T “

+Cl

Linearis differencialegyenletek

Ha p(x) és g(x) adott folytonos fiiggvények az I = (a, b) intervallumon, akkor az y(x)

ismeretlen fiiggvényre az

y () + p(x)y(z) = q(z)

egyenletet linearis differencidlegyenletnek nevezziik. Ha ¢(z) # 0, akkor inhomogén, ha

q(x) = 0, akkor homogén linedris differencidlegyenlet a neve. Az ismeretlen y(z) fliggvényt

a kovetkez6 médon kereshetjiik meg.

1) Keressiik meg elészor az igynevezett homogén

vo(x) + p(z)yo(x) =0
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egyenlet yy megoldéasait. Ez szétvalaszthatd tipusu egyenlet, igy

yo(z) = —p(x)yo(x),

log yo(x) = / p(x)dz + c.

2) frjunk a fenti megolddsban a konstans helyére egy f(z) fliggvényt és keressiink meg-

oldasat y(z) = f(x)e” JP@d akban az eredeti inhomogén egyenletnek.
y(@) = f'@)e SO — f@yprye S,
amelybol
f@ye IO — f@yp@re S HOT 1 p) (e SO = g(a)

f@)e PO — g2,
f!(z) = qz)el P
f(z) = / a@)ed gy 4 ¢

tehat
y(z) = ¢~ Jp(@)d /q(x)efp(m)dxdx 4 eem [P

3) Beldthatd, hogy az inhomogén egyenlet 6sszes megoldasat ez a képlet adja meg.

c sz

racié nyilvan fligg a megtett 1ttél és az intersticidlis folyadéktér koncentracidjatol, ami

az 1d6 fiiggvénye, jeloljiik ezt c(t)-vel. A kapillaris vér dramlési sebessége legyen v = al-

sz

a to idépillanatban kezdiik el vizsgdlni a folyamatot x = v(t — tg), ahonnan ¢t = r + to,
v
x
D=e(Z+t0).
c(t)=c " + to
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Tételezziik fel, hogy y(0) = yo € R adott. Mivel az oldott anyag dtdramlédsa a kapillé-
risbdl az intersticidlis folyadéktérbe, egyenesen aranyos a két koncentracié kiilonbségével,

azt kapjuk, hogy

y'(@) = k(e(= + o) —y(a)).
Keressiik az y(x) fliggvényt, ismerve, hogy y(zo) = yo = adott. Az egyszeriliség kedvéért
tételezziik fel, hogy c(% + t0> = ax + b ahol a,b adott valés szamok. k-t is tekintsiik

adottnak. fgy az
y'(z) = —ky(x) + akz + bk

linedris differencidlegyenletet kapjuk.

Vizsgalva eldszor az y'(z) = —ky(z) egyenletet, megolddsdra a kovetkezdt kapjuk
/
yle) _
y(x)
/
/y (x)dx =—kx+c
y(z)

y(x) = Ae” " ahol Ac€R.
Egyenletiink megoldasét y(x) = A(z)e % alakban keresve azt kapjuk, hogy
Y (z) = A'(x)e " — kA(z)e " = kA(z)e " + akx + bk,
amelybol
A'(z) = (akx + bk)e™™

adddik. Innen parcidlisan integralva

kx + bk ke
Az) = /(akx + bk)ehrdx = %em - /akz%dm =

aek:c

k

(az + b)eM™ — +c=(ax+b— %)e’”%—c.

Tehat
y(x) =ax+b— % + ce h®,
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Felhaszndlva, hogy 4(0) = yo
Yo="b—

NS

amelybél ¢ = (yo — b+ 2) és igy

y(x):ax+b—%+(yo—b+%6_km~
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Gyakorlé feladatok

3nd —2n+1
1) lim —————+—
) n1—>Holo n3 +1
-1 2
%) Tim (5n )(2571 +2)
n—o0 n
V3n2+4+2n—1
3) lim "+ 2n
n—00 n—+>5

n(n—1)(n —2)(2n — 3)

4) li
e PR PR
on? —2n+1
lim ————
o) Jim =
3n?2+1
lim ———
6) Jim — e
7) lim (\/n2+n—|—1—\/n2—n+1)
) \/3n2—|—n—|—1—\/2n2—n—|—2
8) lim
n—oo n
o Vn+1—vV2n+1
9) lim
n=o00 \/3n —2 — /b5n + 6
10) lim /302
11) lim /57 + 37 — 1
12) lim /37 — 27
13) lim ¢/3-27 -2
14) lim /5 37 —4.2n

n—0 X

sin 2x
1 i
9) nli% sin 3x

1—coszx
2 lim ———
R

in2xt
21) lim S0 201837

n—0 xT
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Fiiggvénydiszkusszio

6 3
ﬁxxz; %—3x2+8x; e (z+1)*(z —1),
r—+z; 2 +sinz; 2z —e %), !
Y ) Y x2 _ 1

1 x 3 x
- 42. . .
x+ o 1422 3—22" z22-1’

z—1 1+ 2x _w _ g2
—_— — 4+ ——— e T
Va+1 = 22-1’ ’ ©

zeV? r—log(x+1); e —2e*", Vr+V5—=z

log(x?® 4 62 +17); sinz?; a2 —2x+1

1 3 2 i 3 9.2
x4+ —, 2z°—15x" 4 24x; 2x° —9x° +24x+7
x
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oW

oo

NCERG
V345
2+ 2v2

Ne)

—_ =
_ O

—_ =
= W N

N N N e N N N
W N W Ot =

—_
(@)
('b

(r—=1)*(z+2); (z—-DVa; 16z(x—1)%

arcsin(1 — V2?); arctglogz; /23 — 622 + 3

8£B

1+«

o (1+2%e™™; zlogz,

log(1+2?%); (z—1)e%; logz — arctga;

1
2cosx —cos2x; Vo — vVax+1; sin—
x

Megoldasok
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sinx + xcosz
T CcosxT —sinx
2

1+logx

x—2em
3
T

)
)
)
)
)
)
26) cosx + 2cos2x
)
)
)
)
)
Gyakorlé feladatok — differencialegyenletek

2
—X

Tegyiik fel, hogy egy populacié tomegének valtozasi sebessége a pillanatnyi tomeg-

gel és egy a > 0 fels6 hatartdl vald eltéréssel egyarant aranyos. A tomeget az id6
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fliggvényében megadd x fiiggvényre tehat valamilyen pozitiv konstanssal:
T = cx(a — x).

Hatérozzuk meg a t = 0 idéponthoz tartozé xgy € (0, a) kezd6tdmeg esetén a populacié

tomegét az id6 fiiggvényében!

Megoldasok

1) ce® —2(m+1)

2 ce__ +1

W

)
)
)
) -
5) \/210gx—x2+c
6) cx+2xlog 1
)
)

7) ce® —x2—1
22
8) e~ (2 —i—c)
amoeact
9) T act __
0€ To +a
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A hatarozott integral

Tekintsiik az f(z) = 22 fiiggvényt a [0, 1] intervallumon és hatdrozzuk meg ezen gorbe

és az x tengely kozti teriiletet.

X2 A

Kozelitsiik el6szor ezt a tertiletet Ugy, hogy kitoltjiik egymast at nem fedd téglalapokkal

minél pontosabban. Osszuk [0, 1]-et n egyenlé részre és vegyiik a kovetkezé kitoltést:

A

/

I =
0 X1 X2 X3 1 X

s

T

k
Legyen zg =0, zp = - (u=1,2,...). AKkitolt6 téglalapok sszteriilete

Vehetiink ugy is téglalapokat, hogy teljesen fedjék le a kivant teriiletet.
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Ezek Osszteriilete

1 n(n+1)(2n+1)
2 _ 2 2 2y
xk__n?’(l +2°4+...4+n%) 63 :

A kivant tertlet t,, és T,, kozé esik t,, < T < T,, és mivel t,, — =, T,, — 3 amint n — o0,

3
|

T= 3 adodik.

Tekintslink most egy tetsz6leges folytonos fliggvényt az [a,b] (a < b) intervallumon. Jar-

junk el ugyanugy, mint az elobb. Legyen

b—a

n

Thon = k+a k=0,1,2,...n

My =min{f(z): Tpn <2 < Tpyin}
My, =max{f(z) 1z n <x <zpp1n} k=0,...,n—1

és

n—1 b—a n—1 b—a
tn = Z n mg n, Tn = Z n Mk,n-

k=0 k=0
Nyilvanvald, hogy t,, < T),. De azt is be lehet 1atni, hogy a lim ¢, = lim 7, hatarértékek
n—oo n—oo
léteznek és megegyeznek. A fiiggvény gorbe és az = tengely kozott elhelyezkedo teriiletet
ez a kozos hatarérték definialja. Ennek szokasos neve a fliggvény hatarozott integralja a

és b kozott, jelolése

n—oo n—oo

b
/ f(x)dx = (lim ¢, = lim T),).
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Ha az f fiiggvény nem folytonos [a, b]-n, de korlatos, akkor is képezheték a fenti ¢, és T;,

osszegek. Az f fliggvényt [a,b]-n integrdlhaténak mondjuk, ha lim ¢, = lim T,. Az

n—oo n—oo

integral jelolésére az fab f(x)dx szimbdélumot hasznéljuk, ami most is a k6z0s hatérérték,

n—oo n—oo

b
/ f(x)dr = lim t, = lim T,.

A fentiekben lattuk, hogy folytonos fliggvény mindig integralhato. Igaz a kovetkezo is: Ha

f monoton és korlatos [a, b]-n, akkor integralhatd.

Hatarozott integral tulajdonsagai

a < b esetén f; f(z)dz-et az el6bbi szakaszban definidltuk integrélhaté f(z) esetén. Defi-
nidljuk most [, f(z)dz-et is [ f(z)dz = — f: f(x)dz-vel, valamint a

a b
/ f(x)dx:/ f(z)dz =0
a b
integralokat.

1) Ha f integralhaté I C R-en, és a,b € I, akkor f; f(x)dx is 1étezik.
2) Ha «, 8 € R, f és g integralhatéak I-n, a,b € I, akkor

/ab(ozf(x) + Bg(x))dx = oz/ab f(x)dz + ﬁ/abg(x)da;

3) Ha f(z) integrélhaté I-n, a,b, c € I, akkor

/ab f(z)dx = /acf(x)da:%—/cb f(z)dx

4) Ha f(z) és g(x) integralhaté I-n, a,b € I, a < bés f(x) < g(z) x € [a, b] esetén, akkor
b b
/ f(x)dx < / g(z)dx

5) Legyen m < f(x) < M [a,b]-n, ahol a < b. Ekkor

b
m(b—a) < / f(x)dx < M(b—a),
ami a definicié alapjan nyilvanvalé.
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6) Legyen f(x) folytonos [a, b]-n, ahol a < b. Ekkor van olyan ¢ € (a, b), amelyre

b
16) = 5= |t

(Integral kozépérték tétele).
7) Ha f(z) integralhaté [a,b]-n, a < b, akkor |f(t)| is integralhaté és

[z | [ o

Az integralfiiggvény és tulajdonsagai

Legyen a < b és a < x < b. f(z) integralhaté [a,b]-n. 'kkor értelmezhetjik az F(x) =
[T f(t)dt fiiggvényt [a,bl-n. Ezt nevezziikk f(z) integralfiiggvénynek. Erre a kovetkezd
allitasok az érvényesek.
— Ha f(x) integrélhat6 [a, b], akkor integralfiiggvénye folytonos [a, b]-n.
— Ha f(t) folytonos [a,b]-n, akkor [ f(z)dt differencidlhaté (a,b)-n és (f; f(t)dt)l =
F(@)

Tétel. Ha f(z) folytonos [a, b]-n, F'(x) primitiv fiiggvénye f(x)-nek (a,b)-n és F(x) foly-

tonos [a, b]-n, akkor
| f@yds = F®) - Fa)

(Newton-Leibnitz formula)

Példa. Mekkora teriiletet zar be egy szinusz hullam és az x tengely, azaz foﬂ sinzdr =7

[sinxzdr = — cosx + ¢, azaz sin z-nek — cos x primitiv fliggvénye, tehdt
™
/ sinzdr = —cosm — (—cos0) =1+1=2.
0

Példa. Hogyan szamolhaté ki az r sugari korlap teriilete? Tekintsiik a negyed kort, azaz

az y = Vr?2 — z? figegvényt az 0 < x < r szakaszon.
Yy ggveny
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Yi

Ezen gorbe és az x tengely kozott a negyed kor teriil el, tehat a korlap teriilete
4for Vr2 — x?dx
/ V2 —2?dr =7

T =rsing

dx = rcospdp

/\/TQ—xgdx:/\/TQ—TQSiHZ(,OCOS(deOZ

1 2 1 2
:r2/0082g0d<p:r2/7+0208 ¢d¢:r2/§dgo+r2/0082 SOd(p:

) .
e ,8in 20 r2 . ) sin 2 (arc sin r)
=r E—i—r —— 4+ —arcsin— =r

4 2 r 4

tehat )
T
4/ Vr2—ax2=4. %(arcsinl — arcsin 0)+
0

r? . . . r? 7
+Z(sm(2arc sin1) — sin(2arcsin0)) = 45 5 =

52



Improprius integral

Legyen f(x) integralhaté a [a, A] intervallumon, barmilyen a-nal nagyobb A esetén.

Ha Alim faA f(z)dx 1étezik, akkor definidlhatjuk az

/aoof(x)dx: lim /aAf(x)dx

A—oo

improprius integrdalt. Ha a fenti hatarérték nem létezik, akkor azt mondjuk, hogy az

oo
| f(x)dx improprius integrdl nem létezik. Legyen [a,b] adott, a < b, f integralhaté [a +

g,b]-n minden 0 < ¢ < b—a esetén. Ha lir(1)1+ f;+€ f (x)dx 1étezik, akkor azt mondjuk, hogy

b
az [ f(x)dx improprius integral létezik és

b b
/a f(z)dz = Elir&_ /a+€ f(x)dz.

b
Ha ez a hatdrérték nem létezik, akkor azt mondjuk, hogy az [ f(x)dx improprius integrél
a
nem létezik.
a
Hasonléan definidlhaté a [ f(z)dz, vagy az f: f(x)dx tipusti improprius integral is,

—00
ha f(x)b kérnyezetében nem integralhato.

Példa. [ dz _,
I x
A A
dx 9 1
tehat [ — =1
I
Példa.

I 1
dz ) dx .
[t mei-2v =2
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1 z4/1—1log?x

2log 2 dr
IR

log 2

1
8) [e*t¢ dx
0

(@)
~—

9) [ xlogzdx
1

1

10) [ vz + 1dx

0

11) | zlogzdx

12) [ zsin/zdx

dx

2 —1

13)

sin x

o cos”x

— »—Agjg O— y O —

14)

x2e 3% dx

15)

16) [ arctgy/zdx

E

17)

18) | zlogzdx

O —m s P g O O

Gyakorlé feladatok
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Komplex szamok

Az a + ib kifejezést hivjuk komplex szamnak, ahol a,b € R és ¢ az u.n. komplex egység.
Az a + b kifejezés a komplex szam algebrai alakjanak is nevezziik, a a valds rész, b pedig
a képzetes rész. Az a + ib komplex szamot az (x,y) derékszogi koordinatarendszer (a,b)
pontjaval azonosithatjuk, hasonléan mint a valds szdmokat, mint a szdmegyenes egy pontja.
Azonosithaté az origébdl az (a, b) pontba mutaté vektorral is. a 4 ib = 0 akkor és csakis

akkor, haa=b=c

Ya

ot o ____
<V

Miiveletek komplex szamokkal

Legyenek z1 = a1 + ib1, 2o = as + iby komplex szamok.

21+ 2o = (a1 + a2) + i(by + b2)
21 — k2 = (a1 — CLQ) + Z(bl — bg)

2129 = a1a9 — b1by + i(albg + blag)

1 ay . b
1 _ . h 0.
@ R @ oAt

Specidlisan a by = by = 0 esetben a valds szamokon végzett miiveleteket nyerjiik. A

szorzas ismételt elvégzésével nyerhetjik a komplex szdmok természetes szdmokkal képzett
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2 1_

hatvényait, 2° =1, 2! — 2, 22 = 2 - 2, 2"t = 2" . 2. Specidlisan i i,172=—1, 3 = —i,
it =1, =i.

Az igy bevezetett miiveletek ugyanazokkal tulajdonsagokkal rendelkeznek, mint a valds
szamokon végzett miiveletek. Szemléletesen az Gsszeadas a paralelogramma szabaly szerint
torténik.

Z1+22

><V

A szorzas szemléletes jelentése az u.n. geometriai alakkal mutathaté meg, ezért elotte ezt
mondjuk meg, hogy mit jelent.

A z = a + ib komplex szdm abszolut értékén értjiik a |z| = /a2 + b2 kifejezést, ennek
szemléletes jelentése a komplex szamot abrazolé vektor hossza. A z argumentumén értjik

az x tengely és a z-t dbrazold vektor szogét a (—m, 7] intervallumbél. Egész pontosan

(arctg?, ha a>0,0>0
5 ha a=0,b6>0
W—arctg_ia, ha a<0,b6>0
, ha a<0,b=0

ares = —7r+arctgg, ha a<0; b<0

ha a=0;b<0
arctg> ha a>0,0b6<0
L 0, ha a>0,b6=0

A z = a + ib komplex szadm esetén vezessiik be az r = |z|, p = argz jeldléseket. Ekkor a

a =r71cosp, b=rsiny és igy
z=rcosp+irsiny=r(cosy+isinyp).

Ezt az utébbi alakot nevezziik a komplex szam geometriai alakjanak. Szoktuk haszndlni a

z = a—1b jelolést is, z-t a t komplex szam konjugdltjanak hivjunk. Ez z-nek az = tengelyre
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NPT . o . — 1 z . /1 i
valé tiikorképét jelenti. Nyilvanvald, hogy |z|? = 2z. Innen — = W is adédik, amit az
z z
osztéas algebrai alakon torténd elvégzését segiti.
Legyenek adva a z1, 29 komplex szamok, abszolut értékiiket és argumentumukat jelolje

r1,72 és @1, p2. Ekkor
z,22 = r1(cos @1 +isingy) - ra(cos o + isingy) =

= 7172[(cos 1 cos Yy — sin@ipa) + i(sin Y192 + cos @i sinp) =
= r1ra(cos(p1 + w2) +isin(p1 + v2)).

Innen leolvashaté a szorzas szemléletes jelentése. A szorzat hossza a szorzandok hosszanak
a szorzata, iranyat pedig ugy kapjuk, hog az egyik vektort a masik argumentumaval az
oramutatéd jarasaval ellentétes iranyban elforgatjuk. Nyilvanvalé, hogy minden n termé-
szetes szamra z" = r"(cos(ny) + isin(ny)) is teljesiil, ami megkonnyiti a nagy szamokkal
valé hatvanyozast.

Foglalkozzunk most {/z értelmezésével természetes n szamokra. Ezt ugy lehet értel-

mezni, mint azon w komplex szadmok halmaza, amelyre

Legyen z = r(cos ¢ + isin ), w = p(cost) + isin ).
Ekkor w™ = p™(cos(ny) + isin(ny)). A w™ = z egyenletbél

p" cos(ny) = rcos g

p" sin(ny) = rsin @.
Innen p" = r, azaz p = ¥/r és
sin(ny) = sin ¢
cos(ny) = sin ¢
addédik. Tehat ny = ¢ 4 2k7 valamilyen k-ra innen

2k
¢:£+_7T_

n n
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Tehat

e e o (42 s (5 2.

n

cos és sin 27 periddikussaga miatt a fentiek
k=0,1,2,...,n—1

értékekre adnak kiilonbozd értékeket.

Gyakorlé feladatok

1) Szamitsa ki az alabbi kifejezéseket

1) (14 2i)2, 2) (2—1)2+ (2+14)3 3) 12

3) L, 5) (5 +1%)° 6) (—3+ 19",

7) V2i, 8) v/ =8, 9) V3 —4i

10) v/—15 + 84, 11) /=3 — 44, 12) v/—1

13) /=8 — 61, 14) /8 + 64, 15) 4100

16) (1 + 7)200, 17) (1 +14)23, 18) (1 +iv/3)°

19) (V3 —1)?, 20) (24)'8, 21) §/ It

22) f/;gT_ 23) o/ =L 24) (1 +4)(3 + 24)(1 — 2i)
25) (8 4 6i)%(1 — 1), 26) (V/—1)3, 27) a7

28) i(1 —i)y/T — i, 29) \/15, 30) L=t +

Absztrakt linearis tér

Definici6. Egy L # () halmazt linedris térnek (vagy vektortérnek) nevezziik, ha létezik
benne oOsszeadasnak nevezett miivelet, amely barbely a,b € L-hez a + b € L-et rendeli,
barmely A € R és a € L-et 0ssze lehet szorozni L-ben, azaz Aa € L és létezik olyan 0 € L
hogy az alabbi tulajdonsdgok érvényesek

l)a+b=b+a Va,belL

2)a+(b+c)=(a+b)+c Va,bcel

3)a+0=a VYacl

4)Va € L-re 3—a € L ugy hogy a+ (—a) =0
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5) a(fz) = (af)r Ya,B€R, z€L
6)l-o=x Vrxel

N (a+B)r=ar+ Py Vo, ER, Vr,y € L
8) a(x+y)=ar+ay VaeR, Vr,ye L
9)0a=0 Va€elL

10) (-1)a=—a VYa €L

Megjegyezziik, hogy a 9) és 10) tulajdonsag az 1-8. tulajdonsdgokbdl levezethets. Lat-
szik tovabba, hogy akarhany véges sok elem Osszeadasa barmely sorrendben elvégezheto,

ezért a zardjeleket nem fontos kirakni.

Definicié. Az x1, ...,z € L elemek egy linearis kombinaciéjan az ajxr; + ...+ apxy € L

elemet értjiik, ahol agq,...,ar € R valds szamok.

Definicié. Az xq,...,xr € L elemeket linearisan fiiggének nevezziik, ha vannak olyan

ai, ..., € R szdmok, hogy af + ...+ a2 > 0és ayzy + ...+ agzy = 0.

Definicié. Az x1,...,x, € L elemek linearisan fiiggetlenek, ha nem linearisan fiiggéek. Ez
azt jelenti, hogy barmely olyan aq,...,a; € R esetén, amelyre af + ...+ a2 > 0, az is
igaz, hogy a1y + ...+ xpxr # 0. Még méasképp megfogalmazva: ha ayxy +...+apxr =0

valamilyen aq, ...,z € R esetén, akkor a; = as =... = = 0.

Definicié. Azt mondjuk, hogy L n-dimenzids (n € N), ha L-ben létezik n darab linedrisan
fiiggetlen elem és barmelyik n + 1 darab mar linearisan fiiggé. L végtelen dimenzids, ha

barmely n € N-re 1étezik L-ben n darab linearisan fiiggetlen elem.

Definicié. A L linearis teret bels6 szorzat térnek nevezziik, ha Va, b € L-hez hozzarendelhet6
egy (a,b) € R szam tgy, hogy

1) (a,b) = (b,a) Va,be L

2) (a+b,¢) = (a,c)+ (b,c) Va,b,ceL

3) (Aa,b) = A(a,b) VA eR,Va,be L

4) Va € L esetén (a,a) > 0 és (a,a) = 0 akkor és csakis akkor, ha a = 0.

A (a,b) valés szdmot az a és b elemek skaldris szorzatdnak nevezziik.
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Ha L bels6 szorzat tér, akkor tetszéleges a € L-hez hozzdrendelhetd a |la|| = /(a,a)
valés szam, amelyre

1) Va |la|| > 0 és ||a]| = 0 akkor és csakis akkor, ha a =0

2) [[Aal| = |A|||a|| Vae L, XeR

3) lla+b] < llall + bl Ya,be L

4) [(a, )] < lallfl]

teljesiil. ||a||-t az a elem norméjdnak nevezziik.

Linearis terek bazisa

Legyen L n-dimenizés linearis tér, n € N.

Definicié. Azt mondjuk, hogy eq,..., e, bazis L-ben, ha eq,...,e, linearisan fliggetlenek.
Ha eq,...,e, bazis az n dimenzids L linearis térben, akkor barmely x € L esetén
vannak olyan x1,...,x, € R valos szamok, amelyre

r=1x1€e1 + ...+ Tpey,.
Ugyanis L n-dimenzios, ezért x,eq, ..., e, linearisan fiiggdek, tehat vannak olyan
ag, ai,-..,a, € R szdmok, amelyre a2 + a2 + ...+ a2 >0 és
apxr +a1e1 + ... +ane, =0.

ap = 0 nem lehet, mert ekkor
a?+...+a%>0¢és

aie1+...+ape, =0

teljesiilne, ami ellentmond annak, hogy e, ..., e, linedrisan fiiggetlenek. Ekkor viszont
ai az an
r=——e — —€y—...— —€p,
ao ao ao

amit bizonyitani akartunk.
Ez a tulajdonsag forditva is igaz. Ha L linearis tér, ey, ..., e, € L linearisan fiigget-

lenek és minden z € L-hez léteznek olyan xq,...,z, € R valés szdmok, amelyre
r=x1€1 + ...+ 2Then

akkor L n-dimenzios és eq, ..., e, bazisat alkotja.
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Matrix szamitas

Legyenek adottak az m és n természetes szamok és tekintsiik a valés szamok egy m

sorbol és n oszlopbdl allo tablazatat.

ail a2 e A1n—1 A1n
az1 a2 cee a2n—1 a2n
A=
m—-11 Om-12 .-+ Ap—1n—-1, Am—-1n
am 1 am 2 Am n—1, am n

Egy ilyen tablazatot m x n tipusi méatrixnak hivunk a tovabbiakban. A tablazatban
elhelyezett szdmokat a matrix elemeinek hivjuk. Az a;; szdm jeloli az i-edik sor j-edik
elemét. A tovabbiakban is egy matrix elemeit a latin ABC indexel ellatott kisbetiiivel
jeloljiik, magat az egész matrixot a megfeleld nagybetiivel jeloljiik. Az A matrix jelolésére
gyakran hasznaljuk az (a;j)m,n jelolést is. i-edik soran az (a;1ai2, - .. Gin—1ai,) Matrixot

az i-edik oszlopan pedig az
a1y
a2;

matrixokat értjiik.

am—lj

Amj
Példaul a

2 3 4
-1 6 0
matrix 2 sorbdl és 3 osztlopbdl all, az elso sor 2-ik eleme: 3, a 2-ik sora

(=1 6 0)

az elso oszlopa pedig (_21)
Két matrixot akkor tekintiink egyenlének, ha mindkettonek ugyanannyi sora és ugyanannyi
oszlopa van, és a megfeleld helyen all6 elemek megegyeznek. Az m sorbdl és n oszlopbdl
all6 matrixokat m x n tipustnak nevezziik, ezek halmazat R™*"-el jeloljik. Az n x n
tipusu matrixokat négyzetes matrixoknak, az n x 1 tipusiakat oszlopvektoroknak, az 1 xn
tipusiakat sorvektoroknak is szoktuk nevezni. Hasznaljuk az R® = R*" 6" = R" x 1
jeloléseket is.

Ha A és B € R"™*™ akkor értelmezhetjiik az A+ B € R™*™ Gsszeget gy, hogy A és B
megfelelé elemeit Osszeadjuk. Ha A = (aij)m,n B = (bij)mn, ekkor A+ B = (aij +bij)mn-
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Barmely A = (a;j)m,» € R™*™ métrixot megszorzhatunk egy A valés szdimmal a
AA = (Aaij)m,n definicié szerint.
Azt az m X n tipusi matrixot, amelynek minden eleme zérus nullmatrixnak nevezziik,

ennek jelolése 0y, , vagy 0.
Tétel. R™*"™ m + n dimenzids linedris tér a fenti miiveletekkel.

Bizonyitds. A linedris térre megkovetelt 1-10 tulajdonsagok teljesiilnek a bevezetett
miiveletekre. Ha E;; jeloli azt az R™*"-beli métrixot, amelynek i-edik sordnak j-edik eleme
1, az Osszes tobbi pedig zérus, akkor ezen matrixok linedrisan fiiggetlenek és tetszoleges

A= (aij)m,n € R™*™ esetén A = ) i=1..m a;;E;; ami bizonyitja allitdsunkat.
j=1l...n

Matrixok szorzasa

Legyen A € R™** B ¢ R¥*"  Ekkor értelmezhetjiik a C = A- B = AB € R™*"
matrixot ugy, hogy

k
cij = ajbij + azebo; + ...+ aipbr; = E airby;.
=1

Péld4ul:
4 9 3 0 2\ 4-349-2 4-0+9-4 4-24+9-1 (30 36 17
-1 2 2 4 1) \(-1)-3+2-2 (-1)-0+2-4 (-1)2+2-1) \1 8 0
2 0 1 -3 1 0 —6 1 3
-2 3 2 0 2 1| = 6 2 9
4 -1 5 0 -1 3 —-12 -3 14

7T 2 2\ (20
11 3) \Ub
A fentiek alapjan nyilvanvald, hogy nem akarmelyik két matrix szorozhaté 6ssze. Sot,
ha A- B létezik, akkor B- A nem biztos, hogy elvégezhet6. A-B és B- A egyidejiileg akkor és

csakis akkor végezheto el, ha A és B ugyanolyan tipusu négyzetes matrixok. A, B € R"*"

esetén sem biztos azonban, hogy AB = BA. Példaul

a=(5 1) ==(3 5)
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esetén

1 -1 2 1
AB:(l _1) BA:(2 0)
tehdt AB # BA.

Adott A € R™*" esetén definidljuk az AT € R™ ™ métrixot gy, hogy AT i-edik

soranak j-edik eleme megegyezik az A matrix j-edik sordnak i-edik elemével. Példaul

T 2 -1 1
(;21 g 11) =13 2 ) (172,3)T: 2],
4 1 3

T 1\ !
2 -1 2 1
oy oz (3) e
—1
Egy A € R™".es métrixot szimmetrikusnak nevezziik, ha A7 = A. Példaul A =

(_11 _21) szimmetrikus matrix.

A matrixszamitas alkalmazasai

1. Egy megye buzaterm¢ teriileteit valamely évben adottsagaik szerint ot osztalyba
soroltak. Jeloljiik a csoportokon beliili dsszteriiletet ¢;-vel (j = 1,2,...,5). A csoportokban

hektaronként atlagosan a;(j =1,2,...,5) mazsa buza terem. Legyen
T:(tl,tg,...,tg,) és A:(al,ag,...,a5)ER4.

Ekkor a T'A skalarszorzat megadja az adott évben, az adott megyében az Osszes termett
biiza mennyiségét. Ha I = (1,1,...,1) € R™, akkor % a megye hektaronkénti atlagos

buzatermését fejezi ki.

2. Egy okolégiai modellben r szamu novényfaj, s szamui noévényevo és t szamu ragadozo
allatfaj szerepel. Jelolje az X matrix x;; eleme (i =1,2,...,7,j=1,2,...,s) a j-edik no-
vényevo faj egyedei altal elfogyasztott i-edik novényfajbeli egyedek valamilyen mérték sze-
rinti mennyiségét. Hasonléan jelolje az Y matrix y;, eleme (i =1,2,...,s,7 =1,2,...,1)
a j-edik ragadozdé faj egyedei altal elfogyasztott i-edik fajbeli névényevok mennyiségét, a

C matrix ¢;; eleme (1 =1,2,...,7,j=1,2,...,t) pedig a j-edik ragodozé faj egyedei dltal
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a taplaléklancban kozvetve elfogyasztott i-edik névényfajbeli egyedek mennyiségét. A C
matrix nem mas, mint az X és Y matrixok szorzata, C' = XY.

S

harom diszkrét érték lehet: a madarak 0,1 vagy 2 évesek. A 2 évesek részpopuldcidja
elemszamanak kétszeresével egyenld szamu (0 éves) utdédot produkdl, majd egy éven beliil
elpusztul. Egy év alatt a 0 korcsoportbelieknek a szorosa, az 1 éveseknek pedig 3 szorosa
pusztul el (0 < «, 5 < 1). Kérdésiink, hogyan alakul a madarfaj 1étszama hosszi tavon?

Jeldlje zg(n), x1(n), z2(n) a 0,1, ill. 2 évesek 1étszamat az n-edik év elején. Ekkor
xo(n + 1) = 2z2(n)
z1(n+1) = (1 —a)ze(n)
xza(n+1) = (1 - B)zi(n)

(n=0,1,2,...).
0 0 2
Vezessik beaz A= [ 1—a 0 0| € R3*3 generaciés métrixot és az z(n) =
0 1-8 0
xo(n)
xi(n) | € 0™ matrixot. Ekkor
z2(n)

z(n+1) = Az(n).
Ezt felhasznalva
z(1) = Az(0), 2(2) = Az(2) = A%x(0), 2(3) = Az(2) = A%z(0),

ahonnan lathato, hogy
z(n) = A"z(0).

Tehat A hatvanyait kell vizsgalnunk.

0 2(1 - 3) 0
A? = 0 0 2(1 — a)
(1—-a)(1-7) 0 0
2(1 — a)(1 - ) 0 0
A3 = 0 2(1 —a)(1 - B) 0 =2(1 - a)(1 - B)E.
0 0 2(1 —a)(1-p)



Ezt felhasznalva
At =AA3 =2(1-a)(1-B)A

A® = A%A% =2(1—a)(1 - p)A?
A% = A3A% = 2(1 — a)(1 — B)]2E,

ahonnan lathato, hogy
A =21 -a)1-p)E

A 2(1 - a)(1 - B)FA
A2 = [2(1 - a)(1 - B)]*A?
(k=1,2,3,...). Innen kovetkeztetni tudunk a létszdm alakuldsara. Ha 2(1 — a)(1 — ) <
1, akkor [2(1 — a)(1 — B)]¥ — 0, ha k — oo. Ez azt jelenti, hogy x(0)-tdl fiiggben a
madarfaj létszama el6bb vagy utébb 1 ald csokken, vagyis a madarfaj kihal. Ellenben, ha
2(1 —a)(1—p) > 1, akkor a populécié szaporodik, 1étszama rohamosan né. Ez oda vezet,
hogy el6bb vagy utébb feléli a rendelkezésére &ll6 életteret. (Ekkor persze a és (5 nd, vagyis
2(1 —a)(1 —B) 1 al4, vagy 1-ig csokken.)
Erdekes az az eset, amikor 2(1 — a)(1 — 3) = 1. Ekkor

2 $2(0>
z(1)=Az(0)= | (1 —a) z0(0 )

2(1-p) z1(1)
x(2) = A%(0) = 2(1 — a) (1)
(I-a)(1=0) wzo(1)

z(3) = A%2(0) = 2(1 — a)(1 — B)z(0) = z(0)

vagyis a madarfaj létszama ciklikusan valtozik, minden 3-ik évben ugyanaz a létszam.

Lathat6 az is, ha

z1(0) =2(1 - fB)e, x1(0) =2(1 — a)c

és 22(0) = (1 — a)(1 — B)c (¢ € R, tetszbleges, akkor x(n) = x(0) minden n-re, azaz

eléfordulhat az is, hogy a létszam sosem véltozik.
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A linearis transzformacié fogalma

Legyenek L és Lo lineéris terek és T' : Ly — Lo egy leképezés, ami rendelkezik a
T(ax + PBy) = oT'(x) + BT (y) tulajdonsidggal barmely x,y € Ly és «, 5 € R eseték, akkor
T leképezést linedris transzformdaciéonak nevezziik.

Példak linearis transzforméciéra

1) Ly = Ly a sik 0 pontjabdl kiindulé vektorai, T 0 koriili, adott szogii elforgatés

2) Ly = Lo a tér 0 pontjabdl kiindulé vektorai, T 0 kézéppontra torténd titkrozés.

3) L; a differencialhaté fiiggvények halmaz (0,1)-en Lo a (0,1)-en értelmezett fiiggvé-
nyek, T az adott fiiggvényhez a differencidlhanyadosat rendeli hozza.

4) L1 = Ly a [0, 1]-en a folytonos fiiggvények halmaza és (T f(x fo sf(s

a linedris transzformacié tulajdonsagabdl kovetkezik, hogy minden lineéris transzfor-

macio nullvektorhoz nullvektort rendel, ugyanis, ha x € L tetszdleges elem, akkor
L(0) = L(0x) = 0L(z) = 0.

Ezért nem linearis transzforméacié példaul a sikon egy nem nulla vektorral valé eltolas.

Az L-et Lo-be képezd linearis transzformcaiok halmazat B(Lq, Ly)-vel fogjuk jeldlni.

B(6",0™) és B(R",R™)-beli linearis

transzformacidk altalanos alakja

Legyen T' € B(0™,0™) egy linedris transzformcdié. Ha Ej € 0" jeloli azt az osz-

lopvektort, amelynek a k-adik eleme 1, az Gsszes tobbi pedig zérus, akkor tetszéleges

Y1
y=| : | €6 felirhaté y = >, y; E; alakban. Igy
Yn
T(y) =) T(yE) =) wT(E
i=1 i=1
a4 aiq
ag; n azq
T(E;) € 0™, jelolje az elemeit a;;, T(E;) = . |- Ekkor T(y) =>_,_ v | . | Ha
Amy Ami
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aig
ao;
A jeloli azt a R™*™ matrixot, amelynek i- edik sora . , akkor

Amy

Innen ldthaté, hogy B(0™,60™) elemei az R™*™ métrixokkal reprezentélhaték. Hasonléan
levezethetd, hogy ha T' € B(R™, R™), akkor van olyan A € R™*" métrix, hogy T'(x) = zA

minden z € R"-re.

Az R" tér topoldgiaja

Legyen adott n € N. Ha x € R™ és a > 0 egy valés szam, akkor G, (x) jeloli
a Go(z) = {y € R" : |z — y|| < ¢} halmazt. Emlékeztetiink, hogy ||z|| = /(> i, z7),
x=(x1,...,2,) € R" esetén. G,(x)-et szokds nevezni az x kézépponti « sugari gdmbnek
is. Egy H C R™ halmaznak z bels6 pontja, ha z € H és van olyan o > 0, hogy G (z) C H.
H C R” nyilt halmaz, ha minden pontja belsé pont. x € R” kornyezetének hivunk minden
olyan H nyilt halmazt, amelyre x € H C R" teljesiill. R" egy részhalmazat zartnak

nevezzilk, ha komplementere nyilt.

Legyen adott egy xx = (g1, Tk 2,--.,Tkn) € R" sorozat k = 1,2,.... Azt mondjuk,
hogy = az a = (a1, as,...,a,) € R™ elemhez konvergal, ha minden i-re (i = 1,2,...,n)
xk’i — Q;.

Jelben: limy .o xx = a, vagy xx — a, ha k — oo.
Evidens, hogy limg_.o |[|[zx — a|| = 0, ha limg_, oz = a. Az xj sorozatot divergensnek

mondjuk, ha van olyan i(: = 1,2,...,n), amelyre z; divergens.

R"” — R™ tipusiu fiiggvények

Adott n,m € N mellett az R™ térbdl az R™ térbe képezo fliggvényekkel fogunk fog-
lalkozni. Az f: R™ — R™ értelmezési tartomanyét D s-vel fogjuk jelolni, Dy C R™. Ilyen
fiiggvények példaul R™-et, R™-be képezo linedris transzformaciok. Ezek altalanos alakja

f(x) = zA, ahol A € R"*™. Nem linedris fliggvényt kapunk példdul, ha a métrixszamitas
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alkalmazdsaiban bemutatott madarpopuldciéban (3. példa) az « és [ elhaldlozdsi rata a
madarfaj osszlétszamatdl is fligg. Ha egy adott évben = = (z¢, x1,x2) a madérfaj életkor

szerinti vektora, akkor

To + X1+ T2 o+ X1+ X2
(1B, a1 2 )
e ao( 7 B = Do 7
elég jol leirja a haldlozési ratak valtozasat, ahol K jeloli az élettér kapacitasat, ag, Gy pedig
aranyossagi tényezék (0 < aq, by, K). Ekkor a kdvetkez6 évben a madarfaj életkor szerinti

vektordt az az f : R3 — R3, fiiggvény irja le, amelyre

a
[ = f(zo,21,22) = (222, [1 — ¢ + —O(xo + 21 + 22)]o,
K

[1 — ﬁo + %(CEO + I + .’,EQ)].’Bl).

Szemléltetni, felrajzolni egy ilyen tobbvaltozés, tobbértéki fiiggvényt dltalaban nem lehet.

Azonban, ha

f:R2—>R1,

akkor az (x,y, z) kordindta rendszerben feliiletként dbrazolhatd, x, y befutja az értelmezési
tartomanyt az x,y sikon, z = f(z,y). Az ilyen fiiggvények egy masik szemléltetési mddja
a szintvonalas abrazolas. Ez abban all, hogy bizonyos ¢; € R valds szamokhoz &dbrazoljuk

a stkon az

{(x7y>€Df7 f(m,y):cz}

halmazokat az igynevezett szintvonalakat. Példaul, ha

f(z,y) = 2® + 4y°

2

akkor a ¢; = 1¢ szdmokhoz tartozo6 szintvonalak az

ellipszisek.
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Ezen az dbrazolason alapulnak a szintvonalas térképek.

Ha f: R! — R? akkor f az (x,y) sikban irdnyitott gorbeként dbrazolhaté. Az f(t) =
(fi1(t), f2(t)) jeloléssel, ahol t a fiiggetlen valtozé, t € Dy C R, az (x = fi(t),y = f2(1))
paraméteres gorbét kell abrazolni. Ha a t valtozdét © = f(t)-bol kifejezziik, t = p(z), akkor
az x és y kozotti kapcesolatot az y = fo(p(x)) figgvény irja le.

Példaul, ha f(t) = (t2,t), akkor x = t2, y = t%-b8l x > 0, t = £/7, y = 2? adddik.
Igy a fiiggvény az y = 22 (z > 0) félparabolaval szemléltethetd.

Yi
y=X

L0 "

Ha t a negativ szamokon keresztiil tart 0-hoz a (2, %) pont a parabola szdrdn tart az
origbhoz, t = 0 éppen az origéba esik, majd ¢ > O-ra ugyan azon a parabola d4gon mozogva
tavolodik az orig6tol, kétszer leirva a parabola szarat.

Egy masik példaként vegyiik az f(t) = (sint,cost) fliggvényt. Ekkor x = sint, y =

cost-b8l 2% + y? = 1, azaz a (sint,cost) pont az egységsugari kéréon mozog.
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31

Hasonléan szemléltethetok az

f:R—-R?

tipusu fiiggvények is térbeli gorbeként. Példaul, ha f(t) = (sint,cost,t), akkor a gorbe
paraméteres alakja x = sint, y = cost, z = t. Mivel 22 +y? = 1 a z = f(t) vetiilete az
(z,y) sikra mindig az egységsugari korre esik, végtelen sokszor befutva azt. z dllandéan

novekszik. Ennek a gorbének a neve csavarvonal, ami hengerfeliileten abrazolhato.
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Gyakorlé feladatok

1) Végezziik el az alabbi miiveleteket, ahol

(32 52 7))

1) 24 + 3B, 2) A— B, 3) AB, 4) BA
5) A?B, 6) B3, 7) AL, 8) A-'B

2) Végezze el az alabbi szorzasokat:

1 2 3 -1 -2 —4
1)(2 _31) (_23 ;) 2) |2 4 6 -1 -2 —4
369 1 2 4
311 1 1 -1 31
3) 12 1 2 2 -1 1 |, 4)(?)(1]})21
1 2 3 1 0 1 10
1 2
5) (g . ;) 2 |, 6) (1] (123
3 3
2 2 1\ (0 2 3
7123 ‘11 8)(1 1) (1 0 1)
8) (A+ B)?, 9) AB — BA, 10) A2 —
11) E+ A+ A2 12) ABA, 13) (A —2B)?

3) Szamitsa ki a kdvetkezd matrixok determindnsét:

2 1 5 6 120
32’20’345’
0 7 -1

3 0 -1 5 6 -1 2
0 3 4 =2
0 5 6 |,
0 4 2 15 1 0
0 2 3 2
Linearisan fiiggok-e, a kovetkez6 vektorok?
2 —1 3
3], 0], [3]|ers
4 2 01

2 (6) (3): (1) =
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4)

Y Y

_w Ny OO

0
3
0
0

Linedrisan fiiggéek a C0,

3
3
2
2
1]

tér kovetkezo elemei:

1) €, sinz, cosx

2) z,sinx, 1
3) z, 22, x3
1 1
4> ! ac+1’ z+17 (z+1)2
a b c
Igaz-e, hogy a | 0 d e | tipust matrixok halmaza linedris teret alkot? Ha igen, adja
0 0 f

meg a dimenzidjat!

5) Konvergalnak-e az alabbi pontsorozatok:

1){(%)”, Un T2, \/n—l-l—\/ﬁ}

2) {Van, (2)", %, VAaTT- i)
{2 ()"}
9 {@)" 1+ T}

R™ — R™ tipusu fiiggvények hatarértéke és folytonossaga

Legyen f : R” — R™, a € R™. Tegyiik fel, hogy van olyan x; € R™ sorozat, amelyre
T € Dy és limy_.oo 71 = a.

Azt mondjuk, hogy a-ban f-nek létezik a hatarértéke és A-val egyenld, ha A € R™ és
tetszbleges olyan xj, sorozat esetén, amelyre limy_.o x = a, x, € Dy és x), # a teljesiil,
az is igaz, hogy limg_. o f(xx) = A. A hatarérték jelolésére hasznaljuk a lim,_,, f(z) = A
irdsmodot is.

Az f:R"™ — R™ fiiggvényt folytonosnak nevezziik az a € Dy helyen, ha

lim £(z) = f(a).

r—a
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Példa. Legyen f: R? — R, f(x,y) = 2 -v" Ekkor Dy =R?\{(0,0)}. Haz,, = <, y, = 0,

2 +y2 .

akkor f(zn,yn) =1 — 1, mig ha =, =0, y,, = %, akkor f(zn,yn) = —1 — —1, igy f-nek

nem létezik a hatarértéke (0,0)-ban.

Példa. Legyen f: R2 — R, f(z,y) = &%= Dy = R2\{(0,0)}. Most mind az z, = L,

$2+y2

Yn = 0, mind az x,, = 0, y,, = + esetben az f(x,,y,) — 0, igy ha létezik a hataréték, akkor

n

az csak 0 lehet. Legyen tehat x,,y, tetszoleges olyan sorozat, amelyre z,, — 0, y,, — 0 és
T, €8s Yy, egyidejlileg nem egyenld nullaval. Ekkor
.CIJ% - y?z (Tn — yn)(wi t TnYn + y?z)

T, = = .
fanyn) = 2 2

x2 +yn
2

Felhasznalva, hogy |z, y,| < , nyerjiik, hogy

e +yn
F (o o) < [Zn Yol @t 25 H )
ny JIn — :L’%—i—y?%

(T — yn) — 0 ha n — oo. Igy lim(, .y 0.0y f(2,y) = 0.

N

Példa. Legyen f:R? — R,
3 3

_ ) s ha  (x,y) # (0,0)
, = x2+4y2 ) 9
f@y) {0, Y ha z=0, y=0.

Az el6z6 példa alapjan nyerjiik, hogy f folytonos (0,0)-ban. Mas (x, y0) # (0,0) pontban,
legyen =, — Zo, yn — yo. Ekkor 22 + 92 — z3 +yd # 0, 22 —y> — 23 — yd és
igy f(zn,yn) — f(xo,y0) a sorozatokra tanult eredmények alapjan. Tehat f mindenhol

folytonos.
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Az R" — R™ tipusu fiiggvények differencialszamitasa

Tekintsiink el8szor egy f : R? — R tipust fliggvényt. Legyen (zo,y0) Dy egy belst
pontja. Ekkor g(z) := f(x,y0) egy R — R tipusu fliggvény. Ha g differencidlhaté zp-ban,
akkor f-et (zg,yo)-ban x szerint parcidlisan differencidlhaténak nevezziik, amit %(wo, Yo)
vagy fr(xo,yo-val jeloljiikk. Hasonl6an definidljuk az y szerinti parcidlis differencidlhdnya-
dost is, mint h(y) := f(wo,y) differencidlhanyadosa yp-ban. Ennek jel6lése: g—g(xo,yo)
vagy f,(zo,v0). Ha f-nek z szerinti differencidlhdnyadosa egy H C Dy halmaz minden

of

pontjdban létezik, akkor értelmezzik a 3i(z,y) (f.(z,y)) fiiggvényt a H halmazon. Er-

telmeszeriien definidljuk az y szerinti parcidlis differencialhanyadost is.

Példa. f(z,y) = 2. Dy = R*\{(z,y) : * + y = 0}. Ekkor

z+y”
) y zy y?
T, = - = 9
R R LA N e
2
x xy x
fo(z,y) = =

r+y (@+y)?  (z+y)?

értelmezettek Dy minden pontjaban.

Példa.

Ha (z,y) # (0,0), akkor

2 2 _ 2
fo= zxz_ $2 y22'2x:
w?+y? (22 +y?)
B 223 + 2xy? — 223 4 271> B 4xy?
B (@ +y?)? (a2 y?)?
_2y $2—’y2
f@// = 5 s o ae YT
w?+y? (22 +y?)
_ —2yx? — 2y% — 2yx? + 293 _ —4x%y
(% +y2)? (22 +y2)%

A (0,0) pontban z # O-ra f(z,0) = 2—2 =1, és f(0,y) = —1, y # O-ra tehat f.(0,0) =0,

f,!;((), 0) = 0. Ebbdl az utolsé példabdl az is latszik, hogy a parcialis differencialhanyadosok

meglétébdl nem kovetkezik a fliggvény folytonossédga.
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Ha az f. és fz’/ figgvények léteznek az (z,y) pont valamely kdrnyezetében, akkor
eléfordulhat, hogy ezeknek is létezik az = szerinti, vagy az y szerinti parcidlis differencidl-

hanyadosuk. Ezeket a kovetkezd moédon jeloljik

Ofy _

f“ _ @ G_f?; _ 9% f
or 27 922" Pz

Jya = dydx

Példa. Legyen f(z,y) = 2 + 422y + Trsiny. Ekkor
fi(x,y) = 42> + 8xy® + Tsiny

lel(x,y) = 122%y* + Tz cosy

1’

foz(@,y) = 122° + 8y°

1’

fuy(T,y) = 242y® 4 Tcosy

1’

foy(T,y) = 2412y — T siny

1’

fye(@y) = 22 zy? + 7cosy.

Eszrevehetjiik, hogy f;y = f;w minden (z,y) pontban. Ez elég gyakran igy van, ponto-

1’

sabban, ha f7, 2//’ Sy €8 z///w léteznek az (xo,yo) pont egy kornyezetében, ott folytonosak,
akkor ebben a kornyezetben f::y = f;m

Legyen adott egy f : R™ — R’ tipusu fliggvény, f(z) = f(x1,x9,...,2,), értelmezési
tartomanyét jelolje Dy. Ha zg € Dy, xo = (xo1, %02, - .-, Zon), akkor értelmezhetjiik az
xk(k = 1,2,...,n) szerinti, vagy mas elnevezéssel a k-adik koordinata szerinti parcidlis

derivaltat az xg helyen, mint a

h(y) = f (o1, o2, - - s LOk—15Y> TOkt1s- - - » L)

fiiggvény differencialhdnyadosat az y = xox helyen. Ennek jelolése

0
foulo0), 3(wo)

Ha ez egy H halmaz minden pontjaban teljesiil, akkor beszélhetiink a k-adik valtozo szerint

parcidlis dervalt fiiggvényrol. A kétvaltozos esettel analég médon definidljuk a magasabb
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7’

I ~ folytonosak egy H

77 . s’ . . 1
parcialis derivaltakat is. Igaz az is, hogy, ha f, f; , ;0 fmixj, 2

halmazon, akkor

1’ 1’

Definici6. Azt mondjuk, hogy f : R" — R differencidlhaté Dy egy belsé pontjaban, ha
xo-nak van olyan U kornyezete, emelyre U C Dy és van olyan A € 0", g : R" — R 1gy

hogy
(3) f(x) = f(zo) = (x —x0)A+g(z) VzeU,
és limg 4, ||f£3;)0” = 0. A € 0™ vektort f xg-beli differencidlhdnyadosanak nevezzik és

[/ (x0)- val jeloljik, f'(xz¢) = A.

Tétel. Ha f differencidalhat6é xg-ban, akkor f folytonos xp-ban, f minden valtozdja

szerint parcidlisan differencialhaté és

f(@o) = (fi,(z0), fay(20),-- -, fa, (o))"

Bizonyitdas. g(x) folytonossiga alapjan minden € > 0-hoz van olyan § > 0, hogy
x # xo, ||z — x0|| < I esetén % <e.

Legyen 01 = max(6,1). Ekkor ||z — x| < 01 esetén |g(x)| < e||x — x| < €01 < €, azaz
lim, ., g(z) = 0. Azonban lim,_,,,(z—x0)A = 0 is teljesiil, ezért lim, ., (f(x)—f(x0)) =
0, azaz f(z) folytonos xg-ban. a tétel masodik felének bizonyitasdhoz jeloljiik A elemeit
ai-vel, A = (a1,as,...,a,)T és legyen adott egy i egész szdm, 1 < i < n. Legyen tovabba

h(y) = f(CL’()l,SL’OQ, ey LOi—15Y,5 LOG+1, - - .QL‘On). Ekkor r — g = (0,0, .. .,O,y — yO,O, . 0)

h(y) — h(yo) = ai(y — yo) + 9(y),

ahonnan
h(y) —h(y)  _ 9()
Y—Yo ' Y—1Yo
Mivel lim,,_,, ||5£%)0|| =0, ezért
—h
i | M) = P0) 1
Y—Yo Y — Yo



azaz f parcidlisan differencidlhaté az i-edik véltozo szerint és fi, (zo) = a;.

Legyen adott egy f : R™ — R™ tipusu fiiggvény. Ezt akkor nevezziik differencialha-
tonak az értelmezési tartomanyanak egy belsé xy pontjaban, ha van zg-nak egz olyan U
kornyezete, hogy

f(@) = f(z0) = (. — x0)A + g(x),
ahol A € R™™ g : U — R™ és lim,_,, 1220 = 0.

lz—zoll

Az A métrixot f’(zg)-vel szoktuk jellni. Be lehet latni, hogy f'(xq) 1étezésébdl kvet-
kezik f(x) folytonossdga és mindegyik komponensének barmelyik valtozé szerinti parciélis
differencialhatdésaga, sot, ha

x=(z1,T2,...,2p)

f(@) = (fi(@), (@), -, (),

akkor
o 5} 3 Fm
g_ﬁf@(xO) g—;m) 88;71(%)
1 2 m
(4) f/(x()): 2. 2 2.
of1 | ofa O
S(xo) 9B (mo) ... Glm(w)

Igaz a kovetkezo Allitas is.

Tétel. Ha H C Dy és f mindegyik komponensének az Osszes parcidl differencialha-
nyadosa létezik és folytonos H-n, akkor f'(z) létezik Vo € H és (4) teljesiil.
Legyen adott f: R"™ — R és differencidlhaté egy H C Dy nyilt halmazon. Ekkor

fa) = (f2,(@), fo,(2),. ., [, (2))
x € H esetén. Ha f': H — R"™ is differencidlhaté, akkor definidlhatjuk ennek a differenci-

alhényados fiiggvényét is, amit f~ (z)-el jeldliink,

"’ 1’

foo (@) fogu (@)oo foy (2)

"’ 1’

forea (@) faguy (@) oo Sy (2)

fa@) fra @) . fl (@)

, 1 . . ;. . "o, , ”
Tehdt f (z) € R™ ™. Ez szimmetrikus matrix lesz, ha az Osszes els6 és masodrendi

parcialis derivalt folytonos.

Definicié. Ha f : R™ — R és f differencidlhaté zg € Dy-ben, akkor f/(xo)-t f gradiensének

is szokés nevezni.
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Széls6érték szamitas

Definicié. Egy xg € Dy pontban f-nek lokalis maximuma van, ha az xg-nak van olyan U
kornyezete, hogy U C Dy és
f(x) < f(zo) Vxel.

xg € Dy-ben f-nek lokdlis minimuma van, ha zp-nak van olyan U C D; kornyezete, hogy

f(z) > f(zo) Vzel.

xo € Dy-ben f-nek lokdlis széls6értéke van, ha lokdlis maximuma, vagy lokdlis minimuma

varn.

Tétel. Ha f : R" — R-nek xg € Dy-ben lokdlis szélséértéke van és parcialis differen-

cidlhdnyadosai 1éteznek zo € Dy-ben akkor f; (2¢) = 0 minden i = 1,2,...,n esetén.
Bizonyitds. Legyen xg = (o1, o2, ..., Zon) és 1 € {1,2,...,n} adott. Definidljuk a
h(y> = f(‘r()l? L0253 L0i—1,Y, $0i+17 cee mOn)

figgvényt. Ekkor h(y) differencidlhat6 xo;-ben, h-nak szélséértéke van xg;-ben és igy

0="h'(y) = fi,(0)

amit be akartunk latni.

A kovetkezo tételt bizonyitas nélkiil kozoljiik, technikailag kicsit nehézkesebb. Az egy-
valtozos fliggvényekre ismert tétel dltalanositasara tobbvaltozos f : R™ — R fliggvényekre.

Az ilyen fiiggvényekre, ha f Osszes elsé és masodrendii parcialis differencialhanyadosa
létezik és folytonos egy H C Dy nyilt halmazon, akkor f'(z) € R", £ (x) € R™*™ is 1étezik
minden x € H-ra. Emlékeztetiink, hogy f N(CL’) szimmetrikus matrix. Adott xg € H esetén
definidlhatjuk a p : R® — R kifejezést a

p(x) = af (x0)z” formuldval.
Minden A € R esetén p(Az) = (\z)f (z0)(Azx)T = A2p(x). Igy p(Az1) < 0(> 0) minden
A € R esetén.
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Tétel. Legyen H C Dy nyilt halmaz és tegyiik fel, hogy f Osszes elsé és masodik

differencialhanyadosa létezik és folytonos H-n és egy xo € H esetén

f/($0> = O.

Ha p(z) = zf (z0)z”T > 0 minden z € R, z # 0 esetén, akkor f-nek zg-ban lokélis
minimuma van. Ha p(z) < 0 minden x € R™, = # 0O-ra, akkor f-nek xg-ban lokélis
maximuma van. Ha p(z) vesz fel pozitiv és negativ értéket is, akkor f-nek nincs széls6értéke
zo-ban. Mas esetekben f/(xo) és f (x0) segitségével a széls6érték létezése nem donthetd
el.

A fenti tételt jobban kifejtjiik f : R? — R tipusi fiiggvények esetén, akkor

£ (x0) = (f%/w(xo) f%am(“))
fxlxg(wo) f$2$2($0)

A rovidség kedvéért vezessiik be a kovetkezo jeloléseket.

7’ 12 12

a = f$1$1 (370)7 b= fxlxg (.’130) = wawl (.’130)
d= f.'/E/Q.'EQ ('CEO)
Ekkor

p(x) = (21 - z2) (Z Z) (il) = ax} + 2bzy 22 + daj.

2

Ha a =0 és b # 0, akkor p(x) = x2(2bx1 + dz2). Ekkor

T > — bxg és xo > 0 esetén bP(x) > 0

r] > — bxg és x9 < 0 esetén bP(x) < 0,
tehat P(x) vesz fel pozitiv és negativ értéket is.

Ha a = 0és b = 0, akkor P(z) = dz3, tehat P(x) eléjele dllandé, de az z1 # 0, x5 = 0
pontokban P(z) = 0, igy ebben az esetben a széls6érték nem donthetd el.

Ha d = 0 és b # 0, akkor hasonléan az eléz6 esethez P(z) vesz fel pozitiv és negativ
értéket is, a d = b = 0 esetben a szélsoértékre nem tudunk kovetkeztetni.

Ha a # 0, akkor

P(x) = a(m% + —xlxg + Zm%)

(o gra) + (5 )9) =
1 b




Ha a > 0 és ad — b* > 0, akkor

d —b?
a x5 >0

1
—(azx; + bx2)2 >0 és
a a

teljesiil. Tehat P(x) = 0 csak dgy lehet, ha z9 = 0 és azq + bry = 0, amelybdl 1 = 0 is
kovetkezik. Ilyenkor tehat P(x) > 0 minden z # O-ra.
Ha a < 0 és ad — b* > 0, akkor

12
ad bx§<0,

1
—(awy + bry) <0,
a a

és f(x) = 0 csak tgy lehet, ha xo = 0 és axy + bxy = 0, vagyis 1 = 0. Az
a >0, ad — b* < 0, vagy

a < 0, ad — b?> < 0 esetben

d — b
a .’B%

1
—(azy + bxo)? és
a a

ellentétel eléjeltiek, az (x1,0) x; # 0 tipusu pontokban, valamit a (0,z2) z2 # 0 tipust
pontokban ellentétes eléjelii értékeket vesz fel P(x). Megjegyezzitk még, hogy ha a = 0,
akkor D = —b?, tehat b # 0 ekvivalens D # 0-val. Tovédbba, ha D = 0, a # 0, akkor
P(x) = %(az1 + bx2)? 4llandd eldjelli és nem csak a (0,0)-ban vesz fel zérus értéket.

fgy a fentiek Osszefoglalasaként a kovetkezo esetek lehetségesek.

Ha

és
a>0,D >0 = f-nek zg-ban lokdlis minimuma van

a<0,D >0 = f-nek zg-ban lokalis maximuma van

a<0,D<0
= f-nek zg-ban nincs szélséértéke
a>0,D<0

a=0,D=0
a# 0,D =0 ) = nem dontheto el a szélséérték létezése

a=0,D#0
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1. Feladat. Tekintsik az f(z,y) = e~ 3 (@5 +y%) fliggvényt, ami a természetes eloszldsok

tertiletén jatszik fontos szerepet. Keressiik, hogy hol van lokdlis szélséértéke
f = g
x
= et
Y .

fr =0, f; = 0 akkor és csakis akkor teljesiil, ha z =y = 0.

T
10.2,,2 9 _L(z21,2
fx‘r = —¢ 2(3’: +y ) + x%e 2(”7 +y )

12

fxy = zye 3@ +y?)

1’

1’

a=f.000)=-1<0

12 1’ 1’

b= f12(0,0),,(0,0) = (£,(0,0))* = 1.

Tehat a fliggvénynek lokalis helyi minimum van (0,0)-ban.

Gyakorlé feladatok

1) Hatdrozzuk meg a kovetkezd fiiggvények értelmezési tartoményét, allapitsuk meg a
szintvonalak, illetve tengely metszetek segitségével, hogy milyen feliileteket hataroznak

meg ezek a fiiggvények.

1) flz,y) =2 +y, 2) fa,y) =2? +y?

3) f(x,y) =2 —y?, 4) f(z,y) = (z +y)?

5) fla,y) =1, 6) f(z,y) = /Ty,

) f(2,9) = 25 8) f(x,y) =log\/1— |z +yl,
9) f(z,y) =z —y? 10) f(z,y) = /1 — 2% —y?,

2) Hatédrozzuk meg a kovetkez6 fliggvények értelmezési tartomanyat:

1) f(z,y) = logzy?, 2) f(z,y) = zy(vVz + /Y)
3) f(z,y) =V1—a2+/1-y2, 4) f(z,y) =log(4 — 2? — y?)
5) f(x,y,z) :x2+y2—logz, 6) f(x,y,z) = \/1—.’£2 _y2_22
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7) f($7y72) = 1- log(xyz), 8) f<x7y7 Z) = yiz

9) log(z — V22 + y?), 10) f(z,y,2) = 752
11) f(x7y7’z):10g(x2_y2_22)7 12) f(x,y,z)z

3) Léteznek-e az aldbbi hatarértékek?

1) lim e y) (0.0 574 2) i (2,4)—(0.0) Tro7s
3) lim(a, )~ (0,0) cos(z® +¥), 4) img ) (0,0) w‘:—:
4) Hol folytonosak az alabbi fliggvények?
1) flz,y) = Sin(w_y),1 2) flz,y) =vVr+y
9 ) = { g0 2
0 fen={ge Qe Tv=d
s ={fr e ps
6) f(x,y,2) = 372 ) f(2,9.2) = Gy
5) Adja meg az alabbi fliggvények els6 és masodrendii parcidlis derivaltfiiggvényeit:
1) f(z,y) =2t +y' — da®y?, 2) fla,y) =ay+ 3
3) f(x,y) = aysin(z +y), 4) f(a,y) = 5=
5) f(z,y) = log(z +y?), 6) f(x,y)arctg;
7) fla,y) = Va+y? 8) fla.y) =+ \/y
9) f(x,y) = ze¥ + ¥ +V°, 10) f(z,y) = log(z + /y)
11) f(x,y) = sin® x + sin y?, 12) f(z,y) = 2%ylogx
13) f(z,y,2) = 2® + y°22, 14) f(z,y,2) = Va? +y> + 2°
15) f(z,y,2) = \/logx + y2 +sin 2, 16) f(x,y,2) = zyz
6) Allitsa el8 a kivetkezd fiiggvények megjelolt parcidlis derivaltfiiggvényeit:
f(x,y) = zlog(zy) — ylog(zy), z=b
f(z,y) = 23siny + y3sin z, %af?ﬁ
f( ) = i+z7 affgw
f(@y,2) = e, gl
f(z,y, 2) = wyze*TVT? #fzaz.

Adja meg az alabbi fiiggvények lokalis széls6érték helyeit, dontse el, hogy ott lokalis ma-

ximum vagy minimum van-e?
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flz,y) =2 +y° — 22+ 4y, f(z,y) =ysinz

flay) =a* —y® + 3y, fla,y) = em =)
fa,y) = a® + oy, Flay) = =

f(x,y) = e®siny, f(z,y) = e* cosy
flry)=ay+ 2+, flzy) =2t +y* —day +1

Valo6szintliségszamitas

A tudomanyokban sokszor megfigyeliink és igyeksziink leirni olyan jelenségeket, ame-
lyekben a véletlen nagy szerepet jatszik, példaul elére pontosan meg nem jésolhato iddjaras
valtozas. Bizonyos esetekben olyan reprodukélhatoé kisérleteket is végziink, amelyek kime-
netele véletlenszeri. E két mdédszer gyakran keverten jelentkezik. A valdsziniiségszamitas
ilyen véletlen kimenetelli jelenségek, kisérletek matematikai leirasaval foglalkozik.

Ebben a tudomanyban is talalhaté néhany alapfogalom. A valdszintiségszamitas al-
kalmazasakor ezeket az alapfogalmakat mindig egyértelmiien, és a valésagnak megfeleléen
kell 1atni, kiilonben a felépitett modelliink nem irja le a jelenséget. Ezek az alapfogal-
makat a kovetkezékben felsoroljuk. Ezeket nem definidljuk, hanem csak a jelentésiiket

magyarazzuk, ahol ez sziikséges.

Valosziniiség kisérlet: Olyan kisérlet, amely egyméstdl fiiggetleniil akarhanyszor meg-
ismételhetd (megfigyelhetd) és amely kimenetele véletlenszerti.

— Esemény: a valoszintliségi kisérlet soran bekovetkezhet6 lehetséges kimenetelek.

— Két esemény osszegén azt az eseményt értjiik, amely bekovetkezése abban all, hogy a
két esemény valamelyike bekovetkezik.

— Két esemény szorzatdn azt az eseményt értjiik, amely akkor kovetkezik be, ha mindkét
esemény bekovetkezik.

— Egy esemény ellentett eseménye akkor kovetkezik be, ha az esemény nem kovetkezik
be.

— Lehetetlen esemény az az esemény, amely sohasem kovetkezik be.

— Biztos esemény az az esemény, amely mindig bekovetkezik.

— Elemi események a lehetd legegyszeriibb kimenetelei a valdszintiségi kisérletnek.

— Guyakorisag: egy valészintiségi kisérletet n-szer megismételve, egy esemény gyakorisaga
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az esemény bekovetkezéseinek szamét jelenti. Ennek jelolése k,, vagy k,(A), ha A
jeloli az eseményt.

Fin(4)

— Relativ gyakorisdgon a —* hanyadost értjiik.
n
— Egy A esemény valdszintiségén értjiik azt a valds szamot, amely koriil a relativ gya-

korisag ingadozik.

Példdul. Ha a valészintliségi kisérlet abban all, hogy feldobunk egy jatékkockat, akkor 6
darab elemi esemény van, az i-edik jelenti azt, hogy i-t dobtunk a kockédval (i = 1,2,...,6).
Egy esemény példaul, hogy paros szamot dobtunk, jeloljik ezt A-val. B jelolje a paratlan
szam dobasat, C' jelolje, hogy a dobott szam 4-nél nagyobb. Ekkor A+ B a biztos esemény,
AB a lehetetlen esemény, AC' azt jelenti, hogy 6-ost dobtunk. A ellentett eseménye a B,
C elentett eseménye pedig, hogy az 1,2,3,4 koziil dobjuk valamelyiket. Ebben az esetben
az elemi események valoszinlisége %, ha a kocka szabalyos.

Ha egy foly6 vizallasat figyeljiilk meg, akkor azt elemi eseménynek vehetjiik a folyo
vizszintjének a tenger szintjétol mért magassagat, amit egy szakasz pontjaival azonosit-
hatunk. Ez persze csak elvi jelentoségli, mert mérni tigyis csak racionalis szdmot tudunk
tobb-kevesebb pontossidggal. Ezért eseménynek itt elég venni az alapszakasz részinter-
vallumait és az ezekbdl Osszeaddssal, szorzassal 1étrejové halmazokat. Egy ilyen esemény

valészintliségét cak a sokéves megfigyelések alapjan tudjuk megadni.

Valoszintuiségi mezok

Most a pontos matematikai definiciok kovetkeznek.
Valészintiségi mezén értjik az (£2,.4, P) harmast, ahol

1. © nem ftires halmaz, ) elemeit elemi eseményeknek nevezziik. A 2 bizonyos részhal-
mazaink egy rendszere. A elemeit eseményeknek nevezziik. Két esemény Osszegén a
halmazelméleti egyesitést, szorzatdn a halmazelméleti metszetiiket értjiik. Ezek jelo-
lése A+ B, AB. Az A esemény ellentett eseménye ) azon elemeit jelentik, amelyek
nem tartoznak A-hoz. Ennek jelolése: A. P: A — R.

2.0eA

3. Ha A€ A, akkor A € A.
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4. Ha Ay, Ay, ... € A, akkor
ZAZ cA
i=1

5. 0 < P(A), minden A € A-ra.
6. P(Q) =1
7. Ha Ay, Ay,... € Aés A;A; = () minden i # j, 4, j € N-re, akkor

(50) - Sron

A P(A) szamot az A esemény valészinliségének nevezzilkk. Az 1-7 szabdalyok a lega-

lapvet6bb tulajdonsagok, ezeket axioméaknak nevezziik.

Az axiomak tovabbi tulajdonsagai
8. Ha A € A, akkor P(A) =1— P(A). Ugyanis A+ A = Q és AA =), igy 7 és 6 alapjan
P(A) + P(A4) =1,

amelybdl kovetkezik az allités.
9. P() = 0, azaz a lehetetlen esemény val6szintisége nulla. Ugyanis () = €, igy 6 és 8-bél
kovetkezik az allitas.

10. Ha Ay, A, ... € A, A;A; = () minden i # j € N esetén és > A; = Q, akkor

=1

iP(Ai) ~1.

Egy ilyen eseményrendszert teljes eseményrendszernek nevezziik. Maga az allitas koz-
vetleniil adédik 6 és 7-bol.

11. Ha az A esemény maga utan vonja a B eseményt, vagyis A C B, akkor
P(A)< P(B) és P(B—-A)=P(B)— P(A).
Ugyanis B= A+ (B — A) és A(B — A) = () teljestil, ezért 7 alapjan
P(B)=P(A)+ P(B—A).
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Innen és 5-bdl kovetkezik az allitas.

12. Tetsz6leges A eseményre 0 < P(A) < 1. Ez is kovetkezik az el6z6 tulajdonsagbdl,
mivel A C Qés P(Q2) = 1.

13. Ha A és B tetszoleges események, akkor

P(A+B)=P(A)+ P(B) — P(AB).
Ugyanis A+ B= A+ (B — AB) és A(B — AB) = (. Ezért
P(A+B)=P(A)+ P(B— AB).

Itt AB C B, tehat P(B — AB) = P(B) — P(AB), ahonnan kovetkezik az allitas.
14. Ha Ay, Ao, ..., A, tetszbleges események, akkor

(50) < Sore

Ugyanis kett6 esemény esetén ez a 13. tulajdonsaghdl kovetkezik. Tegyiik fel, hogy

n = k esetén teljesiil. Ekkor

k1 K
p (Z&) =P <2A1+Ak+1> <
i=1

=1

k k k+1
<2A1> + P(Ars1) < ) P(Ai) + P(Apya) = ZP

=1

A valészintliségi mezok fobb tipusai
Az (9, A, P) valésziniiségi mezét diszkrétnek nevezziik, ha

0= {wl,wg,...}

azaz az elemi események egy sorozattal is felsorolhatok. Az (€, A, P) valészintiségi mez6
véges, ha véges sok elemi esemény van és az elemi események barmely részhalmaza esemény.

Az (Q, A, p) valésziniiségi mez6 klasszikus, ha véges és barmely elemi esemény valésziniisége
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egyenls. Ilyenkor ha n darab kiillonboz6 elemi esemény van, Q = {wi,ws,...,w,} és
p = P(wi)
w1 —I—wg—l—...—l—wn:Q

n 1
ahonnan 1 = Y P(€Q;) = np, azaz p = —. Ha az A € A esemény k darab elemi eseményt
i=1 n
tartalmaz, A = {w;,, wi,,w;, }, akkor

k
P(A) = E P(w;;) = kp= —.
n
y=1
Tehat klasszikus valoszintiségi mez6 esetén tetszoleges esemény valoszinliségét megkapjuk,
ha a kedvezo6 esetek szamat elosztjuk az Osszes lehetséges esetek szdmaval.
Az (Q, A, p) valdszinliségi mez6t geometriai valésziniiségi mezének nevezzik, ha
Q) C R™ és minden A eseménynek létezik n dimenziés térfogata, valamint az események
valészintlisége egyenesen aranyos az események n dimenzos térfogataval.

Ha ezt az ardnyossigi tényez6t K-val, az A esemény n dimenzos térfogatat p(A)-val

jeloljik, akkor

P(A) = Ku(A).
Specidlisan A = Q) esetén 1 = Kpu(Q)) adédik, ahonnan K = ﬁ, ezért
P(A) = wA)
1(82)

Tehat geometriai valdsziniiség esetén a valdszintiséget ugy kapjuk meg, hogy a kedvez6
esetek térfogatat elosztjuk az Osszes eset térfogataval.

1. Egy pénzérmét addig dobunk, amig fejet nem dobunk. Modellezziik ezt a kisérletet!
Mekkora a valészintisége, hogy 10-szer kellett feldobni a pénzérmét? Mekkora a valdszinti-

sége, hogy sosem dobunk fejet?

2. Ketten megbeszélik, hogy délutan 5 és 6 ora kozott talalkoznak. Egymastol fliggetleniil
véletlenszerlien érkeznek és 20 percet varnak egymasra. Mekkora a valdszinlisége, hogy

taldlkoznak?

3. A 32 lapos magyar kartya csomaghdl egyszerre hiizunk 2 lapot. Mi a valdszintiisége,

hogy mindeketto piros?

4. Egy korben véletlenszertien valasztunk egy hurt. Mi a valdszintisége, hogy a hir hossza

a kor sugaranal nagyobb?
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Események filiggetlensége, feltételes valdszintiiség

Definicié. Az A és B eseményeket fiiggetlennek nevezziik, ha P(AB) = P(A)P(B). Hét-
koznapi értelemben ez azt jelenti, hogy nincsenek egymasra befolyéassal, az egyik bekovet-

kezésének semmilyen hatdsa szincs a masikra.

Példa. Dobjunk fel egy kockat és egy 10 forintost. Mekkora a valészintisége, hogy a

kockaval 6-ost, a pénzérmével fejet dobunk?

1 1
Megoldads. A kockaval 6 valészintiséggel dobunk 6-ost, az érmével 5 valoszintiséggel

1 1 1
fejet. A két esemény egymastdl fiiggetlen, ezért a keresett valdszintliség 6 3= 1o Ha

P(B) > 0, akkor definidlhatjuk az A eseményen a B eseményre vonatkoztatott feltételes

valdészintiséget, amit P(A|B)-vel jeloliink.

Definicié. P(A|B) = ];((ABB>> Konnyen lathatd, hogy a feltételes valdszintiségekre érvé-
nyesek a kovetkez6 relacidk:

0<P(AB)<1

P(B|B) =1

P(> AiB)=> P(Ai|B), ha A;A; =0 i#j esetén.
P(A|B) =1, h; BCA
P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A), ha P(A) >0, P(B)>0.

Konnyen lathaté az is, hogy ha A és B pozitiv valdszinliségi események és fiiggetlenek,
akkor P(A|B) = P(A).

Példa. Egy urnaban 2 fehér és 4 fekete golyé van. Egymas utdn kihizunk 2 goly6t.
Mennyi a valészinlisége, hogy a méasodik golyo fekete, feltéve, hogy az elsé fehér. Jelolje
A azt az eseményt, hogy az elsé fehér, B pedig azt, hogy a masodik fekete. Keressiik a

P(B|A) valészintiséget.

Tehat P(B|A) = —- %

15
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Példa. Vizsgaljuk a kétgyermekes csaladokban a gyermekek nemének megoszlasat!
Ekkor az elemi események halmaza ) = {FF, FL, LF, LL}. Tekintsiink minden elemi ese-
ményt egyforman valdszintinek, szamitsuk ki annak a valészintiségét, hogy egy kivalasztott
kétgyermekes csaladban mindkét gyermek fit, ha tudjuk, hogy van fia a csaladban.

A: Mindkét gyermek fit

B: Van fit a csaladban.

Keressiink a P(A|B) valdszintiséget.

P(AB) = P(A) = i
P(B) ="
Tehdt P(A|B) = %

A feltételes valésziniiség gyakorlati felhasznaldsa tobbnyire nem abban &ll, hogy P(AB)
és P(B) alapjan meghatarozzuk P(A|B) értékét, hanem altaldban forditva alkalmazzuk.
Vagy ismerjiik a feltételes valoszintiségeket, vagy feltételezhetiink rola kézenfekvo feltevé-
seket és ezaltal kovetkeztethetiink mas események valdszintiségeire. Az ilyen kovetkezteté-

sekhez a szorzasi szabaly, Bayes tétele és a teljes valoszinliség tétele ad lehetdséget.

Szorzasi szabdly tétele. Ha Aj, Ag, ..., A, tetszOleges események, P(A;) > 0, P(A, Ag) >
0, NN P(A1A2A3 ce An—l) > 0, akkor

P(A1 Ay ... Ay) = P(Ap|Ay ... Ay 1) P(Ap_1|Ay ... Ay s) ... P(As|A)P(A).

Bizonyitds. Ha n = 1, akkor a feltételes valdszintliség definicidja segitségével
P(A1Ay) = P(A3|A1)P(Ay).
n > 2 esetén ezt lehet tobbszor alkalmazni,
P(A1As. .. Ay) = P(ALlAy .. A1) P(A1As L A q)

P(AL|Ay ... A 1)P(Ap_1|Ar ... Ap_2)P(A1As ... Ay o)
Ezt tovabb folytatva jutunk a keresett allitashoz.

Példa. Egy akvariumban 12 diszhal van, 3 sarga, 4 pirosas, 5 fekete. Egymas utan

kihalaszunk 4 halat. Mi a valdszintisége, hogy az elso kettd sarga, a tobbi pedig fekete.
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A;: az els6 kihalaszott sarga,
As: a masodik kihaldszott sarga,
Ajz: a harmadik fekete,

Ay: a negyedik fekete.

2
Keressiik a P(A1A2A3A,) valoszintiséget. Tudjuk, hogy P(A;) = %, P(As|Ay) = 11

3 4
P(A3|A1A2) = E, P(A4|A1A2A3> = §

figy a keresett valészintiség: - - - - = . o — 1
gy a keresett valdszintiség: o - 157775 = g9
Teljes valosziniiség tétele:

n
Legyenck By, Bs, ..., B, olyan események, amelyekre i # j esetén B;B; =0, " B; =

i=1
Q és P(B;) > 0. Ekkor tetszéleges A eseményre
P(A) =) P(A|B;)P(B;)
i=1
P(AB; .
Bizonyitas. P(A|B;)P(B;) = FE(B))P(BZ) = P(AB;). Mivel
AB;-ABj=0 é Y AB;=A) B;=AQ=A,
i=1 i=i
ezért . .
P(A) =) P(AB)) =) P(A|B;)P(B).
i=1 i=1
Megjegyzés: Ervényes ez a tétel a kovetkezd formaban is. Ha Bj, Bs,... események
olyan sorozat, amelyre B;B; = (0 i # j-re, > B; = Q é P(B;) > 0, akkor P(A) =

=1

i P(A|B))P(B,).
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Valészintiségi valtozdok, eloszlasfiiggvény

Legyen adott egy (2, A, p) valdszintiségi mez6. Egy € : Q — R leképezést valésziniiségi

valtozonak nevezziik, ha minden x € R esetén
{we:¢w) <z} e A

Ekkor definidlhatjuk az F' : R — R, F(z) = P{w € Q : {(w) < zx}) fiiggvényt, amit
eloszlasfiiggvénynek neveziink. A jobboldalon allé valészintliséget a tovabbiakban roviden
P(¢& < x)-el jeloljik. Az eloszlasfiiggvényrél belathatd, hogy

1) monoton névé

2) balrdl folytonos

3) lim F(x)=0, lim F(x)=1
Ez a h;romootulajdonség j(:flemzi is az eloszlasfiiggvényt, azaz, ha egy F(z) teljesiti a
fenti feltételeket, akkor 1étezik egy valdszintiségi mezo, egy rajta értelmezett valdszintiségi
valtozo gy, hogy neki éppen F'(x) az eloszlésfliggvénye.

A valodszintiségi valtozoknak 2 f6 csoportjuk van: diszkrét, vagy folytonos. A & valo-
szinliségi valtozot diszkrétnek nevezziik, ha az értékkészletét sorozatként meg lehet adni.
A ¢ valdszintiségi valtozé folytonos, ha F'(x) = f f(s)ds alakban irhaté valamilyen f(x)

fiiggvényre. f(x)-et stirliségfliggvénynek szokés hivni.

A diszkrét valdsziniiségi valtozdk jellemzoi

Legyen & diszkrét valoszinliségi valtozo, lehetséges értékei: xq, xo, x3,. . ..
oo
Jelolje: p; = P(& = x;). Ekkor sziikségképpen > p; = 1. Az (z;,p;) szdmpérok soro-
i=1
zatat a valdszinliségi valtozé eloszlasanak nevezziik. Akkor mondjuk, hogy &-nek létezik a

o0
varhaté értéke, ha > |;|p; < co. Az M(§) := > .o, x;p; értéket a valésziniiségi véltozé
i=1

varhaté értékének nevezziik. Ha > x?p; < oo, akkor azt mondjuk, hogy &-nek létezik a
i=1
szorasa. Ennek jelolése és definicidja:

D(¢) = fopi — M2(€).
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Folytonos val6szintiiségi valtozok jellemzo6i

Folytonos valdszintiségi véltozé eloszldsan az f(x) siiriiségfliiggvényét értjiikk. Azt
mondjuk, hogy két valdszinliségi valtozd ugyanazt az eloszldast koveti, ha striiség fiigg-
vénylik megegyezik (majdnem minden pontban). Nyilvanval6, hogy F’(x) = f(x) minden
olyan pontban, ahol f(z) folytonos. Igaz az is, hogy

1) f(z) =20

2) | fla)de=1.

Ez a ké_tootulajdonség jellemzi is a stirtiségfiiggvényeket, azaz ha f(x) teljesiti 1) és 2)-
et, akkor f(x) sfirliségvény3e valamilyen valdsziniiségi mezOn értelmezett valdszintiségi

valtozénak. Akkor mondjuk, hogy [-nek létezik a varhaté értéke, ha [ |z|f(z)dz < co.

Ekkor M(¢) := [ xf(z)dz a vérhat6 érték. Ha [~ 27 f(z)dz < oo, akkor [-nek létezik

— 00
a szorasa, ennek definicidja:

D(E) = \/ / T 2 f(a)da — M2().

Nevezetes eloszlasok

Diszkrét egyenletes eloszlds
Egy X valoszintiségi valtozot diszkrét egyenletes eloszlastinak neveziink, ha értékkész-
lete véges

Rx ={x1,...,x}

és minden értéket egyforma valdszintiséggel vesz fel. Kovetkezésképpen

1
=— (k=1
Pk n( N
Paraméterei: n € N, z1,..., 2, € R

Viérhaté érték: M(z) =157 |z

Szérés négyzet: D*(z) = 2570 a2 — L (301, xk)2
Példa: Ha (Q, A, P) klasszikus val6szinlisége mez6, X : Q — R olyan valdsziniiségi val-
tozd, amely kolesonosen egyértelmii leképezést biztosit 2 és Rx kozott, akkor X diszkrét

egyenletes eloszlast kovet.
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Binomzidlis eloszlds
Adott n € N és p € (0,1) esetén az X valdszinliségi valtoz6t binomidlis eloszlastinak
neveziink, ha

Rx ={0,1,...,n}

P = (Z)pk(l —p)" Rk =0,1,...,n)

Paraméterei: n € N, p € (0, 1)

Varhato érték: M(X) =np

Széras négyzet: D*(X) = np(1 — p)
Példa: A korabban vizsgalt visszatevéses mintavétel esetén ha X jeloli az n kihuzas alatt
a piros golyok szamat és a piros golyd kihuzasanak valdszintisége p, akkor X binomidlis

eloszlast kovet.

Hipergeometrikus eloszlds

Paraméterei: N,m,n € N, m,n < N. X hipergeometrikus eloszlast kovet, ha
Rx ={0,1,...,n}

(%) Gt
()

Pk: {kzo,l,...,n}.

Viérhat6 érték: M(X) = n¥;
Széras négyzet: O(X) = nf; (1 _ %) (1 _ ]73]—_11)
Példa: A visszatevés nélkiili mintavétel esetén, ha X jeloli az n- edik kihizas utén a

piros golydk szamat, akkor = hipergeometrikus eloszlast kovet.

Geometrial eloszlas:
Paramétere: p € (0,1)

X geometriai eloszlast kovet, ha
Rx =N é py=PX =k =p(l-p" "

Mivel a geometriai sor 6sszegképlete alapjan

oo

N N =

k k=0
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és valoban eloszlas.
Varhaté érték: M(X) = 22021 k(1 — p)k—lp — %
Szérds négyzet: D*(X) = > k*(1 —p)k~lp= 1p_2p,
Poisson-eloszldas
Paramétere: \ > 0.
X Poisson-leoszlasi, ha
Rx ={0,1,2,...}

Mivel Y72 Ak—’: = ¢*, ezért ez valéban eloszlés.
Varhat6 érték: M(X) = A
Széras négyzet: D?(X) = .

Ugyanis
> )\k N N > )\k
M(X)= k—e " =e" — =
2k 2 1)
e = e~ e et = A
(k—1)! — k!
D?*(X) :ikQ)\—e_’\ A2 _e—Aisz—k — 2\ =
k! k—1
k=0 k=1
:f"i(lﬂ—l—i—l) —)\2—6_>‘<i(l€—1) a8 +i
(k—1)! (k—1)!
k=1 k=1 k=1
S )\k oo )\k—i—l
Y N2
= (Z(k—2)!+ w)
k=2 k=0

_=A 2 " "
—c (/\ A
k=0 k=0
Szarmaztatdsa. Tekintsiik a binomidlis eloszlas

n _
Pk = (k)pk(n—p)” ok
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tagjait. Ha adott k mellett n — oo 1gy, hogy p — 0 és np = A > 0 allandé, akkor

/\k:

lim = —e
n— o0 Pr.k k!

-\
A normdlis eloszlds. Gyakran el6forduld eloszlas. Egy valdszintiségi valtozd normalis

eloszlasu, ha striiségfiiggvénye

1 _@m?
f(x) = 5 ¢ 207, —00 < & < 00,
o

ahol m valds, o pedig pozitiv allandd, az eloszlas paraméterei. Annak bizonyitasa, hogy

ez valoban s{ir{iségfiiggvény nem triviélis maga az eloszlasfiiggvény sem fejezhetd ki elemi
(s 'm)2 S —

fiiggvényekkel. Az f(x f \/_ ds azonossagban az
7m

= n valtozot

bevezetve lathaté, hogy

1 =
F(r) = — 2 du.
( ) V 27T /—o’
1 % .2
Bevezetve a ®(zr) = o [ e 7 du fiiggvényt
—0oQ
r—m
F(z) = o )
(r) = (=
alakban irhaté. Maga a ® is eloszlasfiiggvény az m = 0, 0 = 1 paraméterértékekkel

normalis eloszlast kovet, az igynevezett standard normalis eloszlas stiriiségfiiggvénye. A ®-
nek az értékeit beépitett szamitégépes programok adjdk meg. Belathatd, hogy M (£) = m,

D(§) = o tetszOleg normalis eloszlds esetén.

Ezxponencidlis eloszlkds. Egyes, foleg véletlen idétartamokat jelold € valdszintiségi valto-
zokra teljesiil az a feltétel, hogy barmely x id6pontot valasztva is ki, ha a véletlen id6tartam
az x ideig nem ért véget, akkor gy tekinthetd, mintha az egész folyamat az x idépontban
kezd6dott volna. Matematikai formulaval P(§ > x +yl > z) = p(§ > y), x > 0, y > 0.
Ez ekvivalens a P(§ > x +y) = P(§ > x) p(§ > y) egyenl6séggel. Innen levezethetd, hogy
az ilyen eloszlas eloszlas fiiggvénye

1—e = ha x>0
F(x) = ’
(@) { 0, ha <0
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ahol A > 0 allando, az eloszlas paramétere. Ekkor a stirtiségfiiggény

[ Ae e, ha x>0
f(x>_{0, ha z <O0.

Ennek varhato értéke és szérasa is konnyen szamithato:
* 1
M(€) = / \re Mdr =
0 A

D(¢) = (/000 \r2e M dy — %) : =

N
[S—Y

ﬁ.

Egyenletes eloszlds az (a,b) intervallumon

Legyen —oo < a < b < o0,

1
0, ha x <a vagy = >b.

%) b
1 b—a
d = = :1
/_oof(x):z; /a b—a b—a ’

tehat ez strtiségfiiggvény. Ha &-nek ez a striiségfiiggvénye, akkor £-r6l azt mondjuk, hogy

Ekkor

egyenletes eloszlast kovet az (a,b) intervallumon.

=@  ha a<x<b

b—a’

{O, ha <0
1, ha b<x

b 2 2 2
T 1 rzeq? b* —a at+b
M(Q_/a b—adm_b—a[_}a_%b—a)_ 2

Do) = [ e () = [ () -

B b — a? a2+2ab—|—b2_b2—|—ab+a2 a2+2ab—|—b_
- 3(b—a) 4 B 3 4 B
_a?—2ab+ b (a—1b)?

n 12 12

b—a

Tehdt D(€) = - =
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rasbeli vizsgakérdések

Mit neveziink sorozatnak?

Mikor mondunk egy sorozatot monoton novekedének?

Mikor mondunk egy sorozatot monoton csokkendnek?

Mikor mondunk egy sorozatot monotonnak?

Mikor mondunk egy sorozatot felilrdl korlatosnak?

Mikor mondunk egy sorozatot alulrél korlatosnak?

Mikor mondunk egy sorozatot korlatosnak?

Mikor mondunk egy sorozatot konvergensnek?

Milyen kapcsolat van egy sorozat korlatossaga és konvergens volta kézott?

Milyen kapcsolat van egy sorozat korlatos és monoton volta és konvergens volta kozott?
frjon le 6t darab, egymadstol fiiggetlen nevezetes sorozatot a hatarértékével egyiitt!
Egy sorozatnak hany darab hatarértéke lehet?

Hogyan szamitjuk ki konvergens sorozatok 0sszegének a hatarértékét?

Hogyan szamitjuk ki konvergens sorozatok kiilonbségének a hatarértékét?

Hogyan szamitjuk ki konvergens sorozatok szorzatanak a hatarértékét?

Hogyan szamitjuk ki konvergens sorozatok hanyadosdnak a hatarértékét?

Adja meg a Fibonacci szamsorozat képzési szabalyat!

Adja meg a Fibonacci szdmsorozat altalanos tagjat!

Adja meg az egyenl6tlenségekre vonatkozo hataratmeneti szabdlyokat!

Milyen kapcsolat van a korlatos és a konvergens sorozatok kozott?

Milyen kapcsolat van a monoton és a konvergens sorozatok kozott?

Milyen sorozatot neveziink rekurzivnek?

Mikor mondjuk egy sorozatrdl, hogy divergens?

Mikor mondjuk egy sorozatrodl, hogy a plusz végtelenbe divergal?

Mikor mondjuk egy sorozatrol, hogy a minusz végtelenbe divergal?

Mit neveziink fliggvénynek?

Hogyan értelmezziik az f(x) és a g(x) fiiggvények hényadosit?

Hogyan értelmezziik az f(x) és a g(x) fliggvények Osszegét?

) (z)
() (z)
Hogyan értelmezziik az f(x) és a g(x) fliggvények szorzatat?
f(z) (z)

Hogyan értelmezziik az f(x) és a g(x) fliggvények hanyadosat?
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Hogyan értelmezziik az f(x) és a g(x) fiiggvények hatvanyat?
Hogyan értelmezziik az f és a g fliggvények fog osszetételét?
Hogyan definidljuk az inverz fliggvényt?

Milyen fiiggvényeknek 1étezik az inverze?

Hogyan értelmezziik az f(x) fliggvény inverzét?

Hogyan értelmezziik az f(x) H-ra valé megszoritasat?
Milyen fiiggvényeket neveziink elemi fiiggvényeknek?

Mikor mondjuk az f(x) fliggvényt monoton névekedének?
Mikor mondjuk az f(x) fiiggvényt monoton csokkenonek?
Mikor mondjuk az f(z) fiiggvényt monotonnak?

(z)

(z)
Mikor mondjuk az f(z) fliggvényt feliilr6l korldtosnak?
(z)

S
Mikor mondjuk az f(z) fiiggvényt alulrél korlatosnak?
Mikor mondjuk az f(x) fliggvényt korlatosnak?
Mikor mondjuk, hogy az f(x) fiiggvénynek lokélis helyi maximuma van a-ban?
Mikor mondjuk, hogy az f(x) fiiggvénynek lokalis helyi minimuma van van a-ban?
Mikor mondjuk, hogy az f(x) fiiggvénynek széls6értéke van a-ban?
Mikor mondjuk az f(x) fliggvényt periédikusnak?
Mikor mondjuk az f(x) fliggvényt parosnak?
Mikor mondjuk az f(x) fliggvényt paratlannak?
Mikor mondjuk az f(x) fiiggvényt konvexnek?
Mikor mondjuk az f(x) fliggvényt konkavnak?
Mikor nevezziik az értelmezési tartomany egy pontjat torlédasi pontnak?
Mit jelent az, hogy egy fliggvénynek egy véges helyen 1étezik a hatarértéke?
Mit jelent az, hogy egy fliggvénynek egy véges helyen létezik a jobboldali hatarértéke?
Mit jelent az, hogy egy fliggvénynek egy véges helyen 1étezik a baloldali hatarértéke?
Mit jelent az, hogy az f(z) fiiggvénynek a-ban a tdgabb értelemben vett hatarértéke a
plusz végtelen?
Mit jelent az, hogy az f(x) fliggvénynek a-ban a tdgabb értelemben vett hatarértéke a
minusz végtelen?
Mit jelent az, hogy az f(x) fliggvénynek a-ban a tdgabb értelemben vett jobboldali hatéar-

értéke a plusz végtelen?
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Mit jelent az, hogy az f(z) fiiggvénynek a-ban a tdgabb értelemben vett baloldali hatéar-
értéke a plusz végtelen?

Mit jelent az, hogy az f(x) fliggvénynek a-ban a tdgabb értelemben vett jobboldali hatéar-
értéke a minusz végtelen?

Mit jelent az, hogy az f(z) fiiggvénynek a-ban a tdgabb értelemben vett baloldali hatéar-
értéke a minusz végtelen?

Mit jelent az, hogy egy fliggvénynek plusz végtelenben létezik a hatarértéke?

Mit jelent az, hogy egy fliggvénynek plusz végtelenben plusz végtelen a hatarértéke?

Mit jelent az, hogy egy fliggvénynek plusz végtelenben minusz végtelen a hatarértéke?
Mit jelent az, hogy egy fliggvénynek minusz végtelenben 1étezik a hatarértéke?

Mit jelent az, hogy egy fliggvénynek minusz végtelenben minusz végtelen a hatarértéke?
Mit jelent az, hogy egy fliggvénynek minusz végtelenben plusz végtelen a hatarértéke?
Mikor neveziink egy fiiggvényt egy adott helyen folytonosnak?

Mikor nevezziik az f(x) fliggvényt folytonosnak egy H halmazon?

Mikor nevezziik az f(x) fliggvényt folytonosnak?

Adjon meg hiarom darab, fiiggvényekre vonatkozo, egymastdl fiiggetlen nevezetes hatarér-
téket a hatarértékiikkel egyiitt!

Mikor nevezziik az f(x) fliggvényt differencidlhaténak az a helyen?

Mikor nevezziik az f(x) fliggvényt differencidlhaténak a H halmazon?

Mikor nevezziik az f(x) fuggvényt differencidlhaténak?

Adjon meg 6t darab egymastol fiiggetlen elemi fiiggvényt a differencidlhanyados fiiggvé-
nyével egyiitt!

Mikor nevezziik az f(x) fliggvényt differencidlhaténak a H halmazon?

Hogyan differencialjuk egy fiiggvény konstans szorosat?

Hogyan differencidljuk két fiiggvény Osszegét?

Hogyan differencidljuk két fiiggvény konstans szorosat?

Hogyan differencidljuk két fiiggvény hanyadosat?

Hogyan differencidljuk az osszetett fiiggvényt?

Hogyan differencidljuk az inverz fliggvényt?

Zart intervallumon folytonos fiiggvények van-e legnagyobb értéke?

Zart intervallumon folytonos fiiggvények van-e legkisebb értéke?
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Nyilt intervallumon folytonos fiiggvények van-e legnagyobb értéke?

Nyilt intervallumon folytonos fiiggvények van-e legkisebb értéke?

Zart intervallumon folytonos fliggvények értékkészletének két kiillonbozé pontja kozott
Milyen értékeket vesz fel?

Mondja ki a Rolle-féle kézépértéktételt!

Mondja ki a Lagarnge-féle kozépértéktételt!

Mondja ki a Cauchy-féle kozépértéktételt!

Milyen kapcsolat van egy fiiggvény differencidlhatésaga és folytonossaga kozott?

Hogyan jellemzi egy fliggvény monoton névekedését a differencidlhanyados segitségével?
Hogyan jellemzi egy fliggvény monoton csckkenését a differencialhanyados segitségével?
Milyen elegendé feltételeket ismer a lokalis helyi maximum létezésére az els6 differencial-
hanyados segitségével?

Milyen elegend¢ feltételeket ismer a lokdlis helyi minimum létezésére az els6 differencial-
hanyados segitségével?

Milyen sziikséges feltételeket ismer a lokalis helyi maximum létezésére az elsé differencial-
hanyados segitségével?

Milyen sziikséges feltételeket ismer a lokalis helyi minimum 1étezésére az els6 differencial-
hanyados segitségével?

Milyen sziikséges feltételeket ismer a lokdlis helyi maximum létezésére a méasodik differen-
cialhanyados segitségével?

Milyen sziikséges feltételeket ismer a lokdlis helyi minimum létezésére a masodik differen-
cialhanyados segitségével?

Hogyan szdl a L’Hospital szabaly?

Hogyan olvashatoé le egy fiiggvény konvexsége a masodik differencialhanyadosbodl?
Hogyan olvashatoé le egy fiiggvény konkavsiga a masodik differencialhanyadosbol?
Hogyan jeloljiik a végtelen sort?

Mikor neveziink egy végtelen sort konvergensnek?

Adja meg a geometriai sort?

Mikor konvergens a geometriai sor?

Adja meg a hatvanysor altalanos alakjat!

Hogyan szamitjuk ki egy hatvanysor konvergencia sugarat?
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Mit tud allitani a hatvanysor differencialhatésagardl?

Mit neveziink az f(x) fiiggvény a-hoz tartozé Taylor polinomjanak?
Mit neveziink az f(z) fiiggvény a-hoz tartozé Taylor soranak?

Mit neveziink az f(x) fiiggvény MacLauren sordnak?

Irja fel az exponencidlis fliggvény MacLauren sorat!

Irja fel a sin(zx) fliggvény MacLauren sorét!

Irja fel a cos(x) fiiggvény MacLauren sorét!

Irja fel a log(1 + x) fliggvény MacLauren sorét!

Mit neveziink primitiv fliggvénynek?

Mit neveziink hatarozatlan integralnak?

Hogyan integralunk parcialisan?

Hogyan integralunk helyettesitéssel?

Adja meg a szétvalaszthatd tipusu differencidlegyenlet altaldnos alakjat!
Mi a hatarozott integrédl szemléletes jelentése?

Hogyan valtozik a hatarozott integral értéke a hatarok felcserélésével?
Miért mondjuk a hatarozott integralt intervallum additivnak?

Milyen egyenlotlenségeket ismer a hatdrozott integralra?

Hogyan szdl az integral kozépérték tétele?

Mit neveziink f(z) integrélfiiggvényének?

Milyen allitas igaz az integral fliggvény folytonossigara?

Milyen &llitas igaz az integral fliggvény differrencidlhatosagara?
Hogyan sz6l a Newton-Leibniz formula?

Hogyan definialjuk az impropius integralt nem korlatos intervallumon?
Hogyan definialjuk nem korlatos fliggvény impropius integraljat véges intervallumon?
Adjon meg 5 db alapintegralt!

Hogyan néz ki egy komplex szam algebrai alakja?

Mit neveziink egy komplex szam valds részének?

Mit neveziink egy komplex szam képzetes részének?

Hogyan néz ki egy komplex szam geometriai alakja?

Mit neveziink egy komplex szam konjugdltjanak?

Mit neveziink egy komplex szam abszolut értékének?
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Mit neveziink egy komplex szam argumentumanak?

frja le a linedris tér alaptulajdonsagait?

Mondjon 5 db példat linearis térre!

Milyen elemeket neveziink linedrisan fliggéeknek?

Milyen elemeket neveziink linearisan fiiggetleneknek?

Mikor mondjuk egy linedris térrdl, hogy n dimenzids?

Mikor mondjuk egy linearis térrél, hogy végtelen dimenzids?

Milyen matrixokat lehet 0sszeszorozni?

Milyen matrixokat lehet 6sszeadni?

Milyen tulajdonsdgai vannak a matrixszorzasnak?

Milyen tulajdonsagokkal rendelkezik az Osszeadds a matrixok korében?

Mikor mondunk egy tobbvaltozods skalaris fliggvényt parcidlisan differencidlhaténak egy
pontban?

Hogyan jeloli egy kétvaltozos fiiggvény masodrendii parcialis differencidlhdnyadosait? So-
rolja fel az Osszeset!

Mikor mondjuk, hogy egy tobbvaltozés skalaris fiiggvénynek lokalis maximuma van egy

pontban?

Mikor mondjuk, hogy egy tobbvaltozos skalaris fiiggvénynek lokdlis minimuma van egy

pontban?

Mikor mondjuk, hogy egy tobbvaltozos skaléris fliggvénynek szélséértéke van egy pontban?
Mi a szélséérték létezésének a sziikséges feltétele?

Milyen segédfiiggvényt alkotunk a differencidlhdnyadosbdl a szélséérték vizsgalatakor?
Hogyan donti el a segédfiiggvény segitségével a szélséérték milyenségét?

Mit neveziink valdszintiségi kisérletnek?

Mit neveziink eseménynek?

Mit értiink két esemény Osszegén?

Mit értiink két esemény szorzatan?

Mit értiink egy esemény ellentett eseményén?

Mit neveziink biztos eseménynek?

Mit neveziink lehetetlen eseménynek?
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Mikor mondjuk, hogy egy esemény bekovetkezése maga utan vonja egy maéasik bekovetke-
76sét?

Mit neveziink gyakorisagnak?

Mit neveziink relativ gyakorisdgnak?

Mi a valdészintiségi mez6 absztrakt jelolése, az elemeinek az elnevezése és kapcsolatuk egy-
massal?

Milyen alaptulajdonsagai vannak az elemi események halmazinak?

Milyen alaptulajdonsigai vannak az eseményeknek?

Milyen alaptulajdonsdgokkal rendelkezik a valdszintiség?

Hogyan szamitja ki az ellentett esemény valdszintiségét?

Mekkora a lehetetlen esemény valdszintisége?

Mit neveziink teljes eseményrendszernek?

Milyen kapcsolat van két esemény valdszinlisége kozott, ha az egyik bekovetkezése maga
utan vonja a masik bekovetkezését?

Hogyan szamitja ki két esemény Osszegének a valdszintiségét?

Milyen tipusu valdszintiségi mezdket ismer?

Mikor neveziink egy valdszintiségi mez6t klasszikusnak?

Hogyan szdl az egyenletességi hipotézis?

Hogyan szamitja ki egy esemény valdszintiségét klasszikus valdszintiségi mezoben?
Hogyan szamitja ki egy esemény valdszinliségét geometriai valdszintliségi mezoben?

Mikor neveziink két eseményt fliggetlennek?

Mi a feltételes valészintiség definicija?

Hogyan szdl a teljes valészinliség tétele?

Mit neveziink valdszintiségi valtozénak?

Mit neveziink eloszlasfiiggvénynek?

Mit neveziink stirtiségfiiggvénynek?

Mit neveziink eloszldsnak?

Milyen tulajdonsigok jellemzik az eloszlasfiiggvényt?

Milyen tulajdonsagok jellemzik a stirtiségfiiggvényt?

Soroljon fel 6t6t az 6n altal ismert nevezetes eloszlasok kozil!

Mit értiink varhatd értéken?
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Mit értiink széréson?

Definidlja a diszkrét egyenletes eloszlast és mondjon ra példat!
Adja meg a diszkrét egyenletes eloszlas varhatd értékét és szérasat!
Definidlja a binomialis eloszlast és mondjon ra példat!

Adja meg a binomialis eloszlas varhato értékét és szérasat!
Definidlja a geometriai eloszlast és mondjon ré példat!

Adja meg a geometriai eloszlas varhatd értékét és szérasat!
Definidlja a Poisson eloszlast! Hogyan lehet szarmaztatni?
Adja meg a Poisson eloszlas varhaté értékét és szérasat!
Definidlja a normalis eloszlast!

Adja meg a normélis eloszlds varhatd értékét és szorasat!
Definidlja az exponencialis eloszlast!

Adja meg az exponencidlis eloszlds varhatd értékét és szérasat!
Definidlja az egyenletes eloszlast!

Adja meg az egyenletes eloszlas varhaté értékét és szérasat!
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Szobeli vizsgakérdések

Sorozatok tulajdonsagai, hatarértéke.

Sorozatok hataratmeneti szabdlyai és a hatarérték tulajdonsagai.
Nevezetes hatarértékek sirozatokra.

A Fibonacci-féle szamsorozat.

A tagabb értelembem vett hatarérték.

Fiiggvénymiiveletek.

Fiiggvények tulajdonsagai.

Fiiggvények hatarértéke, tagabb értelembem vett hatarérték.
A differencialhanyados fogalma és szemléletes jelentése.

A differencidlhanyados miiveleti szabalyai, az elemi fliggvények differencialhanyadosa.
A folytonos fiiggvények tulajdonsagai.

A differencialhaté fiiggvények tulajdonsagai.

Végtelen sorfogalma és konvergencidja. A geometriai sor.
Hatvanysorok, Taylor sor.

Hatéarozatlan integralas.

Integralasi szabalyok.

A szétvalaszthaté tipusu differencidlegyenletek.

A hatarozott integrél fogalma és szemléletes jelentése.

A hatdrozott integral tulajdonsagai.

Az integralfiiggvény és tulajdonsagai.

Impropius integral.

Komplex szamok algebrai és geometriai alakja.

Muveletek komplex szamok korében.

A linearis tér fogalma, példak linearis terekre.

Linearis fliggdség, fiiggetlenség, bazis, dimenzib.

Miiveletek a matrixok korében.

A parcialis differencialhanyados.

A tobbvaltozos fliggvények szélséérték szamitasa.

A valdszintiségszamitas alapfogalmai.

Valészinliségi mez6 és axiomai.
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Az axiémdk tovabbi tulajdonsagai.

A valdsziniiségi mezdk tipusai.

Események fiiggetlensége, feltételes valdsziniiség, teljes valosziniiség tétele.
Valészintiségi valtozok, eloszlas és siiriiségfiiggvény.

Varhato érték és széras, eloszlasfogalma.

A nevezetesebb diszkrét eloszlasok.

A nevezetesebb folytonos eloszlasok.
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