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Statisztikai alapfogalmak

Tekintsiink egy & valdsziniiségi valtozét.

Statisztikai minta (n elemd minta) &1, ..., &, fae vv, eloszlasuk
megegyezik a £ hattérvaltozo eloszlasaval.

Ha &; valtoz6 az x; értéket veszi fel (i =1,...,n), akkor azt
mondjuk, hogy xi,...,x, a minta realizacidja.

A matematikai statisztika alapvetd feladatai:

> ¢ hattérvaltozo eloszlasanak, egyéb mutatsinak becslése
(pontbecslések, intervallumbecslések),

> £ hattérvaltozo eloszlasara vonatkozé hipotézisek vizsgalata
(statisztikai probak).
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Statisztikai alapfogalmak

Definicié
Legyen f egy n-véltozos fiiggvény. A mintaelemek f (&1, ... ,&n)
fiiggvényét statisztikanak nevezziik.

Alapstatisztikak
> Eo §1+...+&
n

min;{&;} legkisebb mintaelem,

mintaatlag,

max;{{;i} legnagyobb mintaelem,

max;{&;} — min;{&;} mintaterjedelem,

vV v vy

empirikus (tapasztalati) median: a sorbarendezett mintaelemek
koziil a kdzéps6 (vagy ha n paros, a kozépss kettd atlaga).
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Becslések

Legyen 0 a £ eloszlasanak egy paramétere, 0, := 0(¢1, ..., &,).

Definicié
Az 0, statisztika torzitatlan becslése 0-nak, ha

E(f,) = 0.

Definicio
0n (n=1,2,...) sorozat gyengén konzisztens becslése 0-nak, ha

A szt
0p — 0, n— oo.

0, (n=1,2,...) sorozat erésen konzisztens becslése 6-nak, ha
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Példa
Legyen &1, ..., &, minta, ahol a & hattérvaltozénak létezik a o
szérasa. Legyen 0 = E(§) ismeretlen paraméter.

Tekintsiik a &1 és a € statisztikakat.

> Nyilvanvaléan &1 még gyengén sem konzisztens becslése §-nak,
mig a nagy szamok erds térvénye miatt £ er6sen konzisztens
becslés.

» Mindkeét statisztika torzitatlan becslése 6-nak:
E(6) = E(¢) =0,
E() = tE(G+ ... +&) =% -n-E() =0.

- 2
> D2(&) = SD(&1+4...+&n) = %-D?(€) = & < 0? = D(&).

Vagyis a két torzitatlan becslés koziil £ a hatasosabb.
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Az eloszlasfiiggvény becslése

Definicié
Legyen knx = Y11 (& < x), ahol | indikatorfiiggvény és

Az F, fiiggvényt empirikus eloszlasfiiggvénynek nevezziik.

F, tulajdonsagai

A minta barmely realizaciojat tekintve F,
» monoton nemcsokkend,
» balrdl folytonos,

> limy_ o0 Fn(x) =1 és lim,—_o Fa(x) = 0.
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Allitas

x € R rogzitett. Fn(x) torzitatlan és erésen konzisztens becslése
F(x)-nek.

Bizonyitas.

ks n binomialis eloszlast n és F(x) paraméterekkel. Tehat

BOF00) = B (522 ) = 2B(kn) = -0 () = F0)

n

Az er6s konzisztencia nagy szamok erds torvényébél kozvetlendll
kovetkezik.

Tétel (A matematikai statisztika alaptétele; Glivenco—Cantelli)

sup |Fp(x) — F(x)| _mb, 0, n— .
x€eR
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A siirliségfiiggvény becslése

Definicié
I1,1o,... paronként diszjunkt (véges hossziisagti) intervallumok,
U, =R. Legyen v = >0 1(& € i),
Vi
fo(x) = ——, h Iy.
n(x) AL ax €l

Az t, fiiggvényt siiriséghisztogramnak nevezziik.

f, tulajdonsagai

A minta barmely realizacigjat tekintve
> fp >0,
> [% fa(x)dx =1,

Megjegyzés
Altalaban egyenlé hosszii az itervallumokra osztjak R-t.
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A varhaté érték becslése

Definicié

Az E,(&) = € statisztikat empirikus (tapasztalati) varhaté értéknek
nevezziik.

Allitas

E,(€) torzitatlan, és ha E(£2) < oo, akkor erésen konzisztens
becslése is E()-nek.

Bizonyitas
A varhaté érték additivitasa miatt

§1+...+§,,> _ E(&)+ ...+ E(&)

n n

B(E()) = E ( - Longe).

Az allitas masodik fele éppen a nagy szamok er6s tdrvénye.
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A szdéras becslése

Definicié
Empirikus (tapasztalati) variancia:

Va(€) = =) (& — En(€))?

i=1
Empirikus (tapasztalati) szoras: D,(&) = 1/ Va(§)
Allitas
Va(€) = 5 Xia(€]) = BR() = En(€?) — ER(9)-
Bizonyitas
Va(6) = 1252 - Zf, Lo
= Eq(&) — Ef(6).
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Tétel
Ha D(&) létezik, akkor E(V,(&)) =

Bizonyitas

n n 2
B(Va(§)) = E (,1,26? - (Z ff) )
i=1 i=1
= IS EE) - (Z B(F) + ZZE(&@)
i=1 i=1

i<j
-1 2
= IS RE) - Y EE)R(E)
i=1 i<j
1 2 -1
_ HT .n.E(€2)_ = n(n2 )EZ(g)
= R - Tn(ep,
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Definicié
Korrigalt empirikus (tapasztalati) variancia:

ViE) = —va() = —— 3 & E2(¢)
i=1

n—1 n—14

Korrigalt empirikus (tapasztalati) széras: D}(€) = / V(&)

Kovetkezmény
V(&) torzitatlan becslése D?(&)-nek.

Megjegyzés
Az viszont nem kovetkezik ebbdl, hogy D% (&) torzitatlan becslése
lenne D(&)-nek.
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Tétel

Ha D(&) létezik, akkor V(&) és V() is er6sen konzisztens
becslése D?(&)-nek.

Bizonyitas
A nagy szamok er8s torvény alapjan

§1+---+§n mb
= —
n

En(¢) E(¢), n— oo

valamint

G+ +& mb
= —
n

En(€%) E(£?), n— .
gy
Va(€) = En(€2) — E2(6) ™ E(£2) — EX(€) = D%(€), n — o
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Kovariancia, korrelacié becslése

Tekintsiik (£, n) hattérvaltozét és (£1,71), .- -, (§n, mn) Mintat.
Definicié

& és n empirikus kovariancidja

C(&,m) = 3 211 (& — En(€)(ni — En(n))-

Allitas

Cn(£7 77) = % 27:1 5/77:' - En(g)En(n)

Bizonyitas
Cn(&ﬂ]) = % <Z gini - En(f)ZUi - 251 77))
i=1 i=1

_ 1 3" & — 2En(€)En(n) + En(€)En():
i=1
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Definicié
¢ ésn (Pearson-féle) empirikus korrelaciés egyiitthatdja

ra(€,m) = D?(%()%?()ﬁ) ha D,(§)Dn(n) # 0, és 0 kiilénben.

Allitas

[tn(&,m)| < 1. Tovabba |rp(&,n)| = 1 pontosan akkor teljesiil, ha
&, m; pontparok kézétt linearis dsszefiiggés van.

Bizonyitas

A Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenlétlenség alapjan

InCa(&m)|l < D16 = En(€)] - [ni — En(n)]
i=1

IN

J Z(ﬁl — En(§))? (ni — En(n))?

i=1 i=1

= \/”Vn(ﬁ)'”vn(ﬁ) = nDn(f)Dn(n)'



Megjegyzések
> Cn(&,€) = Va().

» Cp(&,n) valamint r,(&, n) elgjele a kapcsolat iranyara utal.

> |r,(&,m)| a kapcsolat szorossagat jelzi. Ha r,(&,n) = 1, akkor
pozitiv, ha rp(&,n) = —1, akkor negativ linearis kapcsolat.

Allitas
Cn(&,m) erésen konzisztens becslése C(&,n)-nak, valamint r,(&,n)
er6sen konzisztens becslése r(&,n)-nak.
Bizonyitas
A nagy szamok er@s torvénye alapjan egyszeriien adédik:
mb
En(&n) —En(§)En(n) — E(&n) —E(§)Ea(n) = C(§,n), n— oo,
Col&n)  mp C(&7)
Va(©)Va(n)  DEDM)’
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Maximum-likelihood mdédszer

Legyen 6 ismeretlen paraméter, erre szeretnénk becslést kapni.
Definicié
Legyen & diszkrét hattérvaltozo, tekintsiik az xu, . .. ,x, realizacict.
A hozza tartozé likelihood-fiiggvény a kévetkezd:
L(@) = PG(fl =X1,.-,&n = Xn) = Pﬁ(g = Xl) Tl PB(& = Xn)-
Definicié
Legyen & folytonos hattérvaltozo. Tekintsiik a x1, . .., x, realizaciét.
A hozza tartozé likelihood-fliggvény a kévetkezo:
L(0) = f¢-9,§1,...,§n(xla . ,Xn) = f—g(Xl) e f@(Xn).
Definicié
A 0 paraméter maximum-likelihood becslése (réviden ML becslése)
0, ha

L(O) = max L(0).

Nagy-Gy6rgy Judit Statisztika



A szorzat maximumhelyének meghatarozasa helyett sokszor
konnyebb egy dsszeg maximumhelyét megadni, ezért vezetjiik be a
kovetkez6 fogalmat.

Definicié

Tekintsiik az x1, . .., xp realizaciét, 0 paramétert, és a hozzajuk
tartozé L(0) likelihood-fiiggvényt. A log-likelihood fiiggvény
0(0) = In L(0).

A (természetes alapi) logaritmus fiiggvény monoton ndvé, ezért
¢(0) éppen ott veszi fel szélsGértékeit, ahol L(0).

Megjegyzés
ML becslést konkrét realizacié esetén kapunk, ha minden
realizaciéra tekintjiik, akkor kapunk becslést #-ra.
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Valészintiség ML becslése

Legyen A egy esemény p = P(A) valésziniiséggel, ahol 0 < p < 1.
Tekintsiik £ = /(A) hattérvaltozét (A indikatorvaltozéja), ez
Bernoulli-eloszlast p paraméterrel.

Tegyiik fel, hogy xi,...,x,, az ebbél vett minta realizaciéja nem
csupa 0 vagy csupa 1, és legyen ky(A) = Y7, ;.

L(p) — pk"(A)(l — p)nfk"(A)7 ha pc (07 1)

tehat
Up) = kn(A)Inp+ (n — kn(A)) In(1 — p)

maximumbhelyét keressiik (0, 1)-en.
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¢(p) a (0,1)-en kétszer derivalhato, igy

o —ka(A) 1= ka(A)
0"(p) = - 0
=% aap

megoldasa p = k,(A)/n lesz p ML becslése.
Megjegyzések

» Ha p = 0 vagy 1, akkor ¢(p) nem értelmezett.

» Ha a realizacié 1,...,1, akkor L(p) = p" ha p € [0, 1],
maximumhelye 1, de nem derivalhat6 1-ben.
(0, 1)-en nincs szélséértéke L(p)-nek.

» Hasonlé a helyzet 0,...,0 realizacié esetén, L(p) = (1 — p)”
ha p € [0,1].

» Ha K,(A) a bekdvetkezések szama, E(K,(A)/n) = np/n =
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Masik lehetéség p ML becslésére, ha tekintiink egy 0 < p < 1
paraméterii geometriai eloszlasu & hattérvaltozét. Ekkor

L(p) = p(1—p)y*t ... p(l—p)y~t
— pn(l - p)Zi:1 X;j—n

p) = nlnp+ (Zx,- - n) In(1— p).
i=1

¢(p) (0,1)-en kétszer derivalhato, igy

n >l x—n
/(p) = — — &=i=2 7 _
n
(B — —”_Zizlxi_”
Py =% i <O

megoldasa p = n/>_" | x;. Belathato, hogy ez nem torzitatlan
becslése p-nek.
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Poisson eloszlas paraméterének ML becslése

1
i . n
L)) = H (X_' e>‘> — A% (Hx,-!) ce”™ A >0.

(A)=> xilnx+c—nx A>0

i=1

kétszer derivalhaté (0, co)-en,

n ) R N\ )
61(3\) — Zi;\l Xi —n= 07 gl/()\) _ ZI:]. Xi <0

A2
megoldasa A = 7 x;/n, ha 327, x; # 0.
Ha -7, x; = 0, akkor L(A) = e™™, ennek nincs széls6értéke a
(0, 00) intervallumon, igy ekkor A-nak nincs ML becslése.
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Exponencialis eloszlas paraméterének ML becslése

n

L) =11 ()\e_’\x") = A"eAEEax A 0.
i=1

tehat

(A)=nnA =) x, A>0
i=1

kétszer derivalhaté (0, co)-en,

megoldasa A = n/ > x;.

Belathato, hogy 1/E,(§) nem torzitatlan becslése A-nak.
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Intervallum jobb végpontjanak ML becslése

Legyen & hattérvaltozé egyenletes eloszlast a [0, 6] intervallumon
(f(x) =071, ha 0 < x < 0 és 0 kiildnben).

L(6) = =", haxy,...,x, <60, [ 07", ha maxi_;x <6,
10 kiilénben 10 kiilénben.

L() monoton né, ezért maximumhelye § = max?_, x;.
Megjegyzések

» Mivel L(#)-nak a maximumhelye szakadasi pont, derivalassal
nem lehet meghatarozni 6-t.

» Belathato, hogy E(max]_; &) = 470
» Ha a (0, 0) intervallumbdl vennénk a mintat, akkor nem

létezne ML becslés.
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Intervallum helyének ML becslése

Legyen & hattérvaltozé egyenletes eloszlasi a [0, 6 + 1]
intervallumon (f(x) =1, ha @ < x <6+ 1 és 0 kiilonben).

L) = {1, ha 0 <xy,...,xp, <O0+1,

0 kiilonben
_ 1, ha max_;xi —1<6 <minf_; x,
- 0 kiilonben.

L(6) maximumhelyei a (max”_; x; — 1, min}_; x;) intervallum
pontjai.

Megjegyzés

Belathato, hogy E(max?_; & — 1) =60 — 1/(n+ 1), valamint

E(min?_; &) =60+ 1/(n+ 1), tehat a ketts atlaga torzitatlan
becslés 0-ra.
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Normalis eloszlas paramétereinek ML becslése

H o 2oz (ih)? —(\ﬁa) o 207 i (xi— u)
2o

ahol p € R és o > 0.
1 n
Up,0)=—nInV2r —nlno — MZ;(XI
=

ami kétszer derivalhaté. Képezziik a parcialis derivaltakat:

ol 1
on o2 Z(Xi —p) =0 (1)
K i=1
ov —-n 1 <&
% - o T3 Z(Xi —p)* =0, (2)
i=1

L lehetséges szélsértékhelyei ezek kdzds zérushelyei.
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(1)-bsl kapjuk, hogy

~A DX
M - n )
ezt (2)-be helyettesitve pedig
n 1 — N2
5 - 33 (xi — 1)
i=1
R 1 R
2 P (Xi _ )2
n
o = (xi — f1)?

Belathatd, hogy (i, &) valéban maximumhelye L(u, o)-nak.
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Normalis eloszlasbdl szarmaztatott eloszlasok

Legyenek &o, ..., Emen flggetlen, standard normalis eloszlasa vv-k.
Definicié
> X2 =&+ ...+ &2 v n szabadsagfoki ? eloszlasi

F\2., eloszlastiiggvénnyel.
> BV vv n szabadsagfoki Student (t) eloszlasi
\E+ .+ E2

&, eloszlasfiiggvénnyel.
no g+ +E
m €r2n+1++§f%1+n

Fm,n eloszlasfiiggvénnyel.

vv (m, n) szabadsagfokd F eloszlasi
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Megjegyzések

> Bizonyos paraméterértékek esetén a x2, Student és F
eloszlasok inverz eloszlasfiiggvényeinek néhany értékét
statisztikai tablazatok tartalmazzak.

» A t(n) eloszlas szimmetrikus: ha  ~ t(n), akkor —& ~ t(n).

» Belathato, hogy ha &, ~ t(n) és & ~ N(0,1), akkor &, — &
eloszlasban, ha n — oo (vagyis ®,(x) — ®(x), ha n — o0).

» Ha & ~ F(n,m), akkor 1/¢ ~ F(m, n). Ebb&l

Fom(x) =P(§ <x)=P(1/§ > 1/x) =1 — Fpn(1/x).
> Ha & ~ t(n), akkor €2 ~ F(1, n).
> Ha & ~ x2(m),n ~ x?(n) fiiggetlenek, akkor

§/m

pyp ~ F(m,n).
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Tétel

Legyen &1, ..., &, egy N(u,0?) eloszlasbol vett minta. A
kévetkezok teljesiilnek:

0.2
> En(&) ~ N <:u? n) ,
> V() ~ XP(n - 1),

g

> E,(&) és V(&) fiiggetlenek,

En(g) -
> W ~ t(n—1).
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Tétel

Legyen &1, ..., &ny egy N(p1,0%), 1, .-, 7n, €gy N(p2,05)
eloszlasbdl vett fiiggetlen minta. A kévetkez6k teljesiilnek:

>

En () = En() ~ (n = p2) oy

» ha o1 = oo, akkor

Eny(€) = Eny(n) — (11 — i2) \/ muna(m + my —2)
VIV (€) + m2V (1) m+

Student eloszlasi ny + no — 2 szabadsagfokkal,

Vi, ()3

Im%2 L E 1,0, — 1),
Vi, (n)o?
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Konfidencia intervallumok

Legyen 6 ismeretlen paraméter. Az intervallumbecslés lényege olyan
intervallum konstrualasa (statisztikak segitségével), amelybe 6 nagy
valésziniiséggel (altalaban 0,95 vagy 0,99) beleesik.

Definicié

Legyen S, < T, két statisztika, amelyre P(S, <0 < T,) =1 — a.
Ekkor azt mondjuk, (Sn, Tpn) egy 1 — o megbizhatdsagi szintii
konfidencia intervallum 0-ra.

A konfidencia-intervallum szerkesztése altalaban

> Keresiink egy Z,(0) staisztikat, aminek az eloszlasa ismert.

> Z,(0)-ra szerkesztiink intervallumot:
P(a < Z,(0) < b) =1 — «, ahol a, b konstansok.

> A Z,(0)-ra felirt egyenl6tlenségeket atalakitjuk 6-ra felirt
egyenl6tlenségekké: P(Sp(a,b) < 6 < Th(a, b)) =1—a.
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Konfidencia intervallum normalis eloszlas varhaté értékére

Legyen &1, ..., & N(u, 0?)-bél vett minta. p-re keresiink 1 — «

megbizhatdsagi szintii konfidencia intervallumot. Tudjuk, hogy
. En(£)—

En(€) ~ N(u,02/n). Valasszuk a Zy(u) = % ~ N(0,1)

statisztikat, és szerkessziuink koré intervallumot:

P(—xa < Zy(p) <xa) = P(Zn(p) < xa) = P(Zn(1t) < —xa)
= (D(Xa) - ¢(_Xa) = 2¢(Xa) —1=1-aq,

amibél x, = & 11— 9).

l—a = P<—xa<En(§)_M<xa>

S o/Vn
=P (En(é) - Xa% < 1t < En(€) +xa%> -

Az intervallum hossza | T,, — Sp| = 2x,0/v/n — 0, ha n — occ.
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Most nézziik meg azt az esetet, ha o ismeretlen. Legyen

Zo(p) = ~t(n—1).

A t(n — 1) eloszlas szimmetriajat felhasznalva a
P(—xa < Zn(p) < %a) =2®,-1(xa) — 1 = 1 — o Ssszefiiggeésbsl az
el6z6hoz hasonléan adédik x, = CD;El(l — 5). Ebbél

l—-a = P<—Xa<En(€)_'u<xa)
Vi (€)/n

= P <E,,(£) XQD\:/(;) <p< En(f)eran/(s)) .
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Konfidencia intervallum normalis eloszlas szérasara

Legyen Z,(0) = nV,(&)/0? ~ x%(n—1).

Ha ao = Fo!, ((a/2) & ba=F5' (1-0a/2),

P(aq < Zn(1) < ba) = Fy2.p-1(ba) — Fy2.p1(aa) = (1 - 2) _e

>
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Konf. intervallum normalis eloszlasok vé. kiilonbségére

Legyenek &1,...,&n ~ N(u1,02) és 1, ... Nny ~ N(u2,02?) fgn.
mintak. pu1 — po-re keresiink konfidencia intervallumot.

B (&) = En() — (i —12) _ o )

L2+L2
ny n2

an,nz =

Mivel P(—x < Zy np < x) = 20(x) — 1, az x, = ® (1 — a/2)
valasztassal kapjuk:

1l—a=P _Xa<Enl(f)_Enz(n)_(ﬂl_lQ)<Xa

:P(E—W—Xa\/ﬁ<m—uz<§—¢7+Xa %+%)

Nagy-Gyorgy Judit Statisztika




Ha o ismeretlen, akkor legyen

En (€) = En(n) — (11 — p2)

~t -2
D, (m + o )s

an,nz =

ahol
ny+ np

n1n2(n1 +np — 2)'

P(—x < Znn, < x)=2®p_1(x) — 1, igy xo = <D;11+n2_2(1 —a/2)
valasztassal kapjuk:

Di = (n1Vn1 (f) + ”2Vn2 (77))

10 p (< BRG] )

D,

=P (En1 (E) - Enz(n) — Xa Dy < p1 — pi2 < Epy (E) - Enz(n) + X(XD*) .
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Konf. intervallum normaélis eloszlasok szérashanyadosara

Legyenek &1,...,&n ~ N(p1,02) € m1,. .. Mny ~ N(p2,03) fgn.
mintak. o1/02-re keresiink konfidencia intervallumot. legyen

Ha a, = F,* (a/2) & by=F* (1 — a/2), akkor

ni—1,n>—1 ni—1,np—1

1—a = Fn1_17n2_1(ba) - Fnl—l,nz—l(aa)
Vi (€) - 03
— P ag < M < ba
Vi, (n) - of

_ Vi) o Vi ()
- P( Vi,(nba " 02 V’f,z(n)aa) '
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Paraméteres probak

Legyen 6 a hattéreloszlas egy ismeretlen paramétere a C
paramétertér egy eleme, tovabba CGoU G = C, Co N G = 0,
Co, G #0. A

Ho:@ECo, Hi:0e G

nullhipotézist és alternativ hipotézist vizsgaljuk.
A hipotézisek kozotti dontés egy S, tesztstatisztika
(probastatisztika) és egy K(«) kritikus tartomany segitségével
torténik: pontosan akkor vetjiik el Hp-t, ha S, € K(«).
Ha P, (Sn € K()) < a, akkor « terjedelmii prébardl beszéliink.
a-t nevezik szignifikancia-szintnek is.

> Hp altalaban 6 = 0y alaka, Hy pedig 6 # 6y (kétoldali préba),

0 < 0o vagy 0 > 6y (egyoldali préba).
» a-t altalaban 0,05-nak vagy 0,01-nak, néha 0,1-nek valasztjak.
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Tévedési lehetSségek:

» Elséfaju hiba: Hp teljesiil, de elvetjiik. Ennek valészintisége
p1 = PHy(Sn € K(a)) < a.

» Masodfaju hiba: Hy nem teljesiil, de elfogadjuk. Ennek
valészintisége pr = Py, (Sn ¢ K(«)).
Definicié
en(a,0) =1— po =Py, (Sn € K(v)) a proba ereje, az e, fiiggvény
az erdfliggvény.
Definicio6
Egy proba konzisztens, ha lim,_, en(a, 60) = 1.

Megjegyzések

» A kritikus tartomany csokkentésével az elséfaju hiba csokken,
a masodfaja hiba né.

» A konzisztencia azt jelenti, hogy a mintaelemszam ndvelésével
a masodfaji hiba teszélegesen kicsivé teheté.
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Paraméteres probak szerkesztése

Altalanos médszer probak szerkesztésére

» Keresiink egy S, statisztikat, aminek ismert az eloszlasa, ha
Hy teljesiil. Jeldlje az eloszlasfiiggvenyét G.

» Egyoldali proba esetén meghatarozunk egy s, kritikus értéket,
amelyre Py, (Sp < sa) = G(sa) =1 — a: s, = G711 — a).
» Kétoldali proba esetén s& ) &s 5&) kritikus értékeket kerestink,
amelyekre PHO(sC(xl) <SS, < s( )= G(S(2)) — G(s(gl)) =1—-
s = 67Y(a/2) es 52 = GH(1 - a/2).
» Dontés: Ho elfogadjuk, ha egyoldall esetben S, < s,, kétoldali
esetben sc(yl) <5, < ség)
Megjegyzés
Ha tobb médon valaszthatjuk meg S, statisztikat (illetve a kritikus
értékeket), akkor valasszuk azt, ahol az eréfliggvény nagyobb.
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u-préba (u-préba)

Tekintsiink egy N(u,0?) eloszlasbél vett mintat. Tegyiik fel, hogy
o ismert. Rogzitett po esetén vizsgaljuk a kovetkezd hipotéziseket:
Ho : p = po, Hi:p# po.

» Tekintsiik a kdvetkezé prébastatisztikat:

En(g) — o
o/v/n

ami Hy teljesiilése esetén standard normalis eloszlasu.

u =

» Ehhez és oo > 0-hoz keressiik az u,, kritikus értéket gy, hogy
Pry(—ua < u< uy) = P(ug) —P(—up) =20(uy)—1=1—a

legyen amibsl u, = ® (1 — /2) adédik.
» Dontés: ha |u| < u,, akkor Ho-t elfogadjuk, kiilonben elvetjiik.
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A hibak val6sziniiségei:

» Elséfaji hiba valésziniisége:
p1 = PH0(|U| > Ua) =1- PHO(—Ua <u< Ua) = .

» Felhasznalva, hogy % ~ N(0,1), a masodfaja hiba

valésziniisége:

p2 = Pr(lul < ua)
. —u En(g)_ﬂo u
- PH1< ag O'/\/E S a>
_ o Bl —p o o —p
= P (v R B < k)

- ofur) o (e mh)
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Allitas
Az u-préba konzisztens.
Bizonyitas
en( ) =1=pp=1— 0 (o + L957) + & (—ug + L924).
» Ha p > o, akkor Z‘;_ﬁ — —00, ha n — oo. Tehat
limp—oo €n(a, ) =1 = limy, oo P(x) + limy— oo P(x) = 1.
» Ha po < p, akkor £8=£ — oo, ha n — oco. Tehat

a/v/n
limp oo €n(a, 1) =1 — limy_ o0 P(x) + limy_ oo P(x) = 1.

Megjegyzés
Kénnyen lathaté, hogy az « terjedelmi u-préba pontosan akkor

fogadja el Hp-t, ha pg benne van az ismert o esetén p-re konstrualt
1 — « megbizhatésagi szinti konfidencia intervallumban.
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Egyoldali u-préba

Most a kdvetkezé hipotéziseket vizsgaljuk:

Ho:p=po, Hi:p>po

» A prébastatisztika most is

En(f) — Mo
o/vn

ami Hy teljesiilése esetén standard normalis eloszlasa.

u =

» Ehhez és a > 0-hoz keressiik az u,, kritikus értéket agy, hogy
Pro(u < uy) =®(up) =1—-«
legyen amibsl u, = ®~1(1 — ) adédik.

» Dontés: ha u < u,, akkor Hop-t elfogadjuk, kiilonben elvetjiik.
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Allitas

Az egyoldali u-préba konzisztens.

Bizonyitas

Felhasznalva, hogy (/5\)[“ N(0,1), a masodfaja hiba
valésziniisége:

p = Pp, <E”(£)_Mo < Ua)

oV S
(Sl
= ot h):

140 _ .
Ha p > po, akkor /\f—> 00, ha n — oo, igy

en(a, ) =1—po = 1—¢<ua+/”;0/?ﬁlf>—>1, ha n — .
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Tekintsiink egy N(u,0?) eloszlasbél vett mintat, ahol o ismeretlen.

Ho: p=po, Hi:p# po

» Tekintsiik a kovetkezé prébastatisztikat:

En(f) — Mo

V' Vi/n ’
ami Hy teljesiilése esetén n-1 szabadsagfoki Student eloszlasa.
» Ehhez és oo > 0-hoz keressiik az t, kritikus értéket agy, hogy

t =

Pro(Jt] < ta) = Ppo1(ta)—Pr1(—ta) =20,-1(ty)—1=1—«

legyen amibsl t, = &1 (1 — /2) adédik.
» Dontés: ha |t| < t,, akkor Hyp-t elfogadjuk, kiilonben elvetjiik.
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Egyoldali t-préba

Ho:p=po, Hi:p>po

> A prébastatisztika most is

En(ﬁ) — o

VVen

ami Hy teljesiilése esetén n-1 szabadsagfoki Student eloszlasa.

t

» Ehhez és o > 0-hoz keressiik az t, kritikus értéket agy, hogy
P (t <ty) =Pp_1(ta) =1—«

legyen amibsl t, = ® 1 (1 — a) adédik.
» Dontés: ha t < t,, akkor Hp-t elfogadjuk, kiilonben elvetjiik.
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Megjegyzések

» Belathatd, hogy a két- és egyoldali t-préba is konzisztens.

» Konnyen lathaté, hogy az « terjedelmii kétoldali t-préba
pontosan akkor fogadja el Hp-t, ha 1o benne van az ismeretlen
o esetén pu-re konstrualt 1 — o megbizhatésagi szintd
konfidencia intervallumban.

» t aszimptotikus normalitdsa miatt nagy minta esetén ugyanazt
a kritikus értéket hasznalhatjuk, mint az u-prébanal.

» Nagy mintaelemszam esetén — a centrélis hatareloszlastétel
miatt — mind az u-, mind a t-préba tetszéleges eloszlasbél vett
minta esetén alkalmazhaté.

» Az egyoldali u- és t-probanak van Hy : = o, H1 = e < 1o
alternativakat vizsgald valtozata is, ekkor a prébastatisztika
helyett annak —1-szeresét hasznaljuk.
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Kétmintas t-préba

Tekintsiik a &1,...,&n, ~ N(u1,02) és 1, ..., Nny ~ N(p2,02)
fliggetlen mintakat.

Ho : px — p2 = Do,  Hy:py — po # Ao.

> A prébastatisztika:

_ En, (§) — En, () — Ao ] \/”1”2(”1 +mp—2)
VMV (€) + mVa,(n) n + m ’

amirél tudjuk, hogy ni + ny — 2 szabadsagfoka Student

eloszlast Hy teljesiilése esetén.
» A kritikus érték « szinthez t, = <D;11+n272(1 —a/2).
» Dontés: ha |t| < t,, akkor Hop-t elfogadjuk, kiilonben elvetjiik.
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Megjegyzések

» Belathatd, hogy a kétmintas t-préba konzisztens.

» Konnyen lathaté, hogy az o terjedelmii kétmintas t-préba
pontosan akkor fogadja el a nullhipotézist, ha 1o benne van az
ismeretlen széras esetén iy — po-re konstrualt 1 — o
megbizhatésagi szintii konfidencia intervallumban.

» A kétmintas t-probanak van egyoldali valtozata is, ahol
Ho:pr—po =200, Hy i i1 — o > Ag, at prébastatisztika
ugyanaz, a kritikus érték t, = ¢;11+n2_2(1 — ), a dontés
pedig ha t < t,, akkor Hyp-t elfogadjuk, kiilonben elvetjiik.

» A kétmintas t-préba feltétele a szérasok egyezése, amit az
alabbi F-probaval teszteliink. Ha a szérasok nem egyenléek,
akkor 111 — pp-re vonatkozo hipotéziseket az an.

Welch-prébaval vizsgaljuk.
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Tekintsiik a &1,...,&n ~ N(p1,02) és 01, ..., My ~ N(p2,03)
fliggetlen mintakat.

01 g1
Hoif:To, Hlif#To.
g2 g2

> A prébastatisztika:
V*
F=—"™"_
)
Vi, - To
ami ny — 1, np — 1 szabadsagfoka F eloszlasi Hy esetén.

» A kritikus értékek o szinthez:

Alo=F"! (o)2) és fi, = F,* (1—a/2).

n—1n—1 ni—1,n—1

» Dontés: ha f, < F < fo,, akkor Hp-t elfogadjuk, kiilénben
elvetjiik.
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A gyakorlatban az F-proba médositott valtozatat alkalmazzak, ami
azon alapszik, hogy Hy teljesiilése esetén 1/F ~ F(ny — 1,1 — 1),
és ennek megfelelsen f o < 1, valamint 5, > 1.

» Tehat a médositott prébastatisztika
v V-

Fmax{ ™ 7—o}>1.
Vj;z ) Vﬁl

> A kritikus érték « szinthez
F Folima(l—a/2), ha V; /Vi >,

a — * *

Fn21—1,n1—1(1 —a/2), haVy /V; <.

» Akkor fogadjuk el Ho-t, ha F < F,.

Szemléletesen: a mintat agy valasztjuk, hogy az eredeti valtozatban
F > 1 teljesiil, és csak a felss kritikus értékkel hasonlitjuk dssze. Ez
magyarazza, hogy az F tablazatokban csak F,;ﬁ,(p) értékek 1-hez
kozeli p-kre vannak feltiintetve.
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Paros t-préba

Osszetartozé (nem fiiggetlen) minta esetén a kiilsnbségvaltozéra
vonatkozé, an. dnkontrollos vizsgalat alkalmazhaté.

Legyen (&,n) olyan vektorvaltozs, amely komponenseinek létezik a
varhaté értéke: E(£) = p1 és E(n) = po, tovabba v =& — 1
normalis eloszlasa. Tekintsiik a (£1,m1), - -, (&, n) mintat. A

Ho : pa = po2

hipotézist vizsgaljuk. Az eljaras a kovetkezé:
» Keépezziik a v; = & — n; valtozokat, amik fliggetlenek és
normalis eloszlastak p = 1 — po varhato értékkel.

» A vy,...,V, minta segitségével egymintas t-probaval teszteljiik
a Ho : ;o = 0 nullhipotézist. Ha Hy : p1 # uo, akkor a kétoldali,
ha Hi : 1 > po, akkor az egyoldali valtozatot alkalmazzuk.
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Nemparaméteres probak

Nemparaméteres prébak esetén nem feltételezziik, hogy olyan
eloszlascsaladbdl vessziik a hattérvaltozé eloszlasat, amely véges
sok paraméterrel leirhaté.

Leggyakoribb nemparaméteres tesztek

» események val6szinliségére vonatkozé probak,

> eloszlasfiiggvények tesztelése,

» kvantilisekre (altalaban medianra) vonatkozé prébak,
» homogenitasvizsgalatok,

> fiiggetlenségvizsgalatok,

>

véletlenszeriiség tesztelése.

Itt csak a legaltalanosabban hasznalt nemparaméteres probakat
(kétoldali valtozataikat) tekintjiik at.
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'X2 probak

Valésziniiségek tesztelése
Legyen A1, ..., A, teljes eseményrendszer, p; > 0 minden i-re és
pr+...+pr=1

Ho :P(A)=pi, i=1,...,r,

» Veégezziink n fiiggetlen megfigyelést, és jeldlje ; az A;
bekdvetkezéseinek szamat.

2= i (i — npi)?

no;
Py Pi

Ho esetén eloszlasban x2(r — 1)-hez tart (n — o0), igy
> a kritikus értéek 2 = FX}%r_l(l —a).
» Dontés: (nagy mintaelemszam esetén) ha 2 < 2, akkor
elfogadjuk Hp-t.
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Tiszta illeszkedésvizsgalat 2 probaval
Legyen &1, ..., &, minta ismereten F eloszlasfiiggvénnyel.

Ho : F(x) = Fo(x) Vx €R.

> Legyenek —co =xp < x3 < ... < Xp_1 < Xp = OO
osztépontok, valamint A; = {£ € [xj_1,x)}, i=1,...,r.

P(Ai) = P(xi-1 <€ < x;) = F(xi) — F(xi—1).

> Legyen pi = Fo(x;) — Fo(xi—1).
> A fentiek alapjan Hy maga utan vonja az alabbi hipotézist:

Hy - P(A)=pi, i=1,...r,

tehat a feladatot visszavezettiik valésziniiségek tesztelésére x?
prébaval.
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Becsléses illeszkedésvizsgalat 2 prébaval

Ho : F(x) = Fo,,..0.(x) ¥x€R,

ahol 61, ...,0y ismeretlen paraméterek.

Ve.gyijk a paraméterek 61, . @k.becsl.éseit és |egyen Fo = F§1,---,§k'
Eljarasunk ugyanaz lesz, mint a tiszta illeszkedésvizsgalatnal, csak
most a probastatisztika kézelitsleg x?(r — k — 1) eloszlast Ho
mellett.

Megjegyzés

Ha & értékkészlete véges: xi, ..., x,, akkor nincs sziikség
osztépontokra, hanem az A; = {{ = x;} valasztassal a
valésziniiségek tesztelését kdzvetleniil alkalmazhatjuk.
Természetesen becsléses illeszkedésvizsgalat esetén a szabadsagfok
ebben az esetben is cstkken a becsiilt paraméterek szamaval.
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Homogenitasvizsgalat 2 prébaval
Tekintstink két mintat: &1,...,&n, €S N1, ..\ Mny-

Ho:P(( <x)=P(n<x) VxeR.

» Legyenek most is —co =xp < X1 < ... < X1 < Xy = OO
osztépontok és i az [xj—1,x;) intervallumba es6 elss, v; a
masodik mintabeli elemek szdma.

s 1 i Vi 2
2 2 : i i
X = mn

1 ,u,-—&—u,- <n1 n2>

ami kozelitsleg x?(r — 1) eloszlasi Hy esetén.

» Tehat most is \2 = F;;rfl(l — ).

» Déntés: ha x? < \2, akkor elfogadjuk Ho-t.

Megjegyzés
Diszkrét véges értékkészletii valtozok esetén itt sincs sziikség az
osztépontokra: intervallumokba esés helyett x; értéket keresiink.
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Fiiggetlenségvizsgalat 2 prébaval
Legyen & értékkészlete x1,...,x, és -€ y1,...,¥s.

Ho:P(§ =xi,n=y)) =P =x)P(n=y), 1<i<rl1<j<s,

azaz ¢ és ) fliggetlenek. Tekintsiik a (£1,71), - - -, (§n, mn) Mintat.
> Legyen vjj az (x;, yj) gyakorisaga a mintaban (a vj; értékeket
az (n. kontingenciatablazat tartalmazza), vi. =} 7_,; v és

— r e
V= i1V
ViV

2 e Wi - )
AP D
i=1 j=1
ami Ho mellett kozelitsleg x?((r — 1)(s — 1)) eloszlast kdvet.
a2 el
» Tehat y, = FXZ,(r—l)(s—l)(l — ).
» Dontés: ha \? < 2, akkor elfogadjuk Ho-t.
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Kolmogorov-Szmirnov probak

Tiszta illeszkedésvizsgalat
Ho : P(§ < x) = Fo(x) V¥xe€R.
» A prébastatisztika
A = sup [Falx) — Fo()].
xeR

Ho mellett \/nA, aszimptotikusan Kolmogorov-eloszlasu.
> A kritikus érték k, = K~*(1 —a)/\/n.
» Dontés: elfogadjuk Ho-t, ha A, < k..

Megjegyzések
» A, meghatarozasahoz elég 2n kiilonbséget meghatarozni,

mivel Fy monoton ndvd, F, pedig lépcsds fliggvény.

» Egyoldali valtozatban a prébastatisztika abszolutérték nélkiili
és kozelitéleg Szmirnov-eloszlasa.
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Homogenitasvizsgalat Kolmogorov-Szmirnov prébaval

Ho:P(£ <x)=P(n<x) VxeR
Tekintsiik a &1,...,&n, s M1,...,7Mn, mintakat és a hozzajuk
tartoz6 Fp,, és G,, empirikus eloszlasfiiggvényeket.
» A prébastatisztika

Apynp = SZ]IF; |Fry — Gnyl.
X

nino P oz z
Ho mellett | /2Ny, , kdzelitSleg Kolmogorov-eloszlasa.

» Tehat k, = /22 K71(1 - q).

nin2

» Dontés: elfogadjuk Ho-t, ha A, < k.

Az illeszkedésvizsgalat megjegyzései itt is érvényesek.
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Egymintas el&jelproba (binomialis teszt)

Ho : P(§ < x0) = po,
azaz a po-kvantilis éppen xg.
> S, = nFy(xo) a Hy mellett binom(n, py) eloszlasa.

> A kritikus értékek c; és ¢p, amelyekre éppen
a

Pr(Sn<c) =3 (k> p(L— o) <

k=0

N R

Prp(Sh= )= 3 (k) pE(1L — po)k < 2

k=c>

N

» Ha n nagy, CHT miatt —22=P0 _ ~ N(0,1) kdzelitsleg,
npo(1—po)

_ e
c12 = npo F v/npo(l — po) - ! (1 — 5) .

» Dontés: ha ¢c; < S, < ¢, akkor Hp-t elfogadjuk.
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Median-préba

Az elGjelpréba kétmintas valtozata. &1,...,&n, €S M1, .., 7ny
fliggetlen, folytonos eloszlast mintak (ny + np paros).

Ho:P(( <x)=P(n<x) VxeR.

> Vegyiik az egyesitett minta medianjat és jellje M, ,, az elsé
mintabeli mediannal kisebb elemek szamat. Hy mellett

() ()

Plbn =) = e k=0.m
"142r"2
> E(Mnl,nz) = % és D2(Mn17n2) = %

) Mp, ,n *E(Mn N ) . %
» Ha ny és ny nagy, akkor W ~ N(0,1) kozelitéleg.

—E(Mhn; ny)

~ Ac- H Mn ,n -1
» Dontés: Hp-t elfogadjuk, ha ‘ 1D2(M,,1$,,2) <o 1(1-9).
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Wilcoxon-préba

Legyen & folytonos, a medianra szimmetrikus eloszlasi vv.
Ho : P(f < mo) = 5
» Rendezziik sorba |{1 — mol, ..., |&n — mp| mintat és legyen R;
rangszam |£; — mo| sorszama ebben a rendezett mintaban.
> Legyen 7" =3, . Ri. Ho mellett
> kis n esetén T eloszlasanak t(a, n) kvantiliseit tablazat
tartalmazza.

» Nagy n-re %T(f)*) ~ N(0,1) kdzelitéleg,

E(T+) ! Z, L= n n+1) és D2(T+) n(n+12)22n+1).

» Dontés: Ho-t elfogadjuk, ha
> kis n esetén t(a/2,n) < T+ < "2 ¢(a/2,n),

TH—E(TT)

> nagy n—re‘ﬁ < oY1 -a/2).
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Paros Wilcoxon-proba

&, n folytonos eloszlasuak.

HO:P(£<7]):§

Tekintsiik a (£1,7m1), - - -, (§n, Mn) mintat. Legyen v; =& —nj, i
Ho:P(v <0)= =

amit Wilcoxon-prébaval tesztelhetiink, ha v eloszlasa folytonos és a

medianjara szimmetrikus.

Megjegyzések

» A paros t-proba nemparaméteres alternativajaként
alkalmazzak.

» Az elgjelprobanak is hasonléan konstrualhatjuk meg a paros
valtozatat, de ott nem kell feltenni v szimmetriajat.
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Kétmintas Wilcoxon (Mann-Whitney) préba

&1,..,&ny €S M1,. .., My, flggetlen, folytonos eloszlast mintak.

Ho:P(( <x)=P(n<x) VxeR.

» Rendezziik sorba az egyesitett mintat és legyen R; a &; rangja.
» R = 27;1 R;. Ho mellett
> kis elemszam esetén R eloszlasanak r(«, n, m) kvantiliseit
tablazat tartalmazza.

» Nagy elemszamnal & D(R) ~ N(0,1) kozelitéleg, ahol
E(R) — "1("1-;"2+1) és DZ(R) _ nan(ni;n2+1)'
» Dontés: Hy-t elfogadjuk, ha
» kis elemszam esetén
r(a/2,n1,n) < R < ni(n+ n+1) —t(a/2,n1, na),

> nagy elemszamra ‘ RBEER(,;?)‘ < oY1 -a/2).
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Spearman-féle rangkorrelacié

Definicio
Tekintsiik a (£1,m1), - - -, (€n,mn) mintat. Legyen R; a &; és S; az ),
rangszama. A Spearman-tféle rangkorrelacios egyiitthato

> iy (Ri — R)(Si = S)

On = — —.
V(R — R)2\ /X0 (5 - 52
Tulajdonsagok
SaR-"NS=") 67 (Ri=S)?
e e (=
> |pn] < 1. Ha p; =1, akkor & < ¢ implikaja i < n;-t, ha
pi = —1, akkor & < & implikalja ; > 7;-t minden i # j-re.

Fliggetlenségteszt
56 s Hp : € és n fiiggetlenek.

» Ho mellett /n — 1p, ~ N(0, 1) aszimptotikusan.
» Déntés: ha [v/n — 1p,| < ®71(1 — a/2), elfogadjuk Ho-t.
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Futamteszt

Véletlenszeriiség tesztelése

I. Adott egy két jelbdl all6 sorozat. Hy : sorrendjiik véletlenszerd.

XXXYYXYYYy
Az azonos elemekbdl all6 maximalis sorozatok a futamok. Az x-ek
szama n, az y-oké m, a futamok szamat jeldlje W. Legyen

I 1, ha a k-adik elem futam eleje,
71 0 Kkiilénben.

» Ho mellett ; =1 és k > 1-re I, Bernoulli-eloszlasi ,,’L’f',,)
2

—~

paraméterrel, valamint W = "7 /.

> Ho mellett E(W) = 1+ 2 s D2(W) = ZentZomn-m),
W—E(W)

» Ha n és m nagy, akkor W) kozelitéleg N(0,1) eloszlasa.
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[I. Vegyiink egy n hosszi 2 jelbél allt sorozatot. Hy : véletlen

forrasbdl szarmazik (fae), x valészinlisége 1/2. Ebben az esetben
> by ..., 1, ~ B(1/2) fae., amibsl W — 1 ~ binom(n —1,1/2),
> igy E(W) = = ¢s DX(W) = L.

» CHT alapjan nagy n-re %V‘(/)W) kozelitsleg N(0, 1) eloszlasa.

Déntés (I-11): Ho-t elfogadjuk, ha ‘#‘ <o 1(1-9%).

. Hy: x1,...,x, véletlen minta realizaciéja. Legyen m a median és
alkalmazzuk az II-t a sgn(x; — m),...,sgn(x, — m) elgjelsorozatra.

Futamteszt homogenitasvizsgalatra (Wald-Wolfowitz)
&1,...,&n, s M1, ..., 1M, figgetlen, folytonos eloszlasi mintak.

P <x)=P(n<x) VxeR

Rendezziik az egyesitett mintat és ebben a &-1 jelsorozatra
alkalmazzuk I-t.
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Tobbvaltozés médszerek

Ezek a modszerek tobb valtozoé egyiittes vizsgalatara vonatkoznak.

Alapvet§ tipusaik:

» tdbbdimenziés eloszlasokra vonatkozé hipotézisvizsgalatok
(4ltalaban tébbdimenziés normalis eloszlas paramétereire
vonatkoznak, itt nem tériink ki rajuk),

» varianciaanalizisek,
> klasszifikaciés médszerek (diszkriminalé illetve klaszterezs
eljarasok),

» dimenziécsokkentés,
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Egyszempontos varianciaanalizis (ANOVA)

Tekintsiik a & j ~ N(uj,02), i=1,...,r, j=1....n
fliggetlen mintakat.

A varhato értékek felirhatok a kdvetkezd formaban: p; = p + aj,
ahol p a varhato értékek n; értékekkel sulyozott atlaga, a; pedig az
i-edik csoporthatas.

Ho:pn=...= pr,

azaz minden csoporthatas 0.

Legyen n = ny + ...+ n,. Képezziik a kdvetkezs statisztikakat:

£ = > i = Z'r:l—fnzlg’d

n; n
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SST =3 > (&8>
i=1 j=1 N
SSB=> "m(&—€?2  SSW=> (& - &)
B i=1 i=1 j=1
Allitas
SST = S5B + SSW.
Bizonyitas

SST = S5 (6 -8)+ G-

i=1 j=1

SSW+SSB+2) > (&, —&)E& —9)

i=1 j=1
= SSW+5sB+2) (& &) (¢ —&).
i—1 j=1

0
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Visszatérve Hy vizsgalatara:

> a prébastatisztika SSB n_r

T SSWor—1
ami Ho mellett F(r — 1, n — r) eloszlasa.
» Tehat a kritikus érték a-hoz F,, = F ! (1- ).

r—1,n—r

» Dontés: ha F < F,, akkor Hp-t elfogadjuk, kiilonben elvetjiik.
Megjegyzések
» ANOVA a kétmintas t-préba altalanositasa: kdnnyen lathato,
hogy ha r =2 és Ag = 0, akkor F = t2, és F, = t2.
> Itt is feltétel a szérasok egyezése, ami az altalanositott

F-préobaval tesztelhet. Ha a szérasok nem egyenléek, akkor
ANOVA helyett a tébbmintas Welch-probat alkalmazzak.

» Az ANOVA-t diszkrét és normalis eloszlasa valtozé
fliggetlenségének tesztelésére is hasznaljak.

» Van tébbszempontos varianciaanalizis is.
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Linearis regresszié

Tekintsiik a (&, 7n) véletlen vektort. Keressiik 7-t legjobban kozelits
linearis fiiggvényt, azaz a-t és b-t, amelyre E((1 — (a& + b))?)
négyzetes eltérés minimalis.
> E((n — a¢ — b)?) = E((n — a€)?) — 2b- E(n — a&) + b°
minimalis, ha b = E(n — af) = E(n) — aE(¢).
> E((n—a¢ —E(n)+aE(¢))?) = D?(n) +a°D?(¢) —2a- Cov(1, ),
aminek maximumhelye a = il L/ r(f,'r])M

D2() D(¢&)’
Cov(&,n)

» amibsl b = E(n) + D2(¢) E(§).

Definicié

A fenti paraméterekkel felirt y = ax + b egyenes a regresszios
egyenes, a, b paraméterek a linearis regresszids egyiitthatok.
Megjegyzés

Ha &, n fuggetlenek, akkor a = r(¢, n)(—g 0.
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Regresszids egyenes paramétereinek ML becslése

Tekintstik a (£1,m1), - - -, (§n, Mn) mintat és az (x1,y1), .- (Xn, Yn)
realizaciét. Tegyiik fel, hogy 7 = a& + b + ¢, ahol € ~ N(0, 02).
Célunk a és b paraméterek becslése.

Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy x; értékek nem véletlen
minta realizaciéi, hanem rogzitett értékek, igy az n; = ax; + b+ ¢;
modellt kapjuk, ahol €1,...,e, ~ N(0,0?) fiiggetlenek. Tehat
n,...,nn fiiggetlenek, n; ~ N(ax; + b, 02). Jelélje n;
striségfiiggvényét f;

- 1 —Ll i—ax;—b)>?
L(a, b) = H f;(yl) — - e 252 Z,:l(yl i .
i=1 (\/EU)

L(a, b) akkor maximalis, ha Q(a, b) = >_"_,(y; — ax; — b)?
minimalis (legkisebb négyzetek médszere).
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Megjegyzés

Q(a, b) az (x1,y1),---,(xn, yn) pontok egyiittes négyzetes
tavolsaga az y = ax + b egyenestdl.

Q(a, b) = >°7_(vi — ax; — b)? mindkét véltozé szerint derivalhats,
a derivaltak zérushelyei Q(a, b) lehetséges szélséértékhelyei.

a n
8(3 = —2§x,~(y;—ax,'—b)
= zn:x,-y,-—azn:x,?—bzn:x,- =0
i=1 i=1 i=1
a n
3*(13 _ —2§(y;—ax,-—b)

= zn:y,-—azn:x,-—nb =0
i=1 i=1
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A lehetséges szélsGértékhelyek teljesitik a kovetkezd egyenl6séget

209 5,00
Oa ,l'ab_

=

n n n n n 2
A 2 _
ng x,-y,-—E x,-g yi—a nE x5 — g X; =0.
i=1 =1 i=1 i=1 i=1

0

Ebbsl

5 n 27:1 Xi¥i — 27:1 Xi 27:1 Yi
2
n 27:1 Xi2 - (27:1 X;)
n2C,,(E.'r/) Dn(n

= n2vn(é) = rn(fJ)) Dn(f)

~—
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a-t beirva @ Zy, aZx, — nb = 0 egyenletbe kapjuk
i=1

B 27:1 Yi 527:1 Xi.

n n

Belathato, hogy (3, B) valéban @ minimumhelye.

Definicié

Az 3, b értékeket becsiilt linearis regresszios egyiitthatéknak, az
y =ax+ b egyenest becslilt linearis regressziés egyenesnek
nevezziik.

Megjegyzés
A becsiilt linearis regresszids egyenest n,.1 érték becslésére
hasznaljuk, ha x,+1 adott csak.
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Varianciaanalizis linearis modellben

Tekintsiik a 7 = ax + b +¢e, &~ N(0,0?) regressziés modellt és
az M1,...,Mp Mintat.
HO a=0.

Vegyiik a regressziés egyenes paramétereinek 3, b ML becsléseit és

legyen 7j; = ax; + b. Képezziik a kdvetkez8 négyzetdsszegeket:
n

SST =) (mi—m)*, SSR=2 (ii—m), SSE=) (m—i)"
i=1 i=1

i=1

> a prébastatisztika F— _9
sse(" 2
ami Hy mellett F(1,n — 2) eloszlasa.
» Tehat a kritikus érték a-hoz F, = Fi,}_2(1 — ).

» Dontés: ha F < F,, akkor Hp-t elfogadjuk, kiilonben elvetjiik.
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Allitas
SST = SSR + SSE.
Bizonyitas

SST =3 ((mi—fi)+(7i—7))? = SSR+SSE+2 > (mi — ;) (A — 7).
=1 i=1

Allitas
SSR = SST - ri(x, ).

Bizonyitas
o — 3 — B — S (X Vo)
2 a2 . )
;(m —axi—b)" =3 ;(x, —X) = ry(x,n) V,,(x)nV"(X)'
Kovetkezmény

SSR _ ra(x,n)
J— — 2 2 = 8 :
SSE=SST(1—ry(x.m)) és or =17 r2(x,n)’
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Tobbvaltozés regresszié
A modell n = a;x; +...+ax +b+e, &~ N(O,d?).

H():al:...:ar:O.
> Vessziik ai, ..., ar, b legkisebb négyzetes becsléseit,
N = aixi1+ ...+ arx;, + b; és képezzitk SST, SSR és SSE
négyzetosszegeket.
SSR n—r—1

» A prébastatisztika most F =

595 , ami Hy mellett

F(r,n—r —1) eloszlasa.

Megjegyzések

> Az x;-k a teljes variancia r2(x,n)-részét magyarazzak.

» Az altalanos regressziés modell n = (&) + €, ahol f néhany
paraméterrel jellemzett fiiggvény. Altalaban a nemlinearis
regressziét a linearisra vezetik vissza.
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Fékomponensanalizis

Legyen X egy d-dimenziés véletlen vektor m varhaté érték vektorral
és pozitiv definit C kovarianciamatrixszal. Cél a valtozék szamanak
csOkkentése minél kevesebb informéacié vesztésével.

C szimmetrikus, spektralfelbontasa
C=VAVT,
» ahol A = diag(A1,...,A\¢g) aCmatrix \y > ... > Xy >0
sajatértékeinek diagonalis matrixa,

» V oszlopvektorai pedig a hozza tartozé ortonormalt
sajatvektorrendszer a megfelel§ sorrendben.

Definicié
AY =V~ 1{X—-m)=VT (X~ m) az X fékomponensvektora, Y
k-adik komponense (Yy) a k-adik f6komponens.
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Allitas
Y kovarianciamatrixa A.
Bizonyitas
E(Y) = E(VT(X —m)) = VT (E(X) —m) =0,
E(YYT) = E(VI(X-m)(X-m)"V)
VIE(X—m)(X-—m)")V=V'CV=A

Tétel
X1,...,Xq ortonormalt vektorrendszer. Ekkor

k k
doxlCxi <> N, k=1,....d.
i=1 i=1

Hax; =v;,i =1,...,d, akkor egyenléség teljesiil.

Kovetkezmény

Y szérasa maximalis az z" (X — m) alaki vv-k kéz6tt, amelyre
l[x|]| =1 és 2T (X — m) korrelalatlan Y;-vel minden i < k-ra.
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Tétel
A k(< d)-dimenziés P projekcick koziil E(||X — PX||) kifejezést a
V1,...,Vy altal feszitett altérre vetité projekcié minimalizélja.

(Tehat X négyzetes kdzépben vett legjobb k-dimenziés becslésének
els6 k koordinataja a sajatvektorok bazisaban az els6 k
fékomponens, a tobbi pedig 0.)

k megvalasztasa
)\1 4+ ...+ )\k
)\1 4+ ...+ Ad

hanyados azt mutatja, hogy az elsé k fé6komponens a teljes
variancia hanyadrészét magyarazza.

Megjegyzés
A gyakorlatban egy minta empirikus kovarianciamatrixabdl

indulunk, ennek sajatértékei és sajatvektorai lesznek A; és v;
(i=1,...,d) becslései.
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Faktoranalizis

Definicié
Legyen X egy d-dimenziés véletlen vektor m varhaté érték vektorral
és C kovarianciamatrixszal. A k-faktor modell a kbvetkezé:

X =AY + W + m,

» ahol A atviteli matrix vagy faktorsalymatrix d x k-as,

» az Y kézbs faktor k-dimenziés véletlen vektor, amelyre
E(Y) =0 és E(YYT) = Iy, valamint

» W egyedi faktor egy d-dimenziés véletlen vektor, amelyre
E(W) =0, E(WW?7) =D diagonalis matrix, valamint
E(YWT) =0.

A modell paraméterei A és D, feltevése, hogy a faktorkomponensek
korrelalatlanok, tovabba a kézos faktorok szérasnégyzete 1.
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Allitas
C = AA" 4 D. (Ezt nevezziik a modell matrixalakjanak.)
Bizonyl'tés

ZJ 1 a,,J i+ Wi+ m; (1 <i<d)szérasnégyzete

Gi = ij 1 ,J + d; ;, mivel a faktorkomponensek korrelalatlanok.

(ij 1 ,J az X; valtozé kommunalitasa, d;; az egyedi variancia.)

Tétel

Adott k < d esetén a k-faktor modellnek pontosan akkor van
megoldasa, ha van olyan d x d-s D nemnegativ elemii diagonalis
maétrix, hogy C — D egy legfeljebb k-adrangd, pozitiv szemidefinit.

Bizonyitas
Ha van megoldas, akkor C — D = AAT rangja legfeljebb k, mivel A

egy d X k-as matrix. Forditva, ha C — D szimmetrikus, rangja
r(< k), akkor felirhaté AAT alakban, ahol A d x r-es.
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Megjegyzések
» Ha C — D-nek van AAT alaki felbontasa, akkor mivel ez nem
egyértelmii: ha U egy ortogonalis matrix, akkor B = AU -ra
AAT = BB, sokszor tovabbi feltételeket is tesznek A-ra.

> Kozelité megoldasokat szoktak adni (ML; legkisebb négyzetek
mddszere; f6komponensanalizis médositott valtozata;. . .).

A faktorstlyok értelmezése és a faktorok rotacidja
Cov(X;. Y)) = B((Xi — mi)Yj) = B((31, a1 Y + W) Y)) = ai
a faktorsilyok korrelalatlansaga miatt.
> X; az Y} faktorral akkor all szoros kapcsolatban, ha |a; ;| nagy.
» A faktorok értelmezése szempontjabdl az a j6, ha minden i-re
kevés (esetleg egy) |a; j| nagy, a tobbi kicsi.
> A rotaci6 célja olyan U p x p-s ortogonalis matrix keresése,
amelyre az
X=X=AY"+W-+m
modell, ahol A* = AU és Y* = UTY, teljesiti a fentieket.
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Diszkriminanciaanalizis

Legyen X valtozé N(mj, C) vagy N(my, C) eloszlasa. Ezt az
osztalybatartozast szeretnénk elddnteni a tér egy X3 U A»
particionalasaval. Legyen p; az i-edik osztalyba esés valésziniisége,
f; az i-edik osztalyhoz tartozé stirtiségfiiggvény. (Altalaban m;-t és
C-t a mintabdl becsiiljiik.) Két megkozelitést tekintiink.

A | mhlaxs [ phex
Xy

R
veszteségfiiggvényt minimalizald particionalast keresiink.
Belathato, hogy a veszteségfiiggvény akkor minimalis, ha ijC_lx
maximalis (j = 1,2). Ez alapjan

L(x) = (m; —my)TCix+ ¢

alakd Fisher-féle diszkriminancia-fiiggvényt hasznaljuk: x pontosan
akkor tartozik az elsé osztalyba, ha L(x) > 0.
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Il. Legyen A = (m; —m5y)(m; — my) 7. Tekintsiik a
Rayleigh-hanyadost:

-
v'Av
R(v) = ¥
(v) v Cv
Heurisztika: R maximumhelyének iranyaban jol tudunk szeparalni.
Legyenek C~1A sajatértékei A\; > ... > \g és vy, ...,vq hozzajuk

tartozé sajatvektorok a kanonikus féiranyok.

» Belathato, hogy R maximumhelye v;.
> Egy L(x)=vy x+b
alaka diszkriminanciafiiggvény segitségével dontiink: x akkor
esik az els6 osztalyba, ha L(x) > 0.
Megjegyzések

» A két diszkriminanciafliggvény pozitiv konstans faktorban tér
el, ugyanazt az osztalyozast eredményezik.

> A szeparalas josagat a Wilks-féle A = (1 + \;) ™! statisztikaval
jellemezziik. Ha az osztalyok jol szeparalhaték, akkor A kicsi.
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Logisztikus regresszid

Legyen n ismeretlen p paraméterii Bernoulli-valtozé és x egy
d-dimenziés vektor. Tegyiik fel, hogy p = p(x), ezt a fiiggést a
kdvetkezé logisztikus regresszidos modell (logitmodell) irja le:

In —a'x+b.

1-p
» Tekintsiik egy n elemid mintat. Meghatarozzuk é,B ML
becsléseket (kihasznalva, hogy az x; vektorhoz tartozé n;
mintaelem Gsszege binomialis eloszlasa n; és p(x;)
paraméterekkel). Ebbél kapjuk p becslését:
1

P L eatxb

» 1 értékei szerinti osztalybatartozas el6rejelzése ennek
segitségével ngy torténik, hogy rogzitiink egy 0 < pg < 1
értéket, és 7 =1, ha p > po.
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Klaszteranalizis

Kiilonb6z6 eloszlasbdl vett mintak esetén nem tudjuk, melyik
mintaelem melyik osztalyba (klaszterbe) tartozik, esetleg az
osztalyok szama is ismeretlen. Célunk az osztalyok meghatarozasa.

Tekintsiik az x1, ..., x, realizaciét. Tegyiik fel, hogy van k klaszter:
Ci,...,Ck. Legyen x¢ = éijec x; a C klaszterkozéppontja.

Legyen SST = o7, [|xi —X|[%, SSW = Y01 ¥, e, % — %, |12,
SSB =25 . [Ci| - |[R¢, — %||%. Most is SST = SSW + SSB.

A klasztereket gy szeretnénk meghatarozni, hogy a

SSW  SSwW
SSB ~ SST — SSW

kifejezést minimalizaljak, ami egyenértéki SSW minimalizalasaval.
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SSW minimumanak meghatarozasa mar két klaszter esetén is
2"~1 _ 1 eset vizsgalatat jelenti az n elem( mintan, ezért
heurisztikakat alkalmaznak.

A klaszterez6 eljarasoknak alapvet6 fajtaja van aszerint, hogy a
klaszterek szama ismert-e.

k-kdzép modszer

Vesziink k kezdeti klaszterkdzéppontot, a mintaelemeket egyesével
ahhoz a klaszterhez soroljuk, amihez hozzavéve SSW legkevésbé né
meg (amelyik kozéppontjahoz kdzelebb van), majd a kdzéppontokat
ajraszamitjuk. Filigg a kezdeti kdzéppontoktdl és a sorrendtdl.

Hierarchikus médszerek

Vannak a klaszterszamot csokkents (agglomerativ vagy dsszevond)
és novels (diviziv vagy feloszté) modszerek. Pl. elébbi esetében
kezdetben minden pont kiilon klaszterbe tartozik, minden lépésben
a két legkdzelebbi klasztert vonjuk dssze, mig egy klaszter nem lesz.
Fiigg a klaszterek tavolsaganak definiciojatol.
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Klaszterek tavolsaga (d(C;,C;))

> Legkdzelebbi szomszéd (nearest neighbor vagy single linkage):
min _||x —vy||.
ein [Ix = yl|

> Legtavolabbi szomszéd (furthest neighbor vagy complete

linkage): max l[x —yl|.
xeCj,yel;

> Atlagos tavolsag (between-groups linkage vagy average
linkage):
ge) ST =il i),
xeCj,yeC;
> Klaszterkdzppontok tavolsaga (centroid): |[xc; — X¢;||-

» Uni6 pontjainak atlagos tavolsadga (within-groups linkage):

(|c|+1|c|) S lx—yll

2 x,yEC,-UCJ-
» Ward: 5 el e
D e P30 D e = 1 e =g |
x€C;UC; ¢=1 x€C, ! J
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