
SVD és főtengely-transzformáció

Emlékeztető. Ha A ∈ IRN×N invertálható mátrix, akkor

A = FΛET, ahol

F =
[
f1, . . . , fN

]
∈ Ort(N, IR),

Λ = diag
(
λ1, . . . , λN

)
, λ1 ≥ · · · ≥ λN ≥ 0,

E =
[
e1, . . . , eN

]
∈ Ort(N, IR).

Konstrukció:
e1 : ∥e1∥2 = ⟨e1|e2⟩ = 1, ∥Ae1∥ MAX,

λ1 := ∥Ae1∥, f1 = Ae1/λ1.

Ha (e1, λ1, f1), . . . , (ek, λk, fk) adott,

ek+1 : ek+1 ⊥ e1, . . . , ek, ∥ek+1∥ = 1, ∥Aek+1∥ MAX,

λk+1 := ∥Aek+1∥, fk+1 = Aek+1/λk+1.

Mindegyik lépésnél
Aek+1 ⊥ Af valahányszor f ⊥ e1, . . . ek.

Lemma. Ha A = AT és ⟨Ax|x⟩ > 0 (0 ̸= x ∈ IRN ), akkor λk > 0 és Aek = λkek.

Bizonýıtás. Elég csak k = 1 esete. Ekkor

Ae1 = λe1 + f ∃ f ⊥ e1, λ ∈ IR.

Itt λ > 0, mivel feltevés szerint

0 < ⟨Ae1|e1⟩ = ⟨λe1 + f |e1⟩ = λ⟨e1|e1⟩ = λ.

Tudjuk: Ae1 ⊥ Af , azaz

0 = ⟨Ae1|Af⟩ = ⟨λe1 + f |Af⟩ = ⟨AT(λe1 + f)|f⟩ = ⟨A(λe1 + f)|f⟩ = λ⟨Ae1 +Af |f⟩ =
= ⟨λ2e1 + λf +Af |f⟩ = λ∥f∥2 + ⟨Af |f⟩.

Mivel λ > 0 és ⟨Af |f⟩ ≥ 0, ez csak úgy lehet, ha ∥f∥2 = 0, azaz ha f = 0 és ı́gy Ae1 = λe1.

Következmény. Ha B = BT ∈ IRN×N , akkor

B = E diag(µ1, . . . , µN )ET ∃E ∈ Ort(N, IR), µ1 ≥ · · · ≥ µn ∈ IR.

Bizonýıtás. Legyen

µ := ∥B∥ = max
∥x∥=1

∥Bx∥, A := B +MI.

Mivel mindig |⟨Bx|x⟩| ≤ ∥B∥ · ∥x∥ ≤ µ⟨x|x⟩ = µ∥x∥2, az
A := B + (µ+ 1)I

mátrixra alkalmazhatjuk a Lemmát. Valóban: A = AT és ⟨Ax|x⟩ = ⟨Bx|x⟩+(µ+1)∥x∥2 ≥
−µ∥x∥2 + (µ+ 1)∥x∥2 > 0 ha x ̸= 0. Innen

B = A− µI = EΛET − µI = E (Λ− µI)ET = E diag(λ1 − µ, . . . , λN − µ)ET.
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