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(ERG)

ERGODIKUS-TETELEK ES
STACIONARIUS FOLYAMATOK

Az egész fejezetben (Q, .Z, i) valdsziniiségi mértéktér,
T:Q — Q A-mérhetd transzformdcio, azaz T-1(A) e A (A€ A).

Definicié. T' ergodikus (a p mérék szerint), ha minden A € A halmazra
~ 1
Y, weQ N#{k €{0,....N-1}: Trw ¢ A} —u(A) (N — o).

Az A € A halmaz T-invaridns (u szerint), ha p(AA(T71H(A)) =0.

Propozicié. 1) T pontosan akkor ergodikus, ha minden f € L*(u) figg-
vényre

. 1 Nz
V,we Nkzzof(Tkw)_)/fdlu (N — 00).

—

2) Ha T ergodikus és (T ~1G) = 0 valahdnyszor p(G) = 0, akkor minden
T-invarids A halmazra u(A) € {0,1}.

Bizonyitds. 1) Eszrevétel: az A halmaz 14(w) := [l ha w € A, 0
egyébként] indikatorfiiggvényével

N-1
#{ke[0,N-1]: Thrwe A} = ) 14(Thw).
k=0

Vagyis T pontosan akkor ergodikus, ha (ERG) éll minden f := 14 alakd
fiiggvényre. Igy elég latni: T ergodikus = (ERG), ha f € L>=(u).

Tegyiik fel, hogy T ergodikus. Véges linearis kombinaciokat véve adddik,
hogy (ERG) all minden f := Zi\n/‘rzl amla, alaka lépcsds fliggvényre.
Legyen f € L (u) tetsz6legesen adott. Hozz4 taldlhaté olyan o1, @, . ..
lépcséstiiggvény-sorozat, hogy || f —vnlleo =sup |f —en| — 0 (n — o0).
Legyen Xg :={¢1,¢2,...}. Tudjuk: y-majdnem minden w € O mellett
az Osszes qbg\‘})) X022 + iV:_Ol o(T*w) (N = 1,2,...) funkcional-
sorozat konvergdl a ¢ : Xo 3 ¢ — [ ¢ du funkciondlhoz. Tekintsiink egy
tetszoleges ilyen w helyet. Az L*>-szerinti tavolsdggal ellatott Xy, X :=

XoUA{f}, Y :=IR metrikus terekre a ¢§w) g‘)), ... ill. ¢ kontraktiv
funkciondlokra alkalmazhatjuk a kondenzdacis elvet (1d. Fiiggelék). Esze-

rint gbg\f)( f) — o(f) (N — o0) a folytonos kiterjesztésekkel. Csakhogy

trividlisan ¢ (f) = &+ Sohy f(TFw) il G(f) = [ f dp.
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2) Tegyiik fel, hogy T ergodikus és u(T-'G) = 0 valahdnyszor
u(G) = 0. Legyen A egy T-invaridns halmaz, amelyre p(A) > 0.
Eszrevétel: T 1A is T-invaridns, hiszen (T71A) A [T-Y(T-1A)] =
T HAN(T1A)] = T~ [g-nullhalmaz]= [p-nullhalmaz]. Innen n-szerinti
indukciéval kovetkezik, hogy az A, T 1A, T72A,...,T~"A halmazok
mind T-invaridnsak, és egymastol csak p-nullhalmazokban kiilonboznek.
Ezért az A, := (e T—*A halmaz is csak egy p-nullhalmazban kiilon-
bozik A-tél: A, = A\ G, ahol u(G) = 0. Specidlisan pu(A,) = p(A) > 0.
Tetsz6leges w € A, elemre w,Tw,T?w,... € A,. Vagyis %#{k €
[0,N—1]: TFw € A} = N/N =1 (w € A,). Feltevés szerint T ergodikus,
és fgy limy oo 7 #{k € [0,N — 1] : T*w € A} = p(A) p-majdnem min-
den w-ra. Mivel ez a limesz = 1 a pozitiv py-mértéki A, halmazon, csak
p(A) =1 lehet. O

Példa. Forgatds 2m-[irraciondlis] szoggel.

Q: =T (={CeC: |¢(|=1} akomplex egysgkr),

p :=[1-dimeziés Lebesgue-hossz T -n]/(27), o € IR\ Q irrac. szam.
T := [11‘ 3¢+ 62”0"{] p-invaridns halmazai 0-1 mérékiek.

Bizonyitas. Legyen A egy T-invaridns halmaz, és u(A) > 0.

Tudjuk: van olyan a € A pont (in. Lebesgue-pontja A-nak), amelyre
A = pu(l, N A)/u(l,) — 1, ahol I, := {ae : —7/n < t < w/n}
(egy 27 /n hosszu kriv a kézépponttal). Tudjuk: az a pont T-eltoltjainak
{T*a : k = 0,1,...} halmaza stird T -ben. Ezért minden n > 1 mellett

L(Lnfl) T-eltoltjai az I, ivnek, amelyek paronként

vannak olyan L(Ll), cee
diszjunktak. Eszrevétel: az A (k=1,...,n) halmazok egybevigdk
I, N A-val. Vagyis ,u(L(ll) NA)=---= ,u(L(ln_l) NA)=pu(l,NA)=\,/n,

hiszen p(1,) = 1/n. Ezért

n—1
—1
p(A) 23 p(IP na) = "=, — 1 (n— 0).0
n
k=1

Tétel. (Neumann-féle ergod-tétel L2-ben). Legyen H Hilbert-tér a (.|.)
skaldr-szorzattal, U : H — H pedig unitér linedris transzformacio. Ekkor

N

1 k
N—HI;)UJC—)(I—P)JC (f € H, N — o0),
ahol P az L :=tan(l —U) = [{g —Ug: g€ H} lezdrtja] altérre valo
ortogondlis projekcio.
Bizonyitas. Az f = g — Ug esetben ﬁszzo UFf = ﬁ(g —
UN+lg) — 0 teleszkopikus 6sszeg miatt. Mivel az Ey = ﬁ Z,ICV:O U*
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operatorok kontrakcidk (< 1 norméjiak), a kondenzdcids elv* szerint
E.f -0 (N — oo) minden f € [{g—Ug: g € H} lezértja]| = L
vektorra is. Beldtandé még: Exh — h minden h € L+ = {g € H :
(g|L) = 0} vektorra. Csakhogy h € L esetén (h|g—Ug) =0 (g € H).
Az adjungltra térve, ((I —U*)h|g) =0 (g € H). Ez csak tgy lehet, ha
(I —=U*)h =0, azaz ha h=U"*h és igy Uh = UU"h = h, mivel feltevés
szerint U unitér (UU* = U*U = I). O

Definicié. A T:Q — Q transzformécié p-tarto, ha
W(T™1A) = p(4) (e A).

Megjegyzés. Ha T Q0 p-tarto, akkor az U : f — f oT leképezés
unitér a H := L?(Q, u) Hilbert-téren.

Példa. Pék-transzformacio.
Q) :=[0,1]?, p:= [sfkbeli Lebesgue-mérték],

T =T50T;, ahol

Ty (z,y) := (22,y/2) (szétlapités),
To(z,y) = | (DY BaTsL, (kettévagds + felérakds).
(x—1,y+(1/2)) hax > 1

Eélda. Torusz-automorfizmusok.
Q:=T?2=T xT, p:=[2-dim. felszin]/(47?).

27x1t L 2Tx2t) . @111 +a12T ag1x1+aoox
T(e 1,6 2)._ e1171 12 2,6 2171 22 2)’

ahol aps € Z (k,0=1,2), és det(a) = aj1ae — ajoaie; = 1.

Tétel. (ERGODIKUS TETEL). Ha T p-tarté és f € L'(u), akkor
létezik f* € L' (), amelyre [ f* dp= [ f du, és

N —

[ay

Vewed o 3 f(TR) - @) = F(TW) (N - ).

k=0

Kovetkezmény. Ha T p-tarto, akkor a kévetkezd dllitasok ekvivalensek:

1) T ergodikus; 2) (ERG) dll minden f € L'(p) fiiggvényre;
3) minden T-invaridns halmaz p-mértéke 0 vagy 1.

Bizonyitas. 2) = 1) = 3) azonnal adddik a Propoziciébdl.

* Ha X,Y Banach-terek, S stirti altere X-nek, és az L1, Lo,... : X — Y lineéris kon-
trakcidk konvergalnak pontonként S-en, akkor van olyan (egyetlen) linedris L : X — Y
kontrakcié, amelyre L,xr — Lx Vz € X.



3) = 2). Tegyiik fel, 3) teljesiil. Legyen f € L'(u) tetszblegesen adott,
f* pedig az ergod-tételbeli atlagolt fiiggvény. Mivel f*(w) = f*(Tw) u-
majdnem mindeniitt, az Ay := (f* <X) (A€IR) halmazok T-invaridnsak.
Tekintsiik a \* := [ f*du = [ f dp értéket. Ekkor vagy p(Ax-) =1 vagy
((Ax) = 0. A p(Ax<) = 1 esetben Ay. = Q) \ [,u—nullhalmaz], azaz
F*(w) < [ f*du V,we Q. Csakhogy ekkor [ f*(w ) < J f* dp, ami
lehetetlen. Tehdt p(Ax+) = 0, és f*(w) > ff*du V w€E Q Hasonldan,
f helyett —f-fel, —f*(w) > — [ f*du VMwEQ Azaz f*(w) = [ f*dp =
[ f du p-majdnem mindeniitt. O

Példa. A 27-irracionélis szogii forgatds ergodikus 3) alapjan.

Az ergodikus tétel bizonyitasa

(Q, A, ) rogzitett mértéktér, f e Ll (u), p(Q) =1.
Legyen T:Q — Q p-tartd, azaz pu(T'A) = pu(A) (A€ A)

Bizonyitandé: Létezik olyan f* € L'(u), amelyre
1 n—1
LS f) — e,
k=0
[fan=[£du.  p=for wmm.

1) Lemma. (Ismert.) Minden g€ L'(u) és A€ A esetén

/Ag duz/ _9(T) dp .
A T-1A

2) Definicié. A tovabbiakban az a := (ao,...,ay) € RVN*! sorozatokra
Kc(bp) = {k dd<p ak—|—~-~—|—ak+d20} .

Lemma. Fennall ZkeK@ ar > 0.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy k € KC(Lp). Tekintsiik a
d*(k) ==min{d < p:ar+- -+ axtq > 0}
indexet. Eszrevétel:

d<d*(k),= ap+-+apra <0,
Qprarr + o Fappar >0 (b k+1,...k+d*(k) € KP).
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Innen kovetkezik, hogy valamely 0 < k1 < 01 < ko - < kp, < Ly
(¢; = d*(k;)) indexekkel

K®) = [ky, 4] U [kg, la] U - U [k, bm]

Z akZO.

kelks L;)

3) Lemma. Legyen p € IN. Ekkor

fdu>0, ahol E®:={w:3d<p Zzzof(T"“w) >0} .
E ()

Bizonyitas. Az 1. Lemma szerint minden N € IN mellett
N+1) [ fdu= Z/ () dplw) =
B

E(P)
/ ZlT kE(p) T CL)) d/J/(UJ)
Q

k=0

Itt T-*EW ={w: 3d<p f(T'w)+ -+ f(T* W) >0}. Ezért
N > p esetén

N
Z Lo () f (TFw) =
k=0

=Dk k<N, Jd<p J(Th) =
f(TFw) 4+ f(TFHw) > 0

= Z f(Tkw) +
ke K(p)
[F@)es f (TN )]

+ Z [ Tk : N—p<k< N} vmely tagjaira] =

= sVP(w)+ NP (W),

ahol sVP(w) := D e x® f(T*w) >0 p-majdnem mindeniitt
(£ (@) (TN )]
a 2. Lemma szerint. A maradéktagra

[P )| < [FTVPHw) [+ 4 (T
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mindeniitt Q-n. Az 1. Lemma szerint [1f(T*w)| du(w) = [|f] du
(k=0,1,...). Innen

1 1
dp = —— [ VP dy— ——— [ WP du >
E(p)f H N—l-l/s H N+1/ =

1

> sV gy — 2

= N+1 dp N+1/|f| =
>o

4) Propozicié. (Maximél-ergod tétel). Legyen A € R. FEkkor

n—1
fdu>Mu(Ey), ahol Ey:= {w: In %Zf(T’“w) > )\} .

Ey
1 n—1
Specidlisan (késébb csak erre lesz sziikség), ha limsup — Z f( Tk > A

p-magjdnem mindendtt, akkor [ f du > .

Bizonyitds. Vehet6 A =0 (f helyett f — A - 15 tekintendd).

A 3)-beli jeldlésekkel Ey =Jo2g E®, ¢ EO c EW c E® C ...
A 3. Lemma szerint [, f du =lim, oo [ [ du > 0.

Ha lim SUPn—ox LS~ f(T5w)) > 0, akkor w € Ey. Ha tehat

limsup,,_, o + 3272 f(T*) > 0 p-majdnem mindeniitt, akkor
[ Fdp=J, fdu>o0. 0

5) Az ergod-tétel bizonyitidsianak befejezése
Tekintsiik a

n—1
1
=i (T*) , . := liminf = Tk
imsup — E f( g im in n§ f(T7)

n—oe T k=0
fliggvényeket. Eszrevétel:
9 =9g"(T), g.=9.(T).
Bizonyitas: mivel egy 0-hoz tar6 sorozat hozzddasa ill. egy 1-hez tarté

sorozattal vald szorzds nem valtoztatja meg a konvergens részsorozatok
hatarértékeit,

n—1
1
g (Tw) = hmsup g f(TH W) = hmsup E f(T*w)
— 1 n o[ - k L } _
_1171isolipn : [n kE:1f(T w) + nf(w)

= lim sup
n—oo N

2 f(Thw) = g* ().
k=0



A g.(Tw) = g«(w) relacidk bizonyitasa liminf vételével adddik.
Végiil belatjuk: ¢* = g, p-majdnem mindeniitt.
Bizonyitas. Legyen

ﬁa,g::{w: g (w)>p>a>g.(w)} (o< B, a,feqQ).

~

Elegendé belatni: p(q,5) =0 mindig.

Mivel g, = g.(T), g* = g"(T), Qup=T""Qas.

Az (Q, p) valészintiségi mértéktér helyett (Qa, 5, 1/ 11(Qa p))-ra és fls, -
ra alkalmazva a Maximél-ergod tételt,

L ranz0u@us), [ 1) iz (-au@ap).
Qo Qa,p

Ez azt jelenti, hogy

ﬂﬂ(ﬁa,ﬁ) < /ﬁ Jdp < O‘M(ﬁa,ﬁ) .
a,B

Tehat
a<B = w@up) = [ Fdu=0.
Qa,p
fgy
I fr=f(T) és %22;3 f(T*) — f* p-majdnem mindeniitt.
Beldtand6é még: f* € L'(n) és [ f du = [ f* du. Ezt biztositja az
alabbi.
n—1
o s . 1 k *
6) Propozicié. Tegyiik fel, hogy V,w — Zf(T w) — ff(w).
n
k=0
Ekkor f* € LY(u), és
1 n—1
=D HTH - f

n
k=0

—0 (n — o0) .

LY ()

Bizonyitas. Ez a kondenzacios elv kovetkezménye. Tudjuk: a korlatos
fiiggvények siirtin helyezkednek el L!(u)-ben. Legyen X =Y := L'(p),
S = L), Ly : g — N7t Ziv:_olg o T*. Lattuk: ha g € L>®(u) és
—M < g < M, akkor az L1g, L2g, ... p-majdnem minden w € O pontban
konvergél, mikézben —M < L,g < M (n = 1,2,...). Ez automatiku-
san maga utan vonja (L1g, Lag, . ..) L'(p)-beli konvergenciajat. Valéban,

7



2M > |Lyg(w) — g*(w)| — 0 V, € Q, igy a Lebesgue-féle konvergencia-
tétel szerint ||L,g — ¢*|| = [|Lng — g*|dp — 0. A kondenzécids elv
szerint tehdt van olyan L : L'(u) — L'(u) linedris kontrakcié, hogy
L,h — Lh ¥ h € L'(u). Specidlisan L, f — Lf € L'(u). Mésrészt
Lofw) = f*(w) Yw € Q. A Riesz—Weyl-lemma* szerint barmely L-
ben konvergens fliggvénysorozatnak van pontonként majdnem mindeniitt
konvergens részsorozata. Ezért L,, (w) — Lf(w) = f*(w) V,w € Q
valamely nq1,no, ... indexsorozattal. O

* Ha hi,hg,...€ L*(p) és > [|he — hisallpi(u) < 0o, akkor p-majdnem minden w
helyen Sy [hi(w) — hiss (@)] < 00 65 n(@) — by (@) + Syl () — hi ()]
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(REP)

Z -stacionarius folyamatok ergodicitasa

Definicié. Legyen © kommutativ félcsoport.
A &= [¢(t): t € O] folyamat ©-staciondrius, ha*

(§(t1)7 e 7§(tn)) 2 (S(tl + h)? e 7€(tn + h)) v tla o 7tn7h € 0.

Példa. 1) [f(t) it e @] O-stacionarius, ha azonos eloszldsu fiiggetlen
valészintiségi valtozokbdl all.
2) A Wiener-folyamat nem IR -staciondrius.
Azonban [w(t+ h) —w(t) : ¢t > 0] IR -staciondrius (h > 0 rdgz.).

Definicié. A tovdbbiakban © = Z és X =IR. A [{(t) : t € X
(ahol £(¢) : 2 — IR) folyamat eloszldsi mértéke az a P¢ mérték, amelyre
aR% := {Z — IR fiiggvények} tér

..... inha = {f ERE : (f(t1),..., f(tn)) € A}

(A Borel c RY; N =1,2,...) hengerhalmazain

Pﬁ(ﬁ{tl,...,tN},A) =P((&(t1),...,E(tw)) € A).

Bevezetjitk a kovetkezd S : RZ «— IRZ eltoldst ill. Re + Q — RZ
reprezentdciot

Sp:=[Z 3t—pt+1)] (peR?),
Rew)i= [T 3t B)w)]  (WeQ).

Megjegyzés. 1) S invertalhats, [S™1p(t) = p(t —1).

2) Pe=PoR_ ", azaz P¢(A)=P(R;'(A)) (A BorelCIR”).

3) Minden P¢-mérhetd n : Q@ — IR valdszintiségi véltozoé felirhatd
n=fnolk

alakban egy P¢ szerinti O-halmaz erejéig egyértelmi f, : RZ — 1R Borel
fiiggvénnyel.

Definicié. Hasznalni fogjuk a (REP) szerinti f;, jelolést. Specidlisan

fg(t) PP gD(t) (t = O, :|:1, :i:2, e )

*

2 jelentése: azonos (egyiittes) eloszldsi.



Tétel. [£(t): t € Z] pontosan akkor Z -staciondrius, ha

~

P:(H) = Pg(S(ﬁ)) V H c R% hengerhalmazra,
vagyis ha

-~ -~

P¢(A) = P¢(S(A) V¥V AcRZ Borel halmazra. O

Tegyiik fel, hogy [£(t): t € Z] Z -staciondrius, ahol £(t) : @ — IR és
E(|(t)]) < oo (t=0,%£1,...).

Alkalmazni fogjuk az ergod-tételt a kovetkez6 esetre:
Q.= RZ . = Pe, T:=5:R% Sp[t—et+1)],
fey RE =R, @oo(t) (t=0,1,...), f:=feo) -

Eszrevétel. Az S: ¢ — [t — @(t+1)] eltoldssal

ferry = fe oS (feR™)).
Tehat az eldbbi jelolésekkel fo T = fey (k=0,1,...). Az ergod-tétel

kovetkeztében van olyan f*, amelyre

1 n—1
- Z fey = 7 P¢-majdnem mindeniitt.
k=0

1) Kovetkezmény. Létezik olyan &* : Q — IR, amelyre
) = | Ninol
¢ = lim n;)ak)—nlggo - ];V £(k)
1 valosziniséggel tetszoleges N mellett.

Bizonyitas. Az & (w) = f*[t — £(t)(w)]( = f*(Re(w))) valasztds
megfelel az ergod-tétel szerint. O

2) Ha B Borel részhalmaza RV -nek, a

XE) =10y qhsn), . ek )1 B)
vszg. véltozokkal a [x(k): k € Z]| folyamat is Z -staciondrius.

Propozicié. Van olyan x* : Q — IR, amelyre 1 valdsziniséggel

n—1

%Zx(k‘)ﬁx*- O

k=0
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Eszrevétel:

% 3 x(k)(w) = %#{ke% C0<h<n, [E(R)@).....E(k + N)()]€B) .
k=0
e

Itt (xx) jelentése: n egymas utdni kisérletbél hanyszor kovetkezik be az

([5(-)7 L8+ N) e B) esemény.
Kérdés. x*(w) =P(£(0) € B) mikor teljesiil majdnem biztosan?

3) Definicié. Azt mondjuk, [ﬁ(k) ke Z} ergodikus folyamat, ha a
(*)-beli rendszer ergodikus, azaz ha

V ABorel CIRZ Vp weQ
1 - .
E#{ke% D 1<k<n, [f(t+k)(w): teZ] e A} — P¢(A).

Megjegyzés. Barmely A Borel C ]R és € >0 esetén van olyan
H c R” hengerhalmaz, hogy PE(H A A) < e. Innen belathato:
a [5(15) : t € X folyamat pontosan akkor ergodikus, ha

VN VBBorelcIRY Vpwel

%#{ke% D (k4 1) (w),...,&(k+ N)(w)]€B} =P ((&,...,én) € B).

Definicié. Az A C RZ mérhets halmaz &-1nvaridns, ha
P(A A S71(A)) =
A [£(t) : t € Z] folyamat tranzitiv, ha minden &-invaridns A halmazra

Pe(A) = [0 vagy 1] .

Tétel. A [f(t) cte Z] 4 -staciondrius folyamatra a kovetkezd hdrom
feltétel ekvivalens:

a) [£(t): t€Z] ergodikus;

b) [£(t): t€Z] tranzitiv,

c) Vfe L' (Pe) L3770 f(S*) — const Pge-m.m. .

Bizonyitas. A tétel specidlis esete az Ergod-tétel utani Kovetkezmény-
nek. O
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4) A nagy szamok erds torvénye

Legyenek &g, &1, &o, . .. azonos eloszlasu, fiiggetlen véletlen valtozok.

A sztochasztikus folyamatok Kolmogorov-féle alaptétele alapjan létezik
[f (t): te %] azonos eloszlasu, fliggetlen véletlen valtozékbol allo folya-
mat, amelyre

(f(tl)a s 7§(tn))2(€17 < 7€n)

valahanyszor t1,...,t, kiilonb6z6 indexek.
Tudjuk: 1) [£(t) : t € Z | Z-stacionrius.
2) Van olyan £*, amelyre

]
X

zMH

(k) — ¢ P-mam.

>
I

0
n—1

(k) — & P-mum. .

N

S|
+

k

I
2

A £ vszg. valtozd fiiggetlen tetszileges véges sok £(0),---,&(IN)-t6l. A
0-1 torvény alapjan
& =const P-m.m. .

Mivel E(£(0)) = E(&(1)) = ... = E(*) és & konstans, ezért
& = E(&0)) P-mm. Kovetkezésképpen a &o,&1,... wvaldszinidségi
vdltozokra is %ZZ;S &k — E(§) P-m.m. O
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ALTALANOS MARKOV-FOLYAMATOK,
DOEBLIN-FELTETEL

Az egész fejezetben X alaphalmaz, F o-algebra X-en;
Jelolés: ACr B, ha A, Be F és ACB.

Definicié. p: X x F —1R dltaldnositott sztochasztikus mdtriz (X, F)-en

ha
A p(x,A) valdszinliségi mérték X-en V z € X,

x+— p(x,A) F-mérhetd figgvény V A € F.
Példa. [St tt=1,2,.. } idofiiggetlen atmeneti Markov-lanc az
X ={x1,...,zy} é&llapottéren a (pij)i y 4dtmeneti métrixszal.
Tudjuk: P(§t+1 = :z:j) = Z,fil P& = mi)pij (1<j<N; t=0,1,...).
Tekintsiik a
t XD A P& € A) = Z P(¢=u;

eloszlasi mértékeket. Ekkor a

p(zi, A Z Dij (I<i<N; ACX)

Jj: x; €A

altaldnositott sztochasztikus matrixszal

7Tt+1(A) gt—i-l EZL’] ZP gt xz Z bij =

j: x; €A
— [ maz) pia. ).
zeX
Megjegyzés. Tudjuk: az el6bbi példaban a
II = [pij]?;:l atmeneti métrix hatvdnyaival a [Wt{xl}, . ,Wt{xn}}

sorvektorokra

[ﬂt+n{m1}, . 7Tt_|_n{£l?n}] = [m{xl}, e ,ﬂt{xn}} " .

Eszrevétel: itt a II"-nek megfelels p™ (x;, A) = Z [H”} i
j: T;€EA
altalanositott sztochasztikus matrixokra a matrixszorzas szabdlyai szerint

p(n+m)($i,A> _ Z Hm+n Z Z Hm Zk Hn b=

j: x;€A j: z;€A=1

[Hm}z’k Z [Hn}kj:

=1 J IJGA

_ / P (2, dz) p™ (2, A) .
zeX

=
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Definicié. Az (X, F) folotti p, g dltaldnositott matrixok szorzata
pea(ed)i= [ pwdaza)  @eX, A€
zeX

Propozicié. 1) (X, F)-beli dltalanositott sztochasztikus mdtrizok szorza-
a (X, F)-beli dltaldnositott sztochasztikus mdtric.

2) Ha p,q (X,F)-beli altaldnositott sztochasztikus mdtrizok, m valdszi-
niiségi mérték F-en, akkor p:F > E w [ _p7(dr) p(x,E) szintén
valosziniiségi mérték, és

/:ceX m(dx)p eq (x, A) = /zeX p(dz)q(z, A).

Megjegyzés. 2) a matrixszorzas tranzitivitasa altalanositott matrixokra:
oe(peq) = (oep)eq azonnal jon 2)-bdl a 7, : B — o(x, B) mértékekkel.

Bizonyitas. 1) Trividlis: peg(xz,X) =1,és 0 <peq(z,Usey 4k) =
Sore peq(z, Ag), ha Ay, As, ... diszjunktak. Legyen A € F rogzitve.
Beldtand6 még: x +— p eq(x, A) F-mérheté.

Definici6 szerint z — ¢(z, A) € [0,1] F-mérhetd, igy [0, 1]-be képezs F-
lépcsos fiiggvények pontonkénti limesze:

q(z,A) = lim ¢,(2) (z€ X), ahol ¢, = Z’Y;(cn)lA;m

n— 00
k=1

valamely 0 < y(n),...,%(f) < 1 szamokkal és paronként diszjunkt

A Al € F halmazokkal. Ekkor

pe gz, A) = /  pedaz A) = i [ (e de)e() =

= lim_ ny(n) / p(z, dz)lAém (2) =
= lim Z’y,(cn)/ p(z,dz) hrn ka (x, A}, n)
= k

Mivel az x — p(z, A]in)) fiiggvények F-mérhetdk, a linearis kombinacié-
ikbdl pontonkénti limeszként adédd, « — pe g (x, A) is F-mérheto.

2) Az F-mérheth6 f(x) := q(x, A) fliggvénnyel beldtandd, hogy

[ st s = [ st [ st s

14



Tetszbleges C Cx X halmaz esetén / p(dy) 1c(y) = p(C) és
yeX

/ () / _ped) Lo(y) = / i) / ) 1) =
= / . m(dz)p(z,C) = p(C) . Azaz (e) &ll f heleyén 1o-vel.

Linedris kombinacidkat vve, (o) all az 1)-beli ¢,, 1épcsdsfiiggvényekre is,
majd limesszel p-re. O

n times

Jelolés. p" :=Dpepe---ep .

Emlékeztets. X = {x1,...,xn} esetén az Q — X valdsziniliségi vélto-
z0kbol allo [ft :t=0,1,2,.. ] sztochasztikus folyamat pontosan akkor
Markov-lanc, ha vannak olyan TI(f1:¥2) (¢, < t5) métrixok, amelyekre

T1tst2) pt2,ts) — (ta.ts) (tl <ty < t3> ,
ésa my = [P(fo =x1),...,P(& = xN)] kezdeti eloszlasvektorral

O=to<t1 < - - < th_1<ty, és 1§i0,...,in§N —
P(é'o = gjiO’fl =T ,... ,En = xln) — WO(iO)H(O’tl)H(t17t2) .. .H(tn—17tn) .

10,01 1,12 In—1,in

Halmazokra kiterjesztve kapjuk:

O=tog<t1< - <tp_1<tp, és Ap,....,. A, C X —
P(& € Ao, &1 € Ay, {n € Ay) =

= Y mlie) Y, m o N omi.. ST omit)

10: :CiOEAQ 21 Tiq €A, 19: {EiZEAQ Tt mineAn
Az ennek megfelel6 integralformula

O=to<t1< - - <tp_1<t, és Ao,...,AnCX == 4
P(fo € Ao, &1 € A1, .60 GAn) =

- / 7TO(dzo)/ p(o’tl)(zo,d'zl)/ p(tl’t2)(217d22)"'/ Pl (2, dz)

OEAO 16141 26142 neAn

(M)

Ezt posztulaljuk az altalanos esetre.
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(SM)

Definicié. Az Q — X valdszintiségi valtozokbol allo [ft :t=0,1,2,.. }
sztochasztikus folyamat diszkrét ideji Markov-folyamat, ha vannak olyan
pltit2) - X x F - IR (0 <t <ty) &ltaldnositott matrixok, amelyekre
(M) all.a m: A P(& € A) kezdeti eloszlassal.

A [& 1 t=0,1,2,.. } Markov-folyamat staciondrius dtmeneti, ha

t) <ty = plt) =yft2=t) = ahol p.=pO

Megjegyzés. Kozvetlen behelyettesitéssel lathatjuk Ag := X mellett,
hogy a

O<t1< - <tp_1<t, és Ag,..., A, C X —
P(Stn € An,ftn_l € An—1;~--7§t1 € Al‘ étn—l € An_l,...,ftl € Al) =

_ P(&n cAle e An_1>

klasszikus feltételes valdszintiségi Markov tulajdonség teljesiil (M) esetén.

Propozicié. Ha a staciondrius dtmeneti [ft :t=0,1,2,.. ] Markov-
folyamat p:= p®V) dltaldnositott dtmeneti mdtrizdban a sorok azonosak,
azaz

p(.r,A):p(y,A):ﬂ'(A) (ajayEXv AGF)

akkor a 2. tagtol kezdve a [& ct=1,2,.. } folyamat staciondrius.
Bizonyitas. Belatando: tq,...,t, >0 és Ap,..., A, €F esetén mindig
P(ftl € Ay,... &, € An) = P(£t1+1 €A1, ;8,41 € An) .

Eszrevétel: k-szerinti indukciéval adédik

pr(x, A) = w(A) :/ w(dz)m(A) (k=1,2,...; AeF).

zeX

Veheté 0 <ty <--- <t,. Ekkor (M) szerint

P(£t1 € Ala' .. thn S An) —
- /Wo(dzo) /ptl(zoydzl) /P(t”l)(zhd@) ' '/P(t"t”‘l)(znladzn) =

z0€X 1€A; z2€A> Zn €A
:/ 7T0(20)/ W(dzl)/ 7r(d22)--~/ m(dzy,) .
zp€X 21€A; 22€A2 2n€AnR
Az utobbi kifejezés ugyanaz akdrmilyen kiilénboz6 tq,...,t, szamokra.

O
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Ett6l kezdve a fejezet végéig p: X x F — [0,1] rogzitett altaldnositott
sztochasztikus méatrix,

m{™(A) = inf p™(z,A), M™(A):= sup p"(z, A) (AeF).
zeX zeX

Mivel p**1(z, A)= / p(z,dz)p"(z,A) < / p(a,dz) M (A) =M™ (A),
zeX zeX
fennall M+ (A) < M (A). Hasonléan m(™+D(A) > m(™)(A). Tehét

m(l)(A) < m(Q)(A) << < M(Q)(A) < M(l)(A).

Tétel. Tegyiik fel, hogy van olyan 1 # 0 mérték eqgy C € F halmazon,
amelyre

pN(x,A) > p(A) VYzeX YAcCrC

valamely N index mellett. Ekkor sup qcz [M ™ (A)—m(™(A)] \, 0, azaz
van olyan w waldszindségi mérték, hogy p™(x,A) — w(A) (A€ F).

Bizonyitas. Donté észrevétel:

MO (A) — m N (A) = sup [p" N (2, A) — p™ TV (y, A)] -
z,Y

Legyenek n € IN, z,y € X tetszOlegesen rogzitve, és tekintsiik a
v A p(a, A) = p"(y, A)
korlatos el6jelezett mértéket. Tudjuk:
38T, 87 X=8Tu*S, v(A)>0(AcST), v(B)<0(BCrS).

Itt v(SH) +v(S™) =v(X) =pV(x,X) - pV(y,X) =1—-1=0, azaz
v(S7) = —v(St) <0. Ezért

:/Z€S+ y(dz)p"(z,A)—i—/ v(dz)p"(z,4) <

z€S—
< MM (A (ST) +m™ (A)w(S™) =
= [M™(A) = m™(A)]v(ST) .
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Itt a CT :=CNST, C- := CNS™ halmazokkal, tovdbba mivel
v(Sh) = )

(s
()= { Nw, SH)=pN (y, ST) <p" (2, 87) <pN (@, X\CT)=1—9(C")
My, §7)=pN (2,87) <p¥ (y,57) <pN (2, X\CT)=1-9(C") .

Azaz mindenképpen

v(ST) <min{l —(C7),1 - $(CT)} =1 —max{y(C7),¥(CT)} <
<1-—¢, ahol e:=9(C)/2).

Vagyis
PV (2, A) = p"tV (y, A) < [MT(A) = mM(A)](1-€) .

A gondolatmenet barmely n = 1,2,...-re, =,y € X-re és A € F-re all.
A kezdeti észrevétel szerint tehdt (sup, ,-t véve)

MOV (A) = m N (4) < [M™(A) —m™(4)] (1 - e).
Innen k-szerinti indukcidoval
MEN(A) = mFEN(A4) < [MP)(A) = m(A)](1-e)F N\ 0.0

Koévetkezmény. Mivel trividlisan M) (A) — mWN)(A) < 1, van olyan
0<e<1, hogy a m limesz-mértékkel a tétel feltevései mellett

p"Y (2, A) — m(A)| < (1 —¢)” (AeF, k=1,2,...).
Definicié. (Doeblin feltétel). A p : XxF — [0, 1] dltaldnositott sztochasz-

tikus matrixra teljesiil az N-edrendii Doeblin-feltétel, ha 1étezik olyan
¢ : F —1[0,1] valésziniiségi mérték és olyan ¢ € (0, 1), hogy

pN(x,A)<1—¢ valahdnyszor z € X és ¢(A) <e.

Eszrevétel: (Dy) = (Dyn), hiszen Joex P (x ,dz)pN(2,4) < 1—¢, ha
pNV(X,A) <1—e. Mésrészt a B := X\ A komplementerre dtfogalmazva
(Dn) ekvivalens alakja

PN (x,B) > ¢ valahdnyszor z € X és ¢(B)>1—¢.

Lemma. Az el6zd tétel feltételei = (Dy).

Bizonyitas. Legyen ¢(A) = (AN C)/¢Y(C). Ekkor ¢(B) > 1/2
esetén

p"(z,B) 2 p"(z,C N B) 2 (BN C) = p(B)Y(C) 2 4(C)/2 .
Vagyis béarmely e < ¢(C)/2(< 1/2) megfelel (D’y)-nek. O
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Tétel. (Doeblin ergodikus tétele, bizonyitas nélkiil).
Ha valamely N-re dll (Dy), akkor valamely q : X x F — [0,1]
altaldnositott sztochasztikus mdtrizszal

%Zp"(a:,A) @A) (AeF).

k=1
Példak. 1) Véges édllapottér. X :={x1,...,xn}, p(x;, A) :Zj:xjeA IL;;.
(Dy) trividlis ¢(A) :== #A/N és akarmilyen € < 1/N mellett.

2) Magfiiggvény. p(z,A) = [ ., K(z,y) p(dy), 0 < K € L(u, p).
p(x, A) < || Klloopt(A), = ¢(A) := pu(A), € := 1/[2|| K || o] megfelel.

3) Negativ példa: egységmatrix végtelen X indexhalmazon.
Il =05y = [1 hax =1y, 0 egyébként],

p(@,A) = 3 en Oay = 1a(2).
Barmilyen @-nél sup, p(z, A) =1, ha A #0.

4) Negativ példa: bolyongas. X = Z 3, p(z, )= 41, ahol
M,y = [1/6 ha [l& =yl =1, 0 egyébként].

p(a,A) =3 callay = 5#[AN{y: |z -yl =1}].
Mivel a K, :=={z: | — (3n,0,0)||; = 1} keresztek diszjunktak,
barmilyen ¢-nél ¢(K,) — 0, mig p((3n,0,0),K,)=1 Vn.

Feltevés. Ettdl kezdve N, ¢p,e fix, és (Dy) teljestl.
Feltessziik tovabba, hogy a

Py (x,y) — dp” (2, dy) /o (dy)

Radon—Nikodym-derivéltak mind (F, F)-mérhetok, sét egy (szintén rog-
zitett) Z € X2 ¢ -nullhalmazzal

p"(z, A) :/ pg”)(x,y)go(dy) ha AcC X\Z,, z€X;
yeA

ahol Z,={z€X: (z2)€eZ} (z€X).
Jelolés. FL :={AecF: p(A) >0}, Fo:={AcF: ¢(A) =0}
Propozicié. (Fé technikai lemma). (Dy)+(X) =

. (2N)
JA,BeF, inf pg™(z,y) >0

yeB
Bizonyitas. Késébb, a fejezet végén (fiiggetleniil a t6bbi résztol).
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Definicié. Az AcF allapothalmazbdl BEF p-elérhetd a q : XxF—0,1]
altalanositott sztochasztikus matrixszal

A>1B <= da>0 VacA q(a,B)>a.

Az A € F allapothalmazbdl p-erdsen elérheté B € F a q: X xF — [0,1]
altalanositott sztochasztikus métrixszal

A»1B < JA>0 VacA VB'Cxr B q(a,B")> p(B').

Propozicié. (Masodik technikai lemma). Legyen Ag, A1,As € F,
legyenek q1,qo : X X F — IRy dltaldnositott mdtrizok. Ekkor a =%:=>1,
—3:===1 erdsorrend-jeloléssel

A() >?1 Ay PzQ Ay — A() >_Z10q2 As , ha 7 < k .

Bizonyitds. Eszrevétel: A 7 B = A =9 B. Ezért elegend beltni:
(a) Ag=TA1-12 A9 = Ag=11°92Ay; (b) AT A1==12 A9 = Ag-11°92 A5,
Ez k6zosen is megtehets. Tegyiik fel, hogy ¢1(ap, A1) > a Vag € Ay,
tovabbd g2(a1,B) > k(B) Va3 € Ay B Cr Az, ahol az (a) esetben
k(B) := [\, ha B=A,, 0ha B # A, a(b) esetben r(B):= X¢(B).
Ezzel elég belatni, hogy ¢ e g2(ag, B) > ar(B) Yag€ Ay, BCrA,.
Legyen ag € Ag és B Cr As. Ekkor

q1® q2(ap, B) :/Q1(a0,da1)QQ(a1>B) 2/ q1(ao,dar) g2(ar, B) >
a ——

a1€X 1€A;
>r(B)
> / q1(ag,da1)k(B) = q1(ag, A1)k(B) > ayk(B) . O
a1 €A,

Kovetkezmény.  Ag = Ay =% ... -0 A, — Ay =107 4,
ha 1<, jn <2.

Emlékeztet6. Ha egy stacionarius atmeneti Markov-lanchan minden
allapotbdl minden allapot elérheté pozitiv valdsziniiséggel, akkor annak
IIO.M+rn) (p = 1,2, ...) dtmeneti métrixai valamilyen r > 0 periédussal
és 0 < M < r kezdettel egy r-rangi projekcidhoz konvergalnak.

Definici6. A [p”}:):l sorozatra tejesiil a (¢ mérték szerinti) elérhetdségi
arioma, ha

VeeX VAeFy dngaeIN  pte4(z,A)>0.
Lemma. (Dy)+(E) = az s = Zé::lpz részletosszegekre

VAeF, dLpe NN ig)f(sL(x,A)>0.
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Bizonyitas. Legyen A € F tetsz6legesen adott. Az (E) feltevés miatt
limy oo sp(z, A) >0 VaxeX. Vagyis

EL /X (L— o), ahol Ep:={ze€X:s.(x,A)>1/L}.

Azaz o(EL) / ¢(X) = 1. Igy vehets olyan L, amelyre a (Dy)-nel
ekvivalens (D) miatt

o(Ep)>1—¢, pN(x,FBr)>e VazeX.

Ekkor

PN e sp(z, A) = / N (2, dz)sp (2, A) >
zeX

> / PV (@, dz) sp(, A) >
ze€FET, S——
>1/L

> p™(z,Er)/L >¢/L.

Mivel syip =3 o0 pf = Y PV = pNesp, az La:=N+1L
valasztas megfelel. O

Kovetkezmény. (Dy) + (E) esetén
VY,Ac F. eN, YelYnFl,. Y =¥ 4.

Bizonyitas. A Lemma szerint {x : max} , p‘(z, A) > 1/L?} / X. Igy
VY, A€ Fy 3L,A>0 {zeY: pl(z,A) >\ e F,. O

Tétel. (Dy)+ (X)+ (E) = wannak olyan M,r € IN indexek, és
van olyan {Xo,...,Xr—1} -particidja az X dllapottérnek™®, hogy
(=0,...,7—1 mellett

p""(x, A) — me(A) (n— o0, YVoxeX, VAEF),
ahol mindegyik 7y olyan valdsziniségi mérték X -en, amelyre m(X,) = 1.
Bizonyitas. A f6 technikai lemma alapjan vesziink egy () tulajdonsigi
A, B € F, halmazpsrt. A >-relacidkkal ésa p?" helyetti p™ roviditéssel

(x) interpretacidja:
A=2NpB.

Az (E') elérhetéségi tulajdonsdg miatt

d3Ce[BNF]y dmpeIN C =M A.

* Azaz X:UZ;%)X}C, XZ‘E.F+, szX] GFO (17]:0777‘_1)
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Mivel C C B, trividlisan A =2V (C is. Tehat C =™ A =2V C,
ahonnan C >="012N O Azaz N* := mg+ 2N mellett

CNC, s6t CN O N C vCelCnFl,.

Legyen
N:={neN: C>"C}

Tudjuk: N*eN,és m,neN=C-"C-"C=C~"""C=m+necN.
Tehét (N, +) részfélesoportja (IN, +)-nak, és igy valamely M € N mellett

N=NyU{M +nr: n=0,1,...}, ahol N\og<M, r = Inko(N).
Definialjuk:
Xp:={zeX:3IneN mod,(n)=(, p"(z,C)>0} (0<L<r).

Allftas: 1) {Xo,...,Xr—1} @-particidja X -nek,

2) {zre Xy : p"(x,Xy) >0} € Fy ha mod, (¢ +n) # k.
Bizonyitds. 1) (E) szerint X = {z: I3nelN p"(z,C)>0} = ,_, X
Legyen 0 < k </{<r. Az Xi,;:={z: p**"(2,C) > 0} halmazokkal
X, NX, = U?EZO Xk,i N X&j. Ha XN X, e Fy, akkor di,j Xk:,i N
Xy € Fy. Bszrevétel: Vo € Xp;NXe; ptrir(z,C) > 0. Hasonléan
VoeXg,NXe; p*7(z,C) > 0. Ezért van olyan A > 0, amelynél az
Fi={z€Xp,NXy;: p**t"(z,C),p" " (2,C) > A} halmaz ¢ szerint
> 0 mértékii, vagyis F =+t C és F =*tJ" C. Ehhez 3C’" € [C N F|,
Im C’' =™ F. Azonban ekkor C =V ¢’ =™ F =%+ C ahonnan
C =N Hmthtir G agaz N* +m+k+ir € N kovetkezik. Ugyanigy
N*+m + £+ jr € N. Csakhogy ezzel az r = lnko(./\/)‘f -k <r
ellentmondasra jutunk.

2) Tegyiik fel, hogy {x € X, : p"(z,X,) > 0} € F4. Ekkor 3i,j
JA e [ Xy ,NFly A>" Xy ;. Mésrészt (E') szerint 3m 3C' € [CNF]+
C’' =™ A. Ekkor

C-N" O =m Axktirc =N O =m A X, =T O
Eszerint r|N*+m+k+ir és r|N*+m+n+€+jr, ahonnan r|n—i—€—k.

A Tétel bizonyitdsanak befejezése.
Tekintsiink egy tetszélegesen rogzitett £ € {1,...,r} indexet. Legyen

X{ =X\ |J {zeXp: p"(a, Xe) >0}, pei=p| X7 x [X)NF].

Py
n: k#modsy (£+n)

Allités = X9 = X, \ [p-nullhalmaz] és pe(z, X9) =1 Yz e XJ.
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Eszrevétel: py teljesiti a Dy + () 4 (E) feltételeket X9-on. Hozza is van
Cy € [XINF]4ill. Np,rp € IN, hogy Cp =-2Ne C' ==-2Ne €y (C7 C Cy), és
az Ny :={n € N: C, =P¢ C,} halmaz valahonnantél egy r, differencisju
szamtani sorozat.

Megmutatjuk, hogy r, = 1 lehet csak. Mivel p, = p"| X}, ez rogton
adédik onnan, hogy M = {n € IN : Cp =" Cy} valahonnantdl r
differencidji szémtani sorozat [azaz Inko(M =r =Inko(N)]. Ugyanis (E)
szerint vannak olyan A € [C' N F|4, B € [Cy N F|+ halmazok, amelyekre
C =N Asm B »2Ne ¢y =5 Cy =?Ne B »=" C >t C valamilyen m,n
és tetszbleges s € Ny, t € N mellett. Innen pedig m+n+s+t e N
(s € Np),t € N kovetkezik. Ez csak tgy lehet, ha Inko(N)|Inko(N).
Hasonléan Inko(N)|Inko(Np).

Ezutdn a tételbeli m, mértékek létezése [X} helyén X-et, p, helyén p-t
tekintve] az alabbi lemmabdl jon.

Lemma. Ha (Dy) + (E) dll és C € Fy egy olyan halmaz, amelyre
dM Vn>M C>"C, akkor van olyan 7 : F — |0, 1] valdsziniiségi
mérték, amelyre p"(x,A) — w(A) (z,€ X, A€ F).

Bizonyitas. Mivel C =" (C, a mésodik technikai lemma szerint
C »=-N"tM+n ¢ (p =0,1,...). Ezért van olyan Ao > A; > --- > 0
sorozat, hogy

inzg pMINTHER (2 A) > A, o(A) (xeC, Ac[CNF], n>0) .

Lattuk: van olyan Lo € IN, amelyre sp.(z,C) = Zﬁgl p"(z,C) >

e/Lc barmely x € C éllapotnél. Mivel egy 6sszegben van dtlagosndl nem
rosszabb tag, minden x € C mellett van n, € [0, L¢], amellyel

p"e(x,C)>¢e/LE  (xeC).

Kovetkezésképpen, ha ze€C, AecCNF, akkor

pM+N*+LC(:L',A) > / P (x,dz)pMJrN*J“(LC_"Z)(Z,A) >
zeC

= / P (@, d2) AL —n, p(A) =
zeC

= )‘Lc—nzpnz (:L’, C) QO(A) >
> Ao elg? o(A) .

Vagyis a ¥(A) = [Ar,eL5®]p(A) (A€CNF) mértékkel (6s N helyén
N + N* 4+ L¢-vel) alkalmazhatjuk a 17. oldalon levé tételt. O
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A {6 technikai lemma bizonyitasa

Feltessziik, hogy (Dy)+ (2) teljesiil. Az X?(= X x X) téren a p-szerinti
szorzatmértéket p(?)-vel fogjuk jeldlni (tehat (2 (AxB) = p(A) p(B)). A
kétvaltozés (F, F)-mérheté X2 — IR, fiiggvényekre is hasznalni fogjuk
(az Osszetévesztés veszélye nélkiil) a

uev (z,y) = /EX u(x, z) p(dz)v(z,y)

jelolést. Ekkor (x) bizonyitasa a kovetkezé 1épésekben torténik.

1) Lemma. ¢®-majdnem mindeniitt pém+n) > p(()n)Op(()m) (m,n >1).

Bizonyitas. Altaldban is: ha f € L>(p). akkor
[t = [ mefe) ed) .
2€X\Zs zeX

[Biz.: Az f := 14 esetekre ez igaz (X) szerint, innen linedris kombinaci6k-
kal ¢-1épcsés fiiggvényekre, majd Lebesgue-tétellel L™ (p)-re is.| Ezért
harxe X és AC X\ Z,, akkor

/ po " (@, 2) p(dz) = p" T (2, A) 2 / p" (2, dz)p" (2, A) =
z€A z€X\Z,

X €A

ZLEWmMWWAMMdjL;ﬁ@@M;%%@ﬂ@ﬂﬁ@z

= /yeA [/Zexp?(x,z)pG(zay) w(dZ)}sO(dy) = /yeApém)°p((>m)(%y)s0(dy)-D

2) Bszrevétel: AB,E € F, esetén laxp e lpxp = ¢(F)?1laxp.
S6t, ha Hy C Ax E, Hy C E x B olyan halmazok, hogy az Gsszes
A, :={2 € E: (v,2) € Hi}, B, :={z € E: (2,y) € Ha} szeletekre
©(A;), p(B;) > (1 = 9)p(E) valamely 0 <6 < 1/2 mellett, akkor

Lu, o 1H2(x7y) - / Lm, (.’L’,Z)lH2(Z,y) gp(dz) -
zelE

=/ S(AL N B) o(dz) >
ZEE
>(1-26) p(E)

> (1-20) p(E)? .
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3) Ett6] kezdve a (Dy)-beli & € (0,1) mellett, tovabbs a (X)-beli pS™

Radon-Nikodym derivélttal és Z C X? halmaz Z, := {2z : (x,2) € Z}
szeleteivel legyen

H = {(x,y) e X?: p(()N)(x,y) >e},
A,:={z: (z,2)€eH} ,

B.:={y: (z,y)eH};
Xo:={xeX: ¢(Z,) =0}.

Mivel a Radon-Nikodym-derivaltak egy null-halmazon teszolegesen val-

toztathatdk, 1) alapjan vehetjiik, hogy mindeniitt p(()ern) > p(()m)o p(()").

Lemma. (A Doeblin-feltétel hasznélata). p(A;) >0 Vz € Xo.

Bizonyitds. Indirekt: tegyiik fel, hogy z= € Xy és p(A,) = 0. Ekkor
0(A,UZ,) =0. Vagyis (Dy) miatt p~ (:L‘, AU Zx) <1—e. Mésrészt

s (@ y) <e Voye X. gy p (2, X \[As U Z,]) < [ 08 (2, 2) p(dz) <

e. Ez az o
1=p" (2,4, UZ,) +pV (2, X \[As U Z,]) < (1 —e) +e=1
ellentmondéashoz vezet.

4) Emlékeztet6. (H Lebesgue-pontjai F-téglalapok szerint).

Az F-téglalapok csaladja szerinti véges lépcsés fiiggvények

T:=J{D vilaxp:wm€ER, AixBy,..., A, xB, diszjunkte F°}

n=1 i=1

tere stirti L2(p®)-ben. Ezért van olyan h, = S0, %(n)lAgn)XBgn) eT
sorozat, amelyre ||h, —1g]||2 < 1/2". Az altaldnossig megszoritdsa nélkiil
vehet6, hogy az {A,gn) X BZ-(n) 1 =1,.. .,dn} halmazcsalddok X?-nek
egyre finomodo {Agn) X A§-n) s, g=1,... ,dn} alaku particioi. Tudjuk:

az 4tlagolas javitja az L?-beli kozelitést. Tehat

7 — 12 <1/2"% (n=1,2,...), ahol

n (n) (n)
/ﬁn = i ?(mlA(n) A 3.(@) = i (Hﬂ [Ai x4 ])
ij=1 ToAA ! 90<Az(n))90<14§'n))

-~

A Riesz—Weyl-lemma szerint hy(z,y) — 1g(z,y) VYoo (z,y) € X2
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5) Lemma. Van olyan A, B € F., amelyekre infp(()QN)(A,B) > 0.

Bizonyitas. Az el6zbek szerint a
Ho = {(z,y) € H: hn(z,y) > 1 (n — 0)}

halmaz csak egy ¢(?-nullhalmazban kiilonbézik H-t6l. Masrészt (X)) =
0 (X2) =1, mivel p(?(Z) = 0. Ezért az

Xi:={zeXo: ¢{z: (z,2)€ H\Hp}=0}
halmazra is ¢(X1) = ¢ (X?) = 1. Tehédt a 3)-beli Lemma alapjan
0 (Hy N X?) > 0. Vegyiink egy tetszéleges (o, 20) € Ho N XZ alaki
pontot. Mivel zg € X, szintén a 3)-beli Lemma szerint A,, # 0. Azaz

rogzithetunk eqy
(20, 20), (20,90) € Ho N X7

alaku H-beli T -Lebesgue-pontpdrt. Valamilyen n indexre
(20, 20), B (20, 0) > 1 — (1/3).
Ekkor valamilyen ¢, j, k € {1,...,d,} indexek mellett
xo € AZ(”), 20 € Ag.”), Yo € A,(gn) ,
PP (H N AP x A7) o (H 0 [A7Y x A4
P(A) (A T AT (A

Metszetek integraljaként

>1-(1/3) .

P (HN [Az(") X Ag.n)]) = / p{z € AS-n) : (m,2) € H} p(dz) =

:CGAE")
> [1 - (1/3)] o(A™) p(A™) .

Ez csak gy lehet, ha itt az = +— ¢{z € A;n) : (x,2) € H} integrandusz
> [1-(1/ 3)]¢(A§-n)) egy ¢ szerint pozitiv mértékii halmazon. Vagyis
van olyan A € [A"™ N F], halmaz, amelyre

gp{zeAg.”) L (x,2)€ Hm[AxA§”)]} > 1= (1/3)]p(A™) (2 € A).
Hasonléan van olyan B € [Afﬁ”) N F]; halmaz, amelyre
go{zeA,@ : (z,y)€ HN[A™ xB]} > 1= (1/3)]e(A™) (2 € A).

Eszrevétel: az E := Agn), H, := HN[AX E], Hy := HN[E x B],
d :=1/3 esetre alkalmazva a 2)-beli észrevételt, kapjuk, hogy

2
9
o (@) 2 [elm) o [Elm)(@,y) = S@(E) (v €A, y€B).O
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KONTRAKCIO-FELCSOPORT
LAPLACE-TRANSZFORMALTJA

E fejezetben (L, ]|.||) valés Banach tér (komplexet is valésnak tekintve).
L(L):= {korlétos linedris £ — L-operatorok},
| Al :=sup sz |ASll az operdtor-norma L(L)-en

A5 A konvergencia az erds topolégidban: VfeLl A;f — Af.
[U t: te ]R+] rogzitett erdsen folytonos kontrakcio-félecsoport L-en:

U'e L(L), U <1 (teRy),
Uts =UU* (5,t>0), Uy=1,
t— U'f folytonos VfeL .

Definicié. Tetszéleges korlatos linedris A : £ — L operdtor mellett

exp(tA) := EA” (teR).

n=0
Megjegyzés. 1) exp(tA) invertalhato: [exp(tA)}_l = exp(—tA).

2) Altalaban is exp(A + B) = (exp A)(exp B), ha AB = BA.
3) Az A—exp(A) leképezés folytonos az operdtor-norma topolégidban.

Elemi észrevételek. Az L = C esetben sziikségképpen

1
U' = exp(ta) , ahol a:= hn})h(Uh—l) , Rea<0,

fio (<) =0

U -1 A"
vy 2 to_ (A) . —A
Jelolés. U; :=exp (t N ), P =t

Lemma. Az U} operdtorok kontrakcick, mivel a p; ) Poisson sulyokkal

U= s
n=0

Bizonyitas. Tetszoleges ¢t > 0 mellett

o () o [j] ¢ [ ) o (- ) (1) -

—t/hz t/h [t —t/hz t/h Ut O
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Tétel. fe L, — Ulf—-U'f (h—0, t>0).

Bizonyitas. Legyen az f € L vektor tetszolegesen adott. Feltevés
szerint a t — U'f fliggvény folytonos. Ezért véges zdrt intervallumokon
egyenletesen is folytonos, és a

p(t):= sup |U'f— f]
0<z<t

folytonossagi modulusra p(t) \, 0 (¢t \,0). Mivel

Unf=U'f =3 p/Mumtf = /MUty =
n=0 n=0 1

=> pIMurtf-uty,

n=0

ahol
Ulurh=tf—fl  (nh >t)
_Unh(Uti g f] (b <),
—~

<1

Unhf_Utf:{

a kovetkezoképpen becsiilhetiink p-val

UL = U fl < Y py/Mumf = U fl| <

n=0
<y opM oty — gl <
n=0

<> plMp(jt = nhl) .

n=0

Legyen & > 0 tetszolegesen adott. Ehhez veheté ¢ > 0, amelyre
p(x) <e (0<z<4). Ezzel

IULF = U £ <> pli ™ p(jt — nhl) <

n=0
<Y M 2 Y g <
n:|t—nh|<é n:|t—nmh|>4§

<e 42 ) pih.
n:[t/h—n|>8/h
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Itt egy A := t/h paraméterii Poisson-eloszlasu & valdszintliségi véltozéval

S oM =P(e—t/h > 5/n) <

n:lt/h—n|>6/h

DO’ _ t/h _t,

= G/mE = G/mE 3

Vagyis ||Uf f—U'f|| < 3¢, valahdnyszor (t/6?)h < e, azaz ha h < §%¢/t.
Tehdt rogzitett t > 0 paraméter mellett h N\, 0 esetén |Uf f — U'f|| — 0.
[

Megjegyzés. A Tétel bizonyitdsat kicsit médositva, az Ul := e~ Mty?
kontrakcidékkal belathaté a kovetkezd.

Ha [Vt ot > 0] olyan erdsen folytonos egy-paraméteres félcsoport
L(L)-beli operdtorokbdl, amelyekre I7,M >0 VYVt > 71 |V < M,

t : t h
V' = — V" - >
akkor FlLl\‘InO €exXp (h[ I]) f (t 0) .

Definicié. Legyen ¢ — f; egy szakaszonként folytonos (0,00) — L
fiiggvény, amelyre, fooo | ft]| dt < co. Ennek a Laplace-transzformdltja

[t ] = [(0,00) 3 A [ e fy at]

Példa. Véges dimenzéban £ := €V, [|f]| := [N, |£:l?]"/* esetén az
U' :=exp(tA) (t > 0) métrixok erésen folytonos kontrakcié-félesoportot
alkotnak, ha A = diag(ay,...,an) és Reay,...,Reay <0. Ekkor

d

[t U] =[N (M —A)71], A=

Ut
t=0

mivel [° e Medt = 1/(A —ag) és ap = d/dt|,_ e Tehdt ekkor
az [U' : ¢ > 0] félcsoport generdtora a d/dt| _oU" derivélt, a Laplace-
transzformaltja pedig az A generator rezolvenseibdl all.

Megjegyzés. Ha t — f; olyan szakaszonként folytonos (0,00) — L
fliggvény, amelyre [ |fi]| dt < oo, akkor az
0

oo 1 oo
ft dt := lim — ftow s
ahol t,i € {[(k —1)/n,k/n] >t~ || f;|| min-helyei }
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formula jél-definidlt. Ebben az altalanossdgban is érvényes a Newton—
Leibniz-tétel: ha az F : (0,a) > t — Fy € L fiigguény folytonosan
differencidlhato, akkor

frd
ahol dFy/dt :=limj,_qh~! [Ft+h — Ft} és ff gp dt := fooo Lia,g(t) g dt.
Tétel. Tegyiik fel, hogy a B € L(L) operdtorra

[exp(tB)[| <1 (t=0).

Ekkor
1) B — Al invertdlhato minden X >0 mellett;

2) [t— (eXpL‘B)ﬂA = [A— (M = B)"'f] minden f €L mellett.

Bizonyitas. Legyen f € L rogzitve. Mivel a t — exp(tB)f fiiggvény
folytonos és korldtos, az [ e~ exptB)f Laplace-transzformalt jol-

0
definidlt minden A > 0 mellett. Ekkor
(B—)\I)/ e MexptB)f dt =
0

= /OO(B—)\I)eXp(tB—t)\I) fdt=
0

- /000 [%exp [t(B—)\I)}f} dt =

T

= fim | [% exp [1(B —~ AD)]f| dt =
= lim [exp [((B ~ AD]f — exp [t71(B = N)]f] =
=[0-1I]f=-f.
Hasonléan /0 et exp(tB)(B — M) f dt = —f. O
Jelslés. Ettél kezdve
Ap = %[Uh — 1], Ry(A\):=O\—-A4,)"Y  (AMh>0).

A Tétel szerint ezen operatorok jol-definialtak, és a rezolvensekre

Ru(\) = /e—”U,s dt  (\h>0).

0
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Ezzel motivélva bevezetjiik a kovetkezo jelolést is:
R\ f = / e MUF At (A>0, feL).
0

Megjegyzés. Mindegyik R(\) A~ !-kontrakcié, mivel

oo oo 1
|RS) < [ e putades [ e ae= 11
0 0

Kérdés. 37 Ac L(L) A =5 A4 (h\,0) é RN =W\ —A)L
Példa. Tovabbi feltételek nélkiil altalaban NEM:
L = Cy([0,00)), Ulf:z— f(z+1)

esetén [Ut D t> 0] ertsen folytonos operator-félcsoport. Ennél azonban

Apf(x) = W — f" (h \, 0) volna. Csakhogy vannak nem-
differencidlhaté fuggvények L-ben. Az L' := {f € L : [’ létezik}
altéren az Af = limp~ o Apf = f' operator mar nem korldtos.

Jelolés. Ettol kezdve
£={feLl:3gel Ayf—g (h—0)},
[yp— 1 /
Af --%{%Ahf (ferl).
Propozicié. (M — Ap))RN)f—f (Ah\,0, A>0, feLl).

Bizonyitas. Akarmilyen f € £ mellett, rogzitett A > 0 és h \, 0
esetén

ARR\)f = /OOO YU — De MU dt =

:h—l/ e MUty dt—h—l/ e MU' f dt =
0

0

= ht M /Oo e MU f ds — h™! /OO e MU ds =
s=h s=0
_ e/\hh_l /s:)G_)‘SUSf ds — %/sioe—AsUsf ds —
el -
— AR\ f—f.

Vagyis
(M — Ap)R(AN)f = AR\ f — ARR(N)f —
— AR\ —ARN)f - fl=F. O
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Tétel 1) L' sdrd altér L-ben; 2) A—=A)R(\)

=1 ()\>0);
3) RN\ :L——L é RANN—-A)f=f (feL

, A>0).

Bizonyitas. A Propozicié bizonyitasa szerint

A [RNf] = AR\ = (R \0).
Kovetkezésképpen barmely f € £ mellett R(\)f € L', és AR\)f =
[AR(N) — I]f, azaz 2) all és ranR(\) C L'. Mivel az {U': ¢t € Ry}
operdtorcsaldad kommutativ (USU? = Ut = UtU?), a tagjaibdl linedris
kombinacikkal és limesszel képzett {Ayp, Rp(N\), R(A),U" = X\ h,t > 0}
L(L)-beli operatorcsalad is kommutativ. Specidlisan

ROV = 43)f = (A= A)RNf — [ (A\0, A>0, f € L),
Ez mutatja, hogy minden f € L vektor tetszélegesen megkozelitheté

R(X\)g alaki vektorokkal, azaz ranR(\) és ezzel L' stiri £-ben minden
A > 0 mellett. Mésrészt (x) szerint

ROAT = A)f = lim RO)A = Ay)f = f , ha fer .

Vagyis barmely A esetén R(A)(AM — A) = Idg és (M — A)R(N\) =
I = 1d,. Ennek jelentése: R(A) : £ < ranR(\) = L', amelynek inverze
M —A: L =ranR(\) < L. O

Tétel. (Tauber-tipusi tétel). AR(A) Ny (A — 00) .

Bizonyitds. Legyen [ € L tetszélegesen adott. Vehetd Ifll =
Beldtandé: [AR(A) —I]f — 0 (A — o0). Eszrevétel:

AR\ f = /Ae—”Uff dt = /e_SUs/’\f ds |
0 0

és itt  [e ™ ds = 1, U f - U = f (A — oo, s >0). Egy
0

vektor-integralokra valé Lebesue-tipusi tételbol azonnal kévetkezhet az
allitas. Ilyen sem sziikséges azonban. Azonnal lathaté a definiciébdl:

| [ gs ds|| < f llgs|l ds ha az s+ gs(€ L) fuggvény folytonos. Ezért
0
IAROS = fll = | [ o[ = 1] ds| <
0

< /e_S”US/’\f —f]lds—0 (A— o0)
0
a klasszikus Lebesgue-féle konvergenciatétel szerint, hiszen 2e™° >
e_SHUS/’\f — fH — 0 (A — o0) pontonként, a majoralé fliggvényre
oo

pedig [2e7% ds =2 < cc. O
0
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Osszefoglalas. Ha L Banach-tér és [Ut st > O] erdgsen folytonos
eqyparaméteres kontrakcio-félesoport L(L)-ben, amelynél U® = I =1d.,
akkor

1) [Uf: t>0] norma-folytonos egyparaméteres félcsoport L(L)-ben,

Ut = exp(tAy) = S p/Munh (h > 0)
n=0
ahol Ay :==h= (UM — 1), p/M .= e_h/”h—' (Poisson-silyok);
n!
2) U 25Ut (h\,0, t>0);
3) az R(\):= [e ™ U'dt Laplace-transzformdltak \™-kontrakciok;
0

4) AR =51, 1> ARV —1 (A — 00);

5) az L' := {f €eL: dge Ll Apf — g (h \ 0)} altér stri L-ben;
6) az Af:= ’1{% Anf (f € L") nem-korldtos opedtor rezolvenseire

RN :L— L, M—-—ARN=I1 (A>0).
Cél. Forditott elmélet, amely a rezolvensekbdl indul ki.

Lemma. Ha C € L(L) és

(t>0).

Bizonyitas. A feltételek mellett

it _
ety SO <etet =10

n=0

Jlexplt(C = 1)) = ||e —tz cn

<1

Tétel. (Hille-Yosida-tétel). Legyen L' sird altér L-ben, és legyen
A: L — L egy nem-korldtos linedris operdtor. Tegyiik fel hogy
1) MM—A: L «— L (A>0);
2) R(\):=(A-A)~! $-kontrakcid: | A-A)g|| > A|g|| (A>0, geL);
3) AR =51, 1> ARV —1 (A — ).
Ekkor van olyan [Ut ot > 0} erdgsen folytonos kontmkcio’—félcsoport,
amelynek generdtora A, wagyis amelyre Ag = limp~oh™ (Uh —I)g

valahdnyszor g € L', L' :={ge L: Ife L f=Ilimyoh (U"-1)g}
és teljestilnek az elozo tétel 1)+2) dllitdasai.

Bizonyitas. Az 1)+2) feltevések miatt barmely A > 0 mellett
(M —A)R(N) =1, azaz AR(MN) = AR(X\) — I. Mivel 3) szerint a AR()\)
opeatorok kontrakciok, az

A[M = A[)\R()\)] , U[tA] = exXp (tA[A]) ()\ >0, t> 0)
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(%)

operatorok jol-definidltak L(L)-ben, s6t a Lemma alapjan
UM <1 (A>0,t>0).

Szintén 1)42) miatt automatikusan fennéll
2) 9= = A)RAN)g=RNA - A)g  (geL).

Allitas: az {Ut/\ : A>0, t >0} operatorcsaldd kommutativ.
Bizonyitas. Eleg csak az ApyjAp,) = ApyApy feleserélhetdségeket kimu-
tatni. Mivel (A — A)R(\) =1,

A = AARN) — 1T,
ehhez elegenddk az R(A)R(u) = R(u)R(A) felcserélhetdségek. Ezek
bizonyitasa:
RA)M = A)R(u)f = RA)[(A = )T + (uI — A)|R(p) f =
= A= RNR@S + RN -

Masrészt 2')-ot a g := R(u)f € L' vektorra alkalmazva

RAN)M = A)R(p)f = R(w)f -
A két egyeletb6l 0= (A — pu)RN)R(p)f + [R(A) — R(p)]f, azaz

R(A) — R(p)

ROVR(0)f = =5 =

.

A X\ < p cserével ugyanazt a jobb-oldalt kapjuk.
Ezutan megmutatjuk: barmely rogzitett ¢ > 0 és f € L mellett az

tf= 1 !
U=l Uind
hatarérték létezik. Ehhez megmutatjuk, hogy
HU[t)\]g_U[tu]gH — 0 ()\,,LLHOO, ge‘cl) :

Ennek jelentése ugyanis az, hogy rogzitett t-nél az Ly : L3 f +— U[t)\] f
(A > 0) kontrakciéknak van hatarértéke az £ Banach térben stirii £’
altér pontjaiban A\ — oo mellett. A kondenzécids elv szerint (1d. a 2.
oldal 1abjegyzete) innen kovetkezik az L) fiiggvények mindeniitt vald
konvergencidja A — oo-re, és ezzel az osszes U'f (f € L) vektorok jol-
definialtsaga.

(*x) bizonyitdsa. Tudjuk: barmely rogzitett A > 0 mellett [U[t)\] Dt > 0]
norma-folytonos kontrakcié-félcsoport L(L)-ben, és Uﬁ\} = I. Ezért az
el6z6 tételek szerint akdrmilyen (nemcsak £'-beli) f € L vektor esetén

toe (t/h) prnh
U[A]f—%{%;pn UL f
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frhaté a pi/™ = et/ h(t/h)"/n! Poisson-siilyokkal. Kovetkezésképpen
t t/h nh nh
1) = Ut /1l <hm\supzp(/ s f = UG£l

Mivel Ul = (Uf)" é Ul = (U],

])” egymassal felcserélhetd kont-
rakciok, tovabba mivel

Ur—V'=U"1'+U"2V+...+ V"YU -V) ha UV=VU,

itt
S aimlegts ~ogi <
< Zp(t/h)HU(n D URTO  U O UG f - U] <

< Zp(t/h)”HU[A]f - U fll-

Emlékeztetd: Z p(t/ h) = t/h egy t/h paraméterii Poisson-eloszlas
varhaté értéke Tehat

t
Zp(t/h)”[]{j\’ff — Ut < EHU&f— U fll =

Lon Loon
=1 HE(U[A] —I)f =+ (g _I)fH -
Vagyis minden A, > 0 és ¢ > 0 mellett

T
1Tff = U < Jim ¢ | @ty -7 - h(U[u 1| =
=t ||Apf — A f]| -

Tudjuk 2')-bl: g € L£'-nél Apyg = AAR(A)g = AR(\)Ag. Szintén 2')

ill. 3) szerint
Apng = AR(N)g = AR(N)Ag , Apg — Ag (A= o0, geLl’).
Ez befejezi (xx) bizonyitasat, hiszen ezzel

UL = Ulggll < tl|Apg = Ajagll = 1Ag—Agl =0 (A, p—o0, geL’).

Eszrevétel: ez utébbi mar biztositja az osszes [t — Ut f] (f € L)
fiiggvény folytonossdgat is. Ugyanis lim, .., vételével kapjuk, hogy
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||U{t>\}g —Ulg|| < T ||AR(A\)Ag — Ag|| valahdnyszor 0 < ¢t < T és g € L'.
Legyen T > 0 tetsz6legesen adott, és tekintsiik az Fy : £ — C([0,T], £),
Ex(f) = ([0, T) >t~ U, [’;\} f] linedris leképezéseket. Ezek tehét barmely
rogzitett g € £ helyen A\ — oco-nél konvergdlnak a C([0, 7], £)-beli max-
norméban. Mivel U}y, kontrakcid, a max-norma szerint || F\|| <1 (A > 0).
Ezért alkalmazhatjuL a kondezacidés elvet, amelynek konkluzidja: az F)
leképezések minden f € L helyen konvergalnak A — oo esetén. Ez pedig
azt jelenti, hogy a limy_.oo FA(f) = [[0,T] 2 t — U'f] (f € L) fiigg-
vények mind folytonosak.

A tétel bizonyitasahoz mar csak azt kell belatnunk, hogy
a) Ults =UU* (5,t>0), b)h Y U"'"-I)g— Ag (R\,0, geL').

Lemma. Ha (X,d) metrikus tér, F.G, F;,G; : X — X (i € I)
kontrakciok, amelyekre F; — F, G; — G pontonként, akkor F;oG; —
F oG pontonként.

Bizonyitas. Legyen x € X, € > 0 tetsz6legesen adott. Feltevés szerint
Jig Vi>ip d(Gi(z),G(x)),d(F;(G(x)), F(G(z))) < e/2. Ha i > i,
akkor

d(F;(Gi(z)), F(G(2)) < d(F;(Gi(2)), Fi(G(2)) + d(F;(G(2)), F(G(z)) <

d
d(Gi(x), G(x)) + d(Fi(G(x)), F(G(z)) <e . O

IA A

A Lemmébél azonnal kévetkezik Uf Uy = U'US (A — o0, s,t > 0),
hiszen az U[t/\], U! operdtorok mind kontrakciok. Mivel pedig U, [’5/\} Up =

UL — Ut s, kapjuk, hogy U'U® =U*** (s,t > 0), vagyis a) 4ll.

Mar tudjuk: [U bt > 0] erésen folytonos félcsoport. Ezért alkalmaz-
hatjuk ra az Osszefoglalds eredményeit. Igy 41l az ottani 1)+2) is.
b) bizonyitasa. Legyen L= {feﬁ : dgel WY (UMf—f)—g (h\O)}

és Ag = }lli{%h_l(Uh — 1) (g9 € L'). Az Osszefoglalas alapjan L/

stirfl altér L-ben, és minden A > 0 mellett M\ — A : £ « L' az
RN f= [ e MU'fdt (f€L) inverzzel. Innen b) rogtén adédik:
fowe—*tUt dt

(1]

/ > —Atyrt
geLl — g= R[H]()‘) ()\I—A[H])g: e U[u]()\I—A[“])g dt —
0
— / e MUYN — A)g dt = ROA)(M — A)g .
0
Vagyis 1) +2) alapjan R(A) = R(\) (A >0). Igy A= A. O
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BOLYONGAS RACSON,
DISZKRET POTENCIALELMELET

Az egész fejezeten at

H:=%Z%, d>2 (ahol 4 = {egészek}) ,
[X(t): t=0,1,2,...] , X(t):Q—H bolyongds H-n ,

olyan sztochasztikus folyamat, amelynél az eq, ..., eq egységvektorokkal
X(t+1)-X(t) L{X(Q1),....X1#)}  (t=0,1,...),

P(X(t-l— l)zx—l—aek’X(t):x) = %1 (reH,o=%1, k=1,...,d).

Megjegyzés. [A bolyongds elnevezés eredete]. Tekintsiink egy részecs-
két, amely egy xg € H pontbdl indul ki, és minden idGegység elteltével
teljesen véletlenszerlien egy szomszédos H-beli racspontba megy at. En-
nek modellje egy olyan, a (B) axiémat teljesits folyamat, ahol P (X (0) =
xo) = 1. Ekkor P(X (t) = y) annak a valésziniisége, hogy a részecske a t
idopontban az y racspontban van.
Az &ltalanos eset fizikai interpretacidja: részecskék egy rendszere mozog
H pontjain, gy hogy minden egyes individuum a mozgéasa tobbiektol
fiiggetlen bolyongds. Ekkor P(X(t) € A) = [a részecskék hényadrésze
van az A halmazban a ¢ id('ﬁpontban].

Propozicié. [X(t) ot = 1,2...} iddfiggetlen datmenetd Markov-
folyamat, amelynek dtmeneti mdtriza

M= [Hmy} I, = [(Zd)*l ha ||z — y|l1 = 1, 0 egyébként
xz,yeH

Bizonyitas. Belatandé: mindig

P(X(0)=z¢,...,X({t)=2¢) = P(X(0)=20)Lsyz, - - s, 0,
A (B) axiéma szerint az X (0), X (1) — X0),...,X(t) — X (t — 1) valdszi-
niiségi valtozok fiiggetlenek, és II,, #0 <= |z —y|1 = 1. Ezért

P(X(0)=z¢,...,X(t)=2;) =
P(X(0)=z0, X(1)— X (0)=21—w0,..., X(t)—X(t—1) =21 —2_1) =

a

P (X(0)=w0) [ P(X(s)=X(s—1) =25 1) =

2d)"t h — S — . =1
(X(0)=10) (2d)™" ha [|z1 — 0| T e =zl =1, _
0 egyébként

(X(O) :xO)onxl T H$t—1$t - g

a

P
P
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Jeldlés. p(n,z,y) =P (X(t+n)=y|X(t) =z) = [II"]

g(x?y) = Zp(naxmy) :
n=0

Fizikai interpretacio:

p(n,z,y) = Plegy részecske n idé alatt x-bdl y-ba jut],

g(z,y) = g(y,x) = [z-bél varhatdéan hanyszor jut y-ba a részecske].
Térbeli eltolasi és tiikrozési invariancia:

p(n,z,y) = p(n,y,x) = P(n,y — x,0), p(l,x+ex,x)=1/(2d).
Konvencié. Az altalanossag megszoritasa nélkiil

Q.= {{0, ,2,..} - H fﬁggvények},

X(t):Q3w—w(t) (t=0,1,...),

{Valészinﬁségi Véltozo'k} = { X(0), X(1),...-b6l véges miiveletekkel és
pontonkénti limesszel képzett ﬁiggvények} .

Ekkor 1 =P{w e Q: |w(t+1)—w(®)|1=1 (t=0,1,...)}.

Jelslés. P, (A) := [P(A) anndl a folyamatndl, ahol X (0) eloszldsa
az (x) pontban koncentralédik]
E.(¢) = [a §:Q— H valbszintliségi valtozd
varhaté értéke P, szerint} .
Ekkor
p(n,z,y) = Polw: w(n) =y}
9(@,y) = Eglw — #{t : w(t) = y}] .

Gyakorlat. E,®(X(0),...,X(t)) =
= Zzl ,,,,, Zn_1 CI)('% RlyeeeyRz—1, y)Hmvyl]:[ylZQ o 'HZn—2zn—1HZn—1y :

Bizonyitas. Tekintsiik az

R? > 60 — F,(0) := Zp(n,x, y)et 0y

Yy
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karakterisztikus fiiggvényeket. Ezekkel

/ / “02dgy ... do,, =
91—*71’ d_f

g(z,y) = (2m)~¢ Z Fo(6) e~ 100 g .
oel—m,7]? p="00
Eszrevétel: .
F.(0) = Em(elwaX(n))) )

Mivel X (1) — X(0),...,X(n) — X(n — 1) azonos eloszlasu fiiggetlen
valoszintliségi valtozok,

F,(0) = E (¢ i(0,X (n)) ) = (ei(a,X(O)—i-[X(l)—X(O)]+...+[X(n)_X(n_1)]> _
— Ex(ez (0,X(0)) ,i(0,X(1)=X(0)) . ., i(Q,X(n)—X(n_1)>] _
— Em(ez (0,X(0)) )E, (e i(0,X(1)— X(O))) Em(ei<9,X(n)—X(n—1)>) _
= E, (/"X ON)E, ({0 X1)=X(0)yn

Itt X (1) — X(0) P,-szerinti eloszldsa: Px(X(l)—X(O) - ek> -
P, (X(l)—X(O):—ek> = 1/(2d). Ezért

1
d

M=

F,(0) = "0 [ (ci® + e_wk)]n _

\)

1

SHN
=7

_ €i<0,x>[ Cos Hk] :

k

1

00 d
; 1 no
9(z,y) = (27T)_d/ et(:2) Z [ p Z cos O, ] e~ 10w do =
oe[—m,m]¢ n—0 1
\—,_/
||.]]<1 6—m.m.
1

= (27T)_d/ 6i<9,m—y> - do —
o] —m,m]¢ 1— L5 | cosb
; 1
_ (27T)_d/ ez(@,x—y) - y do —
oel—m,m]4 32 et (1 —costy)

= d(27r)_d/ ei<07x_y> y 1 de )
o€—m,m)4 23 0 sin?(0y/2)
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Eszrevétel: mivel d > 2 és sin ¢ > 20 (0<p <3,

/ L d9</ ;d9<oo 0
oc[— Zk , sin (Qk/2) oc[—m,m)d QZk 1 0

Kovetkezmény. Az x-bol kitndulo részecske-utak 1 valdsziniiséggel csak

véges sokszor térnek vissza x-be: P{w Dt w(t) =) = oo} =0.

Definicié. Barmely B C H halmaz esetén

mp(z) :=P,(3t X(t) € B),
B tranziens: Jz wp(r) <1,

B rekurrens:  nem tranziens, azaz VYV wp(x)=1.

Példa. i, (w) =P, (I D —y]) < ipx (X

Tétel. g(z,y) -0 ([l —y|| — o).

Bizonyitas. Az eltolas-invariancia miatt g(x,y) = g(0,z—y). Masrészt

g(0,v) = (2m) ¢ ;l/ee[ ﬂﬂ]d o) (Zsm >

Altaldban is, hasonléan a Riemann-Lebesgue lemmahoz,

/ e OV F(9)dd — 0 (v — o)  VfeL'(-mm?®. O
o€[—m,m]d

Megjegyzés. Bizonyitds nélkiil: g(z,y) < ||z —y|*>~* (|z — y|| — o).

Ko6vetkezmény. B véges, = Ir >0 Vz |z| >r= > g(z,y) <1.
yeB
Azaz véges halmaz tranziens.
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Jelolés. A tovabbiakban barmely f: H — IR fiiggvényre

SH

1

k:l

f(z+er)+ flz—ex)] (r e H).

Definicié. Az f: H — IR fiiggvény
harmonikus, ha f = Pf,
szuperharmonikus, ha f > Pf.

Megjegyzés. 1) f harmonikus <= (I — P)f = 0;
2) f szuperharmonikus <= (I — P)f > 0;
3) f20= Pf>0, f>g= Pf=Py

Propozicié. wp szuperharmonikus, sot
d

r¢ B= mp(x)= Z 21d [ﬂ'B(l’ +er)+ (T —er)l.
1

Bizonyitas. Tekintsiink egy z-bdl indulo részecskét. Ha x € B, akkor
egyszerlien mp(x) =1= Ply(x) > Prg(z). Ha ¢ B, akkor

mp(r) =P,(3t X(t)€B) =
d
=Y [Po(X()=zter, It=1 X(1)€B)+
k=1

+P(X(W) =z —ep, Ft>1 X(t)eB)}:

I
M~

[Po(X(1) =2+ 1) Paye, (3t 20 X(1) € B)+

B
I
-

+P(X(1) =2 —e;)Pre, (3t >0 X(t) € B)} -

I
M~

1 1
[ﬁﬂ'B(x + 6k) ﬁT"B(af — ek)} O

B
I
—

Jelolés.

mp(x) =P, (az X (0) = 2-bdl indulé részecske co-szer megy B—be) .
Lemma. 7p harmonikus.

Bizonyitas. A Propozicié bizonyitasahoz hasonlé, x € B nem relevans.

O

Tétel. Korldtos harmonikus fiigguény konstans.
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Bizonyitas. Altaldban is, ha g : H — IR egy feliilrél korlatos har-
monikus fiiggvény, x1,xs,... pedigegy olyan sorozat, amelynél g(z,) —
sup g, akkor barmely uw € H egységvektor iranyaban

g(zn +u) = 2dg(zy) — Z g(@n +e€) =
e:efu, [lef =1
> 2dg(x,) — (2d — 1)supg — supg .

Ezért g(x, +h) — supg minden h € H vektorral.
Legyen f : H — IR egy korlatos harmonikus fiiggvény. Az el6bbi
észrevételt g helyén a szintén korlatos harmonikus

fe(@) = f(x+e)—f(z) (zeH, |efi=1)

eltolasi differenciafiiggvényekre alkalmazva megmutatjuk, hogy f. < 0
minden e egységvektor mellett, ami csak az f = kostans lehetéséget
engedi meg. Valéban, tetszoleges ¢ > 0 ill. e egységvektor mellett egy
fe(xt) —sup fe (n=1,2,...) sorozattal

sup f —inf f > f(x7, + le) — f(z},) =
-1
fe(xz +k6) — ! Supfe .

~

e
I
=

Innen sup fo < £ t[sup f —inf f] -0 (£ — o). O
Kovetkezmény. g =0 vagy7Tg =1 bdrmely 0 # B C H halmazra.
Bizonyitds. Legyen () # B C H adott. Mivel 0 < g < 1, a Lemma
alapjan 7p = konstans. Vegylink egy tetszoleges x pontot. Definicié
szerint
Tp(r) =P, (A), ahol A:={w:#{t:w(t) € B) =00} .
Eszrevétel: az A esemény fiiggetlen a teljes eseményalgebratol, mivel
AL (X)) =y) Vi,y .

Bizonyitds: P, [AN(X (1) =y)] = Pw{w: #{t: w(t)e B}=00, w(f):y} =

P,(w(@)=y)Py{w: #w(t)=B}=o0c}. A Rényi-féle 0-1 tétel szerint ez
csak ugy lehet, ha P, (A) € {0,1}. O

Tétel. B rekurrens <= 7w =1, B tranziens <= 7g = 0.
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Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy B tranziens. FEkkor definicié szerint
valamely z € H pontndl np(z) =P,{w: I w(t) =B} < 1. Mivel
trividlisan 7p < mp(x), sziikségképpen Tp = 0.

Tegyiik fel, hogy B rekurrens. Eszrevétel: ekkor barmely x€ H mellett
a mp(x) =1 relacid jelentése

Pcc(An) =0, ahol A, := {w s w(t) € B VYt > n} )
Vagyis 0 = Px< U An) =1—7p(z) =1—7p definici6 szerint. O
n=1

Megjegyzés. A Tétel motivalja a rekurvens-tranziens elnevezést
Megjegyzés. Analdgia:

I—PNWA m@mwm},
ahol

Af(z) = ll{% riz Hétlag a {z e R?: |z — |2 = 7’} gémbén} - f(x)]

d
82
az IR%-beli Laplace-operator (Af = Z 8_2f’ ha f € CQ(IRd)). Egy
x
k=1 "k
¢ € K(RY) toltéssiirtiség* esetén a Coulomb-féle potencial-fiiggvény
f(x) ::c-/L)d_z dz
|z — |3
alaki (valamely ¢ konstanssal), és ez teljesiti a
Af =
Laplace-egyenletet.
Cél. Az I—P ~ A analégia alapjan H-f6lotti potencial-elmélet az
I —-P)f=¢
egyenlet f megoldésaira. Formalisan (I—P) 1o = p+Pp+P%p+--- a
szokdsos Neumann-sorfejtés. Latni fogjuk: ez mikddik, ha ¢ = (I—P)f,

ahol a ¢ > 0 fligguény szuperharmonikus (pl. a p=(I—P)rp esetben),
és vele egy klasszikus Riesz-féle felbontdsi tétel analogonjat nyerjiik.

* K(RY) := {p e CRY) : Ir>0 o(2)=0 (||z|2 > r)} a kompakt tartéju folytonos
fliggvények halmaza.
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Definicié. Az f: H — R fliggvény excessziv, ha f,(I—P)f > 0.
A ¢g:H — R filiggvény potencidl-figguény, ha Jp g= > P"y.

n=0

Jelolés. Gy := > P"p a Green-operator, Gy ¢ potencidlja.

n=0
Lemma. Ha az [ filiggvény excessziv, akkor Pf is excessziv, és
f>Pf>P*f>...\,f, ahol f>0 harmonikus fiiggvény.

Bizonyitas. Altaldban is, fi > fo= Pf1 > Pfy. Legyen f excessziv
fliggvény. Ekkor a f > Pf > relaciobdl indukcioval kapjuk, hogy
prtlf = p(P*f) > P*f >0 (n = 0,1,...). Kévetkezésképpen az
f:= lim P"f >0 fiiggvény jol-definidlt. Ezzel

n—oo

PF=Y" oo [+ ) 27(a) + Fw — )] =
k

d
=1

d
=l ) o [P F 4 en) = 2P () + P" f(x — ex)] =
=1

= lim P(P"f)= lim P""'f=f. 0O

n—oo

Tétel. Minden excessziv fiigguény felbonthato [potenciél—ﬁiggvény] +
[nem—negativ harmonikus} alakban. Nevezesen, ha az f: H — IR figg-
vény excessziv, akkor

f=Go+f,
ahol f:= lim P"f és p:= (I — P)f>0.

Bizonyitas. N — oo mellett
N N
S Pro=Y (P f-PHf)=f PV —f-F. O
n=0 n=0

Cél. Alkalmazas f := mp-re.

Lemma. Legyen ¢: H — IR korldtos fligguény. FEkkor
Pro(x) =Y p(n,z,y)e(y) = E.0(X(n))  (z€H).
y
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Bizonyités. Indukcié n szerint. Az n=0 eset trividlis (p(0,z,y) =0dzy).
Az indukcids 1épés

P Hlp(x) = [P"(Pe)](x) = > _p(n,z,y)Pe(y) =

d z z
— Zp(n,x, ) %j Z [go(y +ex) + oy — €k)] =
Y k=1
T
= 24 [p(n, x,z—eg)+pln,z+ €k)} p(2) =
z k=1

Tétel. 1) P'mwp(x) = P.(A,), ahol A, :=(3t>n X(t)€B).
2) Ha B tranziens, akkor mp(zx) = Gep(x), ahol

op = (I—P)rg, op(x)=P, <X(0)6B, V>0 X(t)g_fB).
Megjegyzés. Trividlisan B rekurrens = mp = 1.
Bizonyitds. 1) Akdrmilyen () # B C H esetén

p(n, z,y)mp(y) = Pe (X (n)=y) P, (3t>0 X(t)eB) =

_Pp <x—b61 indulé részecske n 1épésben y-ba jut, majd onnan B—be) -

:Pw<X(n)=y, 3t>0 X(t+n)€B> = A, N (X(n)=y) .

Innen

Phrp(z) =Y p(n,a,y)ms(y) =

-Y"p, <An N (X(n):y)) =P, (A,) .
2) Tudjuk: mp(z) = i_o: P'op(x)+7g(z), ahol pp(z):= (I-P)rp(x)

n=0
és 7p(x) := lim P"mp(x). Az 1)-beli Ay, A1, A;... eseményekkel
AQDAl DAQD"-, és

75(2) = lim Po(4,) = lim P(x)( fj A) .
ﬁ Ay = (vn Jt>n X(t)eB) = <#{t: X(t)eB)} = oo> .

45



igy m5(x) =0, mivel B tranziens. Vagyis

pp(r) = 1p(1) — Prp(r) = Py(Ag) — Py(4;) =102
= P,(4g\ A1) =P, (X(0)eB, At>0 X()€B) . O
Jelblés. 75 :=min{t: X(t)eB} (azaz 7(w)=min{t: w(t)€B}).

Interpretéié: az w : {0,1,...} — H mozgés a 7p(w) id6pontban jut el6szor
B-be.

Lemma. Zy:Pa7 (X()=y)E,(0(X(1)) = Ez(o(X (T +1))). O

Tétel. Tegyiik fel, hogy f =Gy a ¢ fliigguény potencdlja. FEkkor

D f@) = S y)ely) = Soly) = . § o (X (1))
2) Emf(X<TB)) =E, > gp(X(t)).

t>1p

Bizonyitas. 1) Tudjuk: Pp(2)=3_p(n,z,y)e(y), 9(z,y)=3_ p(n, z,y).
Yy n=

0
Trividlisan f(z) = io Pry(x) = Zp(n x,y) = Zg(m y)e(y). Ezért

:ZSO(y)Pm( ZQO p(t,x,y) .

2) Legyen q(n,y) :=P,(tp=n,X(n)=y) (a részecskék ennyied része
ér B-be el6szor az y pontnal az n idépontban). Eszrevétel: > q(n,y) =
P, (X(18)=y). Ezzel -

E.f(zX (1)) Zf (TB=n,X(18)—X(n)=y) =

— Zq n,y)f(y) :1) miatt
n,Y



Kovetkezmény. Az f = Gy potencidl-fiigguény esetében

=Y E.o(X(t) = E.f(X(18)) + Y Eop(X(t)

t<Tp

Ha suppy C B, akkor ¢(X(t)) =0 (t <7g), és f(z) =E.f(X(B)).
O

Definicié. Mint az elektrosztatikai esetben, a B halmaz kapacitdasa

C(B) := SUp{ > ely): 0< ¢, supp(p) C B, Gy < 1} :
yeB

Tétel. Ha a B halmaz tranzienes, akkor

>0 supp(p) CB, Gp<1, > o¢(y)=C(B),
yeB

mégpedig a ¢ = op = (I — P)tp figgvény (amellyel Gop =p).

Bizonyitas. Tudjuk: ¢p(z) =P, (X(0)eB, Vt>0 X(t)¢B).
Mivel supp(¢p) C B és 0 < Gpp =7p <1,

v ¢ B= pp(z) <P, (X(0)eB) =P(X(0)=z€B) =0.
Tegyiik fel, hogy 0 < ¢, supp(p) C B és f:=Gp < 1. Ekkor

f(x) =E.f(X(8)) < Pu(7 < 00) = np(x ),
Zso = (p|mp) ahol {fi|fs): Zfl

Eszrevétel: G szimmetrikus operdtor a (-|-) skaldrszorzat szerint, mivel
fi, f2 > 0 esetén

(GhH|f) = Z [Zg@/, z)ﬁ(z)}fz(y) =
- z 2)faly) = (H1|Gf2) -

= g(z y)

Innen

> oly) = (¢|Ger) = (Goles) < (1es) =Y ely) . O

Y
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Ko6vetkezmény. C(B) = Y ¢p(y) .
yeB

Lemma. Véges sok tranziens halmaz unidja tranziens.

Bizonyitas. Legyenek Bj,...,By H-beli tranziens halmazok, azaz
4

P'rp,,...,Prg, - 0 (n — o0). Ekkor 7p,u..uB, < Y. Br és igy
k=1

0
Pnﬂ'Blu...UBé S Z Pnﬂ‘Bk — 0 (7’1, — Qo) D
k=1

Tétel. d =3 dimenzioban B tranziens, ha

=, C(By)
Qk

< oo, ahol By:= {x D 2R <z < 2'“} :
k=0

Bizonyitas. Dont6 észrevétel (még belatandd):
o0 [&.¢]
C(By
S wn0) <00 = 3 TP o
k=0 k=0

(x) alapjan ugyanis vehet6 olyan n, amelynél

zz:ﬂBk«D <1
k=n

Ekkor a B, :=J;,, Br halmaz tranziens, mivel 75, (0) < i 75, (0).
Kovetkezésképpen e
B =ByU---UB,_1 UB, = [véges| U [tranziens] =
= [tranziens| U [tranziens| = [tranziens] .
(*) bizonyitdsa. Tudjuk: mp,(0) = > g(0,y)¢Bk(y), ahol valamely
~v >0 konstanssal g(z,y) <]z — ny{ (x,y € H). Tehét

Y
9(0,y) < o1 (y € Bx) ,

m(0) < g > oY) = 5 C(Br)

IN

Vagyis > 7p,(0) <> 2,116’(316), ahonnan (%) kozvetleniil adédik.
k k
O

Megjegyzés. Erdekesebb (de nehezebb) a forditott:

5~ C(By)
d=3 és ), =5 =00 esetén a B halmaz rekurrens.
k=0
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FUGGELEK

Kiterjesztési elv

Definicié. Egy ¢ : X — Y leképezés M -kontrakcio az (X,9),(Y,d)
metrikus terek kozott, ha

d(gb(:vl)qb(xg)) < M(;(I‘l,xg) (xl,l‘g € X)
Tétel. Ha (Y,d) teljes tér, akkor minden sird halmazon értemezett

¢ : Xo = Y M-kontrakcid kiterszhetd folytonosan az egész X-re. Ez a
szukségképpen egyértelmic ¢ : X — 'Y kiterjesztés eqgyben M -kontrakcio.

Bizonyitas. ISMERT.

Kondenzacids elv

Tétel (nem-linedris valtozat). Tegyiik fel, hogy (X,5) metrikus tér,

(Y,d) teljes metrikus tér, Xo stirit C X, és a ¢1,¢2,... : X = Y
M -kontrakcidk konvergdlnak pontonként egy ¢ : Xo — Y leképezéshez.
Ekkor ¢ is M-kontrakcio, és a ¢1,¢1,... : X — Y folytonos kiter-

jesztések is konvergdlnak X minden pontjdndl ¢-hoz.

Bizonyitas. Konnyen lathaté: M-kontrakciok pontonkénti limesze is M-
kontrakci6. Tehat a pht : Xg — Y leképezés is M-kontrakcio, és
fgy az ¢ : X — Y Kkiterjesztés is M-kontrakcié. Hasonléan a kiter-
jesztett ¢, : X — Y leképezések is mind M-kontrakcidk. Legyen z € X
tetszOleges pont. Az ¢,(x) — @(x) konvergencia bizonyitdsa: legyen
e > 0 tetszolegesen adott. Mivel Xj strii C X, van olyan zg € Xj
pont, amelyre d(x, z¢) < €. Feltevés szerint itt ¢, (z) — ¢(z). Vagyis van
olyan v index, hogy d(¢,(zo),¢(x0)) < e (n > v). Ekkor a haromszog-
egyenlStlenség szerint, tovq’abba mivel az ¢,,, ¢ folytonos kiterjesztések
M-kontrakcidk,

n>v= d(¢n(r),(r)) <

S d(a(x)v ¢n(x0)) + d(gbn(IO)? ¢($0)) + d(gb(ang(l‘)) S
< Me+e+ Me=Const.e . I

Riesz-Weyl lemma
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Tétel (Riesz-Weyl lemma). L!-térbeli mdsodrenben véges utat alkotd
fiigguénysorozat majdem mindeniitt konvergens: ha fi, fa,... € L*(u)
olyan fiigguények, hogy

1/2 1/2
Iy = fll i, + Ife = Fall i+ < oo,
akkor fn,— f pontonként p-majdnem mindenditt eqy f€ L) fiigguényhez.

Bizonyitas. Legyen az n = 1,2,... indexekre

€n = || fn — fn+1H1L/12(u)7 Sni=Aw: [falw) = fapr(w)] > en} .

Az Q \ S, halmazon |f, — fnt1|Sn < en, ésigy az

Qp = Ok(ﬁ \ S,) =0\ Uksn

halmazokon a ) (fn — fnt1) sor pontonként abszolut konvergens:

S 1 @) = o @) € en <00 (WEQ k=12,...).
n=k n=~k

S6t abszolut konvergens ezek egyesitésén, az
Qo= w=0\ (U Sk) =\ liminf S,
k=1 n k>n

halmazon is. A Markov-egyenl6tlenség szerint
p(Sn) < I fn = forillrwy/en = €n (n=1,2,...).

Vagyis > o7, u(Sp) < oo, ésigy p(liminf, S,) = limg_oo > vy & = 0.
O

Kovetkezmény. L'(u)-beli Cauchy-sorozatnak van pontonként p-majd-
nem mindenitt konvergens részsorozata.

Bizonyitds. Legyen fi, f2,... Cauchy-sorozat L!(u)-ben, tgy, hogy
ka — ngLl(u) <e (k,g > I/(e’i), g > O) ekkor pl. az [fy(1/4n) Ln =
1,2,.. ] részsorozatra || f,1/4m) = fojantnyllLr < 1/4" (n=1,2,...).
Ez pontonként p-majdnem mindeniitt konvergal, mivel Y 7 /1/4" =
1 < o0. O
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