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ELOSZO

Amikor Cauchy alapveté munkassagat betetézve 1884-ben Goursat vonalin-
tegral-lemmaja nyoman kideriilt, hogy egy fiiggvénynek elegend6 csak a komplex
értelemben vald differencidlhatésdga ahhoz, hogy minden pontja koriil Taylor-sorba
fejthetd legyen, a matematikus kozvélemény joggal tekintette ezt az eredményt
mint Newton alméanak beteljesedését: megtalaltuk azt a természetes kontextust,
ahol minden fiiggvény ”végtelen polinom”, és nincs helye az ezid6tajt kialakuld
valos fiiggvénytan ” patologikus fiiggvényeinek” . Ezzel vilagossa valt, hogy rengeteg
végtelen egyenletrendszer kezelhetd az analizis eszkozeivel fliggvényegyenletekként,
ill. differencidl-egyenletekként — sorfejtéseket hasznalva. Csakhogy a fizikai al-
kalmazdsok jél-ismert végtelen egyenletrendszerei (amelyeket mi mér nagyrészt
csak analitikus formdban ldtunk: mint parcidlis differencidlegyenleteket) dltaldban
tobbvéltozos fliggvényekre vezetnek. S6t, Heisenberg eredetileg ”vegytisztan”
végtelen linedris egyenletrendszer formdajdban megfogalmazott hatdrozatlansagi
relaciéi a szigord matematikai targyalas soran végtelen-dimenzids terek kozotti
fliggvények vizsgdlatahoz vezettek. Ez utobbiak ugyan kezdetben csak linearisok
voltak, a térelméletek kés6bbi fejlodése azonban mar nemlinedris fiiggvényeket is
megkovetelt. A XIX. szdzad matematikusai errél mit sem sejthettek. Természetes
volt azonban, hogy az egyvaltozds holomorf fiiggvényeken til n-valtozds analitikus
(lokalisan n-valtozés hatvanysorokkal megadhaté) leképezéseket is vizsgdljanak.
Mér Riemann taldlt olyan eredményeket, amelyek meglepGen éles kontrasztban
voltak az egyvaltozds tapasztalatokkal. Példaul egy, az origéon kivil mindeniitt
értelmezett komplex-analitikus fliggvény mindig folytathaté holomorf médon az
egész térre 1-nél tobb dimenzidban, szemben az 1/z fliggvény trividlis esetével.
S6t, 2-dimenziétdl kezdve még olyan korldtos tartoményok is vannak, amelyek
topologikusan egy gémbbel ekvivalensek, mégis minden rajtuk holomorf fiigg-
vény folytathaté holomorf médon egy nagyobb tartomanyra — szemben az egy-
dimenziés konform leképezések alaptételével, mely szerint egy korlappal toplogiku-
san ekvivalens korlatos tartomany injektiv holomorf médon réaképezhetd az egység-
korlapra; az egység-korlapon azonban léteznek a hatar felé végtelenhez tarté, s igy
nagyobb tartoményra holomorf médon nem folytathaté holomorf fliggvények. A
”végtelen polinomok képletszeri folytathatdsdga” a sorfejtés abszolutkonvergencia-
tartomanyan til — mint a log(l — z) = — Y07, 2™ /n fiiggvény esete az (|z| < 1)
koron kivill — megragadta mar Euler figyelmét is. Ot ez a jelenség a divergens sorok
vizsgalatara 6sztonozte. A holomorfia—sorfejthetéség elv kovetkezetes alkalmazdsa
egészen mds irdnyt adott a kutatdsoknak: a tobbrétl tartomédnyok (Riemann-
feltiletek), majd a komplex sokasigok és a homolégiaclméletek felé vezetett. E
fogalmi apparatus elemeit jelenlegi matematikai oktatasunk sajnos alig targyalja,
igy ennek a nagyon fontos témakdrnek csak a tobbrétli holomorfiatartomanyokkal
kapcsolatos alapismereteit tudjuk bemutatni a konyvben. Ennél messzebb jutunk
egy masik irdnyban: a végtelen-dimenzios holomorfia felé.
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A tébbvaltozés komplex fliggvénytannal vald elsé taldlkozdasomkor, mely
Edoardo Vesentini PhD-kurzusan tortént a pisai Scuola Normale Superiore-n 1977-
ben, megdobbentett, de egyben nagy 6rémmel is toltott el, hogy az eléadas masodik
féléve mar a Banach-terekbeli holomorfiaval kezd6dott, azaz hamar atugrottunk
?végtelen valtozéra”. Pedig ennek az oktatasi koncepciénak természetes a mag-
yardzata: amiéta a modern, immér kozépiskoldban is tanitott fliggvényfogalom
létezik, a "tObbvaltozos” jelzd paradoxul hangzik: minden fiiggvénynek definicié
szerint csak egyetlen valtozdja lehet. Példaul a kétvaltozdsnak tekintett zq + 2o
fiiggvény valéjdban nem més, mint a ((;,{2) rendezett komplex szampérhoz a
(1 + (2 Osszeget rendel6 fiiggvény, amelynek értemezési tartomanya a C x C
Descartes-szorzat, egyetlen valtozdja tehdt a (z1, z2) par. Ebben a szellemben pedig
mar "els6 nekifutdasra” is gy célszeril a vizsgalatokat végezni, hogy valamilyen
X vektortéren értelmezett fliggvényeket tekintiink, és megprébalunk egy olyan
kalkulust kialakitani, amelyben érvényes marad a Taylor-sorfejtés f(a + h) =
S0 o fM(a)h™ képlete. Mi lehet itt az f(™)(a)(z — a)™ kifejezés értelme, ha
x és a vektorok, és milyen értelemben Osszegezhetd végtelen sok vektor? Az elsd
kérdés, mint latni fogjuk, természetes mdédon vezet a vektorpolinomok tisztan al-
gebrai fogalméhoz és a linedris algebra kiterjesztéséhez. A mésodik kérdésre is van
kezdeti kézenfekvo véalasz: a szam abszolutértékével analég médon a vektorokhoz
"hosszértéket”, azaz norméat kell rendelni, és olyan X terekben érdemes dolgozni,
amelyekben a Cauchy-sorozatok a szamok esetéhez hasonléan konvergensek — azaz
valéban célszerli tanulmanyainkat Banach-terekben kezdeni.

Ez a konyv a Szegedi Tudoményegyetemen matematikus, fizikus és matem-
atikatanar szakos hallgatok szamadra tartott eléadasaim kibdvitett valtozata. Ere-
detileg  Wilhelm Kaup 1990-es brillidnsan tomor tiibingeni el6adasait vettem
mintdul. Ezeket kb. III. éves, matematikusnak, ill. matematikatanarnak késziilé
hallgatdk vették fol a szokédsos egyvaltozos komplex fiiggvénytani kurzus, ill. egy
metrikus és normalt tereket is targyald valds analizis utan. Kaup inditétémaul
rogton a Banach-terek f6lotti hatvanysorok konvergencidjat valasztotta, amit Rie-
mann folytatdsi tételeinek 1j, az analitikus halmazokat is szokatlanul targyalo,
és az un. Weierstrass-féle preparaciés tételt kikeriils, koordinatamentes bi-
zonyitasai kovettek. Majd pedig sorra jottek a Riemann-feliiletek és a holomorfia-
burkoldk konstrukciéi fiiggvénycsirak terein. A maésodik félévben a komplex
Banach-sokasdgok és a holomorf-invarians Finsler-metrikak kovetkeztek. E kiin-
duldsbdl felépitett szegedi elédadasom az évek soran — oktatasi tapasztalataimat
kovetve — alaposan atalakult. Konyvem tiikrozi e valtozasokat.

Az elsé fejezetben csak 2-valtozos holomorf fiiggvényekkel foglalkozom. Olyan
kérdést is targyalok, hogy mi a hatvanysor konvergenciatartoményat leird
Cauchy-Hadamard-formula 2-dimenziés valtozata. A Cauchy-féle integralformulak
2-valtozds varidansa alpjan pedig teljes részletességgel bebizonyitom Hartogs tételét
a parcidlis holomorfia elegend6ségérol. Ez ardnylag ritka a tankényvekben, pedig a

2



hallgaték érdeklédnek iranta. Itt lehet alapismereteket szerezni a szubharmonikus
fliggvényekrdl is.

A maésodik fejezet mar ”végtelen-dimenziés”, de csak az 1-dimenziés ismert
elvek, mint pl. a maximum-elv kozvetlen altalanositasat vissziik végbe olyan
(Gn. Gateaux-holomorf) leképezésekre, amelyek 1-valtozds metszetei holomorfak
a szokasos értelemben. Ez alkalmat ad a klasszikus anyag atismétlésére, mésrészt
a bizonyitdsok egyszerii 1-dimenzidés séméja segithet eloszlatni a ”matematikai
tériszonyt” (azaz, némi szdjatékkal, az idegenkedést a tobbdimenzids terektél).
Az elmélet erejét mér ezen a szinten is demonstralandé, a példdk kozott bemu-
tatom a nevezetes linearis operatorelméleti Putnam-Fuglede-tétel Rosenblumtdl
szarmazo, lélegzetelallitéan rovid bizonyitasat az dltalanositott Liouville-tétel al-
kalmazéasaként.

A harmadik fejezetet a vektorpolinomok algebrajaval kezdem. A szokédsos po-
larizaciés formuldk mellett bemutatom a Cauchy-féle integralformula diszkrét
valtozatat, amelyb6l Banach-terekben valéban megkaphaté hataratmenettel az
integralformula — teljes dltaldnossdgban holomorf leképezésekre is (azonban a
Banach-tereknél egy direktebb utat fogunk jarni). A tiszta algebrai kezdet utdn
attérek vektor—vektor hatvanysorfiiggvényekre, majd a Fréchet- és Weierstrass-
féle holomorfiafogalmakra normalt terekben.

E harom, bevezetének tekintheto fejezet utdn a negyedik az, amely az els6
igazdn modern eredményeket targyalja immadar a Banach-terek kontextusaban.
Megmutatom, hogy az altalanossdgnak mennyiben nem megszoritdsa az elmélet
Banach-terekre valé korldtozéasa. A fejezet f6 téméja a Banach-térbeli holomorfia
két alaptétele: a folytonos gyengén Gateaux-holomorf, ill. az egy pontnal korldtos
Gateaux-holomorf leképezések sorfejthetésége (Weierstrass-holomorfidja). A fejezet
alkalmas 6nall6é rovid kurzus anyagaként is a Banach-térbeli alapelveket ismerdk
szaméra. A konyv fliggelékében felsoroltam a sziikséges eldismereteket — valéjaban
éppen az olyan alkalmazédsokon keresztill lehet jol elsajatitani ezeket, mint ami-
lyenek ebben a kdnyvben is taldlhaték. A folytonos Gateaux-holomorf leképezések
sorfejthetéségét a Hartogs-tétel helyett az elemi analizisbdl ismert, a parcidlis de-
rivéltak folytonossagabdl a totélis differencidlhatésdgra kovetkezteté Lagrange-féle
tétel alkalmazdsaval bizonyitom; s a masik alaptételnél is csak a 2-valtozds (tehat az
els6 fejezetben teljességgel targyalt) Hartogs-tételt haszndlom. E fejezet foglalkozik
még a korlatos tartomanyok kozti holomorf leképezések néhany alaptulajdonsagaval
is.

Az 6todik fejezet legérdekesebb része Riemann mar emlitett két foly-
tatasi tételének Kaup-féle bizonyitasa. A Hartogs-csé itt hasznélt fogalma tolem
szarmazik ugyan, de pontosan az eredetileg vazlatos Kaup-el6adas alapeszméjét
tiikrozi. Természetesen ez a fejezet a holomorfiatartoméanyok és a pszeudokonvexitas
klasszikus témakorét is feloleli, mégpedig koordinatamentes, végtelen dimenzids
megkozelitésben. A Levi-sejtés megolddsat bizonyitds nélkiil ismertetjik.
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A hatodik fejezetben keriil sor a Riemann-feliiletekre. [jgy tlinik, ezek az egy
dimenziéban is fontos strukturak tavol dllnak oktatasi hagyomanyainktél — a fligg-
vényosztalyok univerzalis holomorfia-tartomanyahoz sziikséges fliggvénycsira—
kéve-konstrukcidkrdl (az angol szakirodalomban ”sheaf theory” néven ismert
elmélet elemei) nem is beszélve. A tobbrétii tartomanyokhoz a tobbértékii holomorf
fliggvényeket érintve jutok el . Az univerzalis holomorfia-burkolék megalkotasahoz
a topologikus ”sheaf’-konstrukcidok bevezetése helyett a holomorf fiiggvények
gbrbék mentén vald kiterjesztését vettem alapul. A fogalom hasznossagat sokakhoz
hasonléan korszert tartomany burkoléjanak példajaval illusztralom.

A két utolsé fejezet geometriai ihletésti, mondhatni bevezetés a korlatos tar-
toméanyok holomorf geometridjaba. E témakor jelentOségét az adja, hogy egyes
tartomanyok holomorfautomorfizmus-csoportjai fizikai rendszerek dinamikai mod-
elljeiként is tekinthet6k.  Itt a Bolyai-geometria Poincaré-féle komplex fiigg-
vénytani modelljébdl indulok ki, a tavolsagfiiggvénybdl levezetve az alapfogal-
makat (ami a Bolyai-geometria 6nallé, bar kevéssé szokvdnyos bevezetdjének
is tekinthet). Megmutatjuk, hogy ez a tévolsagfiiggvény egy konstans faktor
erejéig az egyediili holomorf-invaridns metrika a komplex sik egység-korlapjan.
Ezutdn megvizsgaljuk, hogy hasonlé stratégia alkalmazisa milyen eredményre
vezet az egységkorlap helyett tetszoleges Banach-térbeli korlatos tartomany ge-
ometrizaldsakor. fgy kapjuk két széls6ségként a Kobayashi- ill. Carathéodory-féle
metrikakat. Ismertetjiilk Lempert Léaszlo tételét is ezek egybeesésérol a konvex
esetben. A konyvet hdrom klasszikus szimmetrikus tartomany holomorf automor-
fizmusainak lefrasaval zarjuk, melyek sok késobbi kutatast motivaltak.

Igyekeztem 1gy szervezni mondanivalomat, hogy a konyv minél kevesebb
eldismerettel legyen olvashato, egyes fejezetei pedig egymastdol minél fiiggetlenebbek
legyenek. A konyv folyamatosan olvashaté abban az értelemben, hogy minden olyan
fogalmat és tételt leirok a szdvegben, amely nem tartozik a matematikai alapkurzu-
sokhoz (ide értve még a funkciondlanalizis elemeit is). Ezen tilmenéen az Olvasé a
fliggelékhez fordulhat, ha valamely jeloléssel vagy elGismerettel kapcsolatban tobb
informaciot szeretne.



