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Folytonos fiiggvények periodikus pontjai
ROsT GERGELY

Bernit egy hatalmas hegy tévében all. Mivel hobbija a tdrdzds, pontban
reggel 8-kor elindul felfelé egy dsvényen. Hosszd és kimer{t6 gyaloglds utan este
6-kor érkezik meg a hegycsicsra. Gyonydrkddik a naplementében, majd tabort
ver éjszakdra. Reggel pihenten ébred és pontosan 8 érakor elindul lefelé ugyan-
azon az utvonalon, amelyen jott. A kérdés az, van-e olyan hely ezen az tton,
amelyen ugyanannyit mutat az éréja, mint el6z8 nap, amikor ott jart (természete-
sen feltételezziik, hogy az 6ra pontosan jér)? Ilyen hely létezik, ugyanis képzeljik
el, hogy két Bernat van: az egyik a hegy tetejérdl, a mésik az aljatdl indul el 8
6rakor. Amikor a két Bernat taldlkozik, éraik nyilvan ugyanazt az id6t mutatjsk.
A megoldés a folytonos fiiggvények egy egyszerii tulajdonsdgin alapul, amelyet
Bolzano tétele fogalmaz meg (a kiilfldi irodalomban gyakran Intermediate Value
Theorem-ként emlegetik):

Bolzano tétele. Legyen f az [a,b] zért intervallumon (a,b € R,a < b) folytonos
fliggvény , és f(a) <y < f(b) vagy f(a) >y > f(b). Ekkor létezik olyan xo hely,
hogy a < zo < b és f(zo) = v. '

Habér ez az egyszerii tény mar 1817-ben ismert volt (B. Bolzano: Rein analy-
tischer Beweis des Lehrsatzes, dass zwischen je zwei Werthen, die ein entgegenge-
setztes Resultat gewihren, wenigstens eine reelle Wurzel der Gleichung liege; Prag,
1817, Ostwald’s klassiker No 153), tobb fontos kovetkezményét csak a 20. szdzad
mésodik felében ismerték fel. Elészor tekintsiink néhény egyszerti kovetkezményt,
amelyekre a kés6bbiekben tobbszor is sziikségiink lesz.

1. Lemma. Legyen f:I — R folytonos figguény, ahol I egy zdrt intervallum.
Ekkor tetszéleges J zdrt intervallumhoz, amelyre J C f(I) fenndll, létezik egy
olyan K zdrt intervallum, hogy f(K) = J teljesiil.

Bizonyitds. Legyen J = [f(p), f(¢)], aholp,q € I. Hap < g, akkorr € [p, q] legyen
a legnagyobb szdm, amelyre f(r) = f(p). Legyen s a legkisebb r-nél nagyobb szam,
amelyre f(r) = f(g). ( llyen r és s nyilvén létezik.) Ekkor, ha K = [r,s], akkor
f(K) = J. Hasonléan p > g esetén. ' -

2. Lemma. Legyen f:I — R folytonos fiigguény, ahol I zdrt ésI C f (I). Ekkor
létezik xo € I, amelyre f(zo) = zo.
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Bizonyitas. Mivel I ¢ f(I), ezért van olyan 41,2 € I, amelyre y1 < f(y1) és
vs > flya). Tgy 0 < F(y1) — 1 és 0 > f(y2) — y2. Most g(y) = f(y) — y-ra
alkalmazva Bolzano tételét, adédik, hogy van olyan xo, amelyre g(zo) = 0, azaz

f(zo) = zo. (Ez az zo benne van I-ben, hiszen y1 és yo kozé esik.)
O

A tovabbiakban folytonos fiiggvények iteréltjaival foglalkozunk. Tekintsitk
péld4ul az 1. 4brén léthaté fiiggvényt.

" Az iterdlds soran a O pont tmegy a 2-be, a 2 a 0-ba, igy egy kett8 hosszisdgi
ciklust kapunk. Ha az 1-b8l indulunk ki: 1 — 3 — 20— 2— .., ez sosem tér
vissza az 1-hez. Most nézziik, mi torténik a 12/5-del: 12/5 — 8/5 — 6/5 — 12/5,
ez egy harom hosszisigi ciklus.

A fixpont fogalmédnak természetes 4ltaldnositdsa a periodikus pont. Legyen
f : R — R folytonos fiiggvény és jelSljik az n-ik iteraltjst f™-nel: fl(z) = f(z) és
fr(z) = f(f~z)), han>1 Egyz szémot k-periodikus pontnak neveziink, ha
f¥(x) = = és f*(z) # =, minden 0 <4 < k esetén. A fixpont nyilvan 1-periédust
pontot jelent.

Felmeriil a kérdés, hogy ha egy fliggvénynek van k-periodikus pontja, akkor
feltétlentl 1étezik-e l-periodikus valamely I # k-ra. Tegyiik fel, hogy az f fiige-
vénynek az a szém k-periodikus pontja. Tekintsiik a kovetkezd sorozatot: a, f(a),
£2(a), ..., f*(a) = a. Tegyiik fel példéul, hogy f (a) > a. Létezik egy b = f*(a)
pont, amelyre f(b) < b, kiilonben a sorozat mindig novekedne és nem jutnank
vissza a-hoz. Azaz f(a) —a > 0, f(b) —b < 0, igy Bolzano tételét alkalmazva
f(z) — z-re adddik egy olyan y pont létezése, amelyre f(y) = y. Azt nyertik
tehét, hogy ha létezik k-periodikus pont, akkor 1étezik fixpont is.

Most nézzikk a 2. dbra fliggvényét. Abrézoltuk a mésodik és a harmadik
iteraltat is. Lathaté, hogy a 0 és a 7/2 fixpont, a [3, 4] intervallum bérmely pontja
9-periodikus pont, (kivéve a 7/2-et, mivel az fixpont), 3-periodikus pont pedig
nincs.
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Li és Yorke 1975-ben egy meghokkent6 tételt k6zolt: Ha f: R — R folytonos
fiiggvény és van 3-periodikus pontja, akkor van k-periodikus pontja is, tetszdleges
k esetén. Ok azt hitték, Gj tételt fedeztek fel, pedig ez csak egy specidlis esete
Sarkovszkij tételének, amely t6bb mint egy évtizeddel kordbban, 1964-ben jelent
meg egy ukrdn matematikai folyéiratban. Ez a tétel, amely a nyugati irodalomban
sokdig ismeretlen volt (csak 1995-ben forditottdk le angol nyelvre), vilaszt ad
arra a kérdésre, hogy milyen k,l esetén kovetkezik k-periédust pont létezésébél
l-periédusi pont létezése.

Egy adott fiiggvény periodikus pontjainak vizsgdlatahoz egyszerii és hatékony
eszkoz egy alkalmas irdnyitott graf definidldsa. Tekintsiink egy folytonos fiigg-
vényt, amelynek y k-periédust pontja. Legyen y és iterltjai koziil a a legkisebb.
Most q, illetve iterdltjai a szdmegyenesen k— 1 zrt intervallumot hatiroznak meg.
Jeldljik ezeket balrdl jobbra haladva Iy, I, ...Jp_1-gyel.

Nézziik példdul a 3. 4bran ldthatéd fliggvényt ((enn_ek a 5-periédusi pontja).

E fiiggvény 5-periédusi @ pontja a 4. dbran l4thaté intervallumokat adja meg:
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Most tekintsiik az f(I1)-et. I; végpontjai a és f2(a), ezeket f f(a)-ba és f3(a)-
ba viszi. Bolzano tétele szerint f(I;) tartalmazza az Ssszes pontot f3(a) és f(a)
kozétt, gy Is C f(I1). Ugyanigy (IsU1) C f(l2), (IoUIzUI) C f(I3), valamint
I; C f(I4). Ez alapjan mér definidlhatunk egy irdnyftott gréfot. Legyenek a graf
cstcsai Iy, Iy, ..., Ix—1 és vezessen irdnyitott &l I;-b8l I;-be, ha I; C f(I;). Hasonld
médon zart intervallumok tetszdleges rendszeréhez megadhaté egy irdnyitott graf. e
A 3. 4bra példdjdhoz az 5. dbran l14thaté graf tartozik.

h———{n

I4 ‘v @ I2

5. ébra
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Ezek utdn kimondhatjuk az aldbbi tételt:

1.a) Tétel. Legyen az f folytonos figgvénynek y k-periddust pontja. Ha egy in-
tervallumokbdl dllg irdnyitott grdfban van ismétlés nélkili kor, azaz adva van nem
ismétléds sorozata az I°, I, ..., I' = I° zdrt intervallumoknak (a felsé index csu-
pdn a sorozatban elfoglalt helyet jelzi), amelyekre f(I*) D I'*t, akkor van olyan
z € I° pont, amelyre fi(z) =z és fi(z) € I' (i <), teljesiil. Az ismétlés nelkiili
esetiinkben azt jelenti, hogy egy cstcs vagy egy él tobbszir is eléfordulhat, de maga
az l-hosszi kér nem lehet eqy rovidebb kor néhdnyszori megismétlése. Példdul az
5. dbra grdfian az I1IsloIsIsI3lo Iy Iy ismétlés nélkili, de az LI Iy I3y I31,
kor nem az.

Bizonyitds. Tekintsik a 6. dbran lathaté diagramot.

1L £(1°)
U
Il
6. 4bra

(A — a tovdbbiakban mindig rdképezést jelent.)
Az 1. Lemma alapjn létezik egy J1 zért intervallum, amellyel a 6. 4bra diag-
ramja kiegészithetd a 7. 4bra szerint.

1°—L> 7(1°)
U U
n-L-

7. abra

Az 1. Lemma ismételt alkalmazasdval (f2, f3,...-ra) a 8. dbran lathaté diag-
ramot nyerjiik:

A 8. 4brérél leolvashaté, hogy J; C I® = f(J;). Most a 2. lemmét alkalmazva
fl-re adédik, hogy van olyan = € J; pont, amire f'(z) = z. A diagrambél 14thaté,
hogy x € Ji, azaz f*(z) € I*, tetszbleges h esetén.

1.b) Tétel. Nevezziink egy I intervallumot koztesnek, ha y iterdltjas kézil ponto-
san kettdt tartalmaz, amelyek az intervallum végpontjai. Ha az a) rész feltételei
teljestilnek, tovdbbd a szdban forgd intervallumok kiztesek, akkor az x l-periodikus
pontja f-nek. '

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt, hogy 2 j-periodikus pont (§ < I). Ekkor j nyilvin
oszt6ja I-nek. Mivel az intervallumok sorozata nem ismétlddd, kell lennie olyan
o szdmnak, amelyre I® # I*ti | Kaptuk, hogy I® > f%(z) = fo+i(z) € >4,
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8. dbra

Viszont két kiilonbozé koztes intervallum metszete csak végpont lehet, vagyis va-
lamelyik fP(y), gy j = k, azaz x és y ugyanazt a pélyét futja be. Legyen x és
iteraltjai kozill fP(z) a legkisebb, f9(z) pedig a mésodik legkisebb (p,q < j fel-
tehetd) . Minthogy fP(z) € IP, IP = [fP(z), f(z)], hiszen fP(z) csak ennek az
intervallumnak eleme és IP koztes intervallum. Mivel fP(z) = fP+i(z) € IP*, az
adédik, hogy IP*i = I?, Ugyanigy IP*2 = IP, és igy tovibb. Most tekintsiik
I+l et. Ennek egyik végpontja fP1(z), a mésik végpont ettdl balra vagy jobbra
esik aszerint, hogy fit1(z) < fPt(z) vagy fiti(z) > fP*(zx) 4ll fenn (hiszen
FPHY(z) € IPTL, és IPHL C f(IP)). Mérmost fP+ei(z) = fP(z), f17*9(z) = fI(x)
s IPY8S = IP | valamint fPti(z) = frti+si(z) € IP*1+e) miatt nyerjilk, hogy
Jrtitsi — [P+l Ugyanez megismételhet§ IP+2-re, majd IP*3-ra, és igy tovibb,
adédik, hogy minden ¢-re I* = I*+7, ami ellentmond annak, hogy az intervallumok

sorozata nem ismétlsds. Ezzel az 1. Tételt beldttuk.
O

Ezek utén a 3. 4brén lathaté f fliiggvény grafjérél (5. dbra) kénnyen leolvas-
hatjuk, hogy a fiiggvénynek birmely k esetén van k periodikus pontja. Kénnyen
l4thaté Li és Yorke tétele is, ugyanis k = 3 esetén az iterdltak kétféle sorrendet
hatérozhatnak meg.

} f vagy } f }
a  fl@ fHa) a  fAa) fla)

9. dbra

Mindkét sorrend ugyanazt, a 10. dbran lathaté grafot adja.
Létszik, hogy tetsz6leges hossztisdgd ismétl6dés nélkiili kort taldlhatunk, azaz

"oon

az eléz8 tétel értelmében a 3-periodikus pont létezése garantilja a k-periodikus
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10. dbra

pont létezését tetszbleges k esetén. A k = 5 vélasztdssal az Gsszes lehetséges sor-
rendet végignézve 12 kiilonboz6 graf adédik, amelyek vizsgalatabél kideriil, hogy 5-
periodikus pont létezésébll kovetkezik k-periodikus pont 1étezése tetszéleges k # 3
esetén. Azt, hogy 3-periodikus pont nem mindig létezik, ez az egyszer(i példa is
mutatja:

Legyen F : [1,5] — [1,5], F(1) =3,F(2) =5,F(3) =4,F(4) =2, F(5) = 1 és
minden [n,n + 1] intervallumon ( n =1,2,3,4 ) legyen F linedris (11.4bra).

N

5.-

4_-

\ 4

0 1 2 3 4 5
11. dbra

Léthatd, hogy F-nek egyetlen fixpontja van, z = 10/3. M4srészt az 1,2, 3,4,5
mind 5-periédikus pont.

F3([1,2]) = F([3,5]) = F([1,4]) = [2,5]
Fs([2’3]) = F2([47 5]) = F([1a2]) = [37 5]
F3([4,5]) = F2([1,2]) = F([3,5]) = [1,4]

Ezért F3(z) = z-nek csak a [3,4]-ben lehet megoldésa. Tegyiik fel, hogy
F3(p) = p. Ekkor p € [3,4], fgy F(p) € [2,4]. Ha F(p) € [2,3] lenne, akkor
F3(p) € [1,2] kdvetkezne, ez nem lehet. Tehét F(p) € [3,4], F2(p) € [2,4]. Ha
F2(p) € [2,3] lenne, akkor F3(p) € [4,5] 4llna fenn, ez sem lehet. Maradt az az
eset, hogy F?(p) € [3,4]. Azt kaptuk, hogy p, F(p), F%(p) egyarént[3, 4]-be esik.
Viszont ezen az intervallumon F(z) = 10 — 2z, amib&l

p=F3p)=F2(10—2p) = F(4p—10) =30 —8p
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p = 10/3 adddik, ez viszont fixpont is, tehdt F-nek valéban nem létezik 3-
peri6édikus pontja.

Sarkovszkij tétele el6tt még egy fontos Allitdst kell igazolnunk, amelyhez az
n-periodikus pélya fogalmaéra is sziikségiink lesz. Legyen zo f-nek n-periodikus
pontja. Ekkor az {f*(zo) : k =0,1l..n— 1} halmazt n-periodikus palydnak nevez-
ziik.

2. Tétel. Legyen f : I — I folytonos fiigguény, amelynek létezik (2n+1)-periodikus
pdlydja ({zx = FF(z0), kb = 0,1,..,2n}), de nem létezik (2m -+ 1)-periodikus, ha
1 < m < n. Feltehetd , hogy xo az x;-k kézil a kézépsé. Fkkor vagy

1) Top < Top—g < . < T2 <Zp <21 <3 < v < Top—3 < T2n—1,
vagy pedig

2) Top-1 < Tan—3 < ... <T1 < Tg < Tg < Ty < .. < Ton—2 < gy, teljesil.

//ﬁ N /ﬁ—%\\ N
TN To~_To__AT1 JT3 JTs T5\ T3\ TN Lo T2 Jry [Te”

=3 eset
12. 4bra

Bizonyitas. Feltehetd, hogy n > 1 (n = l-re trividlis az 4llitds). Jeldljiik 4t az
{z; : i = 0,1,...,n} halmaz elemeit zo-kra, hogy z1 < 23 < ... < Zgn41 4lljon
fenn. Legyen Sk = {#a,k < @ < 1}. Legyen tovabba min{f(z) : z € Sk} =t 2,
mex{f(z) : z € Sk} =t zj, és f* a kovetkezd fiiggvény: F*(Sk,) = Si,5. Hasz-
naljuk az Sk; — Sp,q jeldlést, ha f*(Sk1) D Sp,g (hasonléan, mint az irdnyitott
grafunkban). Mivel f(z1) > 21 és f(zant1) < Zany1 , létezik egy legnagyobb
m, amelyre f(zm) > zm. Nyilvin m < 2n. Most legyen Sy = {Zm,Zm+1}
Sy == f*(S1), S5 := f*(S2), s Sit1 1= £*(S:), egészen S;_1-ig, t-t késSbb fog-
juk maghatérozni egy teljesen més definicié alapjan. Mivel zg nem 2-periodikus
pont, Sy # Se,51 C Sy fenndll. Az S;-k definiciéja miatt teljesiil S1 C Sz C
S5 C .. C 8 C Siy1,5 = 1,2,..t — 1, hiszen i 2 9 esetén S; bal- és jobb-
végpontja is f melletti képe valamelyik S;_i-beli zg-nak. Ezenkivil Sj11 C S5
csak gy lehet, ha S; = {21, .., 22n11}, killonben zo nem tudné befutni a tel-
jes péalyajat. EbbOl latszik, hogy amig el nem érjitk az egész palyéat, halmazaink
mindig béviilnek legalabb egy ponttal. Vildgos, hogy az Sim = {z1,...2m} és
az Sm412n41 = {Zm+1y ) Zon41} halmazokban kiilénboz6 szami pont van, igy
van olyan I # m, hogy f(z) és f(z141) kiilonb6z6 oldaldra esik {2m, Zm+1}-nek,
azaz {21, 2141} — {2m, Zm+1}. Legyen S¢ := {21, 2141}, ahol t a legkisebb szém,
amelyre S;_1 — {2z, 2141} =: S;. lyen ¢ van, mivel S; szigortian bévils hal-
mazok sorozata, amig el nem éri az egész palyat, és S12n+1 — {21, Z14+1}, hiszen
{21, 141} C F*(S12n+1) = S12n41 -
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Példaként nézziik meg, mit jelent mindez a 12. 4bra elsd esetében (13. 4bra).
S1 = {2m, Zm+1} = {24, 25}

S2 = {23, 24, ZS}

S3 = {23, 24,25, 26}

S4 = {2, 23, 24, 25, 26}

Ss = {29, 23, 24, 25, 26, 27}

Sy ={z, 2141} = {21, 22} = S6

Sl,’m = {zlv 22,23, 24}

Sm+1,2n+1 = {25, 26, 27}

13. 4bra

Legyen I; a legsziikebb zdrt intervallum, amely tartalmazza S;-t. Ekkor I; C
Lc.ha.p5L,L - I — ..— I, — I,. Kordbbi megfontoldsaink alapjan
tudjuk, S;—1 legaldbb ¢ pontot tartalmaz, valamint ¢ minimalit4sa miatt S; ¢ S;_1,
ami azt jelenti, hogy S;_1 nem az egész palya, vagyis ¢t < 2n.

Tegyiik fel, hogy t < 2n. Ekkor a 14. 4bran ldthaté graf rajzolhaté fel.

Ch ERE i I
14. dbra

Grafunkban van 2n—1 hosszi kér (a hurokélen 2n —t—1-szer megytink végig),
fgy az 1. Tétel értelmében van olyan a pont, amelyre f2*~1(a) = a. Eziltal a peri6-
dusa csak pératlan lehet, viszont feltettiik, hogy nincs 2n-1-nél révidebb periédus,
azaz a csak fixpont lehet. Az 1. Tétel szerint ekkor a = f(a) = f"2(a) e L1 NI,
(I; sorrendben a 2n — 2-ik intervallum) , az intervallumok konstrukciéja alapjin
I1-nek és I;-nek a metszete iires vagy hatdrpont , az pedig nem fixpont. Ez ellent-
mondés, ami azt mutatja, hogy ¢ < 2n nem 4llhat fenn.

Azaz t = 2n, tehdt S;y1\S; egyetlen pontbdl 8ll i = 1,2,...2n — 2 esetén.
A 2. Tétel bizonyitdsdhoz most mér elég azt beldtni, hogy f S; egy végpontjat,
mondjuk A-t a mésik, B végpontba viszi, valamint az A pont a B és f(B) kozé
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DyNC AP By\A Or\D

NN

15. abra

esik (4 = 1,2,..,2n—2). Ezi=1 esetén teljesiil, ha i lenne a legkisebb index,
amelyre nem teljesiil (15. dbra).
Ekkor a 16. 4brdn l4thaté graf rajzolhatd le.

16. abra

Ebb&l az 1. Tétel értelmében 3-periodikus pont 1étezése kovetkezik, ami el-

lentmond feltevésiinknek. Ezzel a 2. Tételt igazoltuk.
O

Tekintsiik a természetes szdmok aldbbi rendezését:

345 <7<..<2:3<2.5=<2-7<...<22.3=<22.5=<2%.7<...
<23 <22 <2<1. _

Azaz a pératlan szdmok nagysig szerint, majd a paratlan szamok 2-szeresei,
92_szeresei, 23-szorosai, stb., végiil a 2-hatvinyok csokkend sorrendben. Az 1 = 20
zérja a sort. Vilagos, hogy egyetlen szamot sem hagytunk ki, és barmely két szdm
sorrendje egyértelm.

Sarkovszkij tétele. Legyen f:I — I folytonos fiigguény, amelynek van l-periodikus
pontja. Hal < m, akkor van m-periodikus pontja is.

Bizonyitas.

1. eset. Ha van 2™ periodikus pont, akkor van 2!- periodikus is, amennyiben
I < m. Elegend8 beldtni, hogy 2™-bdl kovetkezik 2™, Ha m = 1, azaz van
2- periodikus pont, akkor van fixpont is, ezt mér lattuk. A tovibbiakban teljes
indukeiét haszndlunk. Tegyiik fel, hogy 1,2,...,m-re teljesil az 4llftds. Most
nézziik m + 1-re. Legyen g = f2. Ha f-nek van 9m+1_periédusd pontja, akkor
g-nek van 2™-periédusi. Indukeids feltevésiink szerint ekkor van 2™~ 1-periédusi
pontja is, azaz 1étezik olyan zo pont az I intervallumban, amelyre: gzm—1 (z0) = 2o
és g*(mo) # %o, ha t =1,2,...,2™7 " — 1, azaz 72" (o) = 2o 6s f*(x0) # o, ha
t=1,2,...,2m 1 — 1. Ha o nem 2™_periodikus pontja f-nek, akkor periédusa
csak péros lehet (fixpont nem lehet), mondjuk 2q. Ekkor 2¢ < 2™ — 1, azaz
g < 2™ 1 1, ez viszont my = f¥(z0) = g?(xo) miatt ellentmondésra vezet.
Tehét zo 2™-periodikus pontja f-nek, azaz az indukciés 18pés megtortént.




r 2

Folytonos fliggvények periodikus pontjai 45

2. eset. Ha van 2n-+1-periédusi pont, akkor van k-periédusii is, ha k > 2n+1.
Feltehetd, hogy 2n + 1 a legrévidebb pératlan hosszi periédus (1-et leszédmitva).
A 2. Tétel alapjén, az I = [zo,21],]2 = [22, %0],....Jan—1 = [Tan—3, Ton—1] , on =
[T2n, Tan—1] jeloléseket hasznélva (a mésik esetnél hasonléan) a 17. 4bran l4thaté
grafot nyerjiik.

C,I 1 In I3 Lna Iy
’ 17. 4bra

Latszik, hogy ha k > 2n + 1, akkor taldlhaté k-hosszi ismétlédés nélkiili kor
a grafban, {gy az 1.Tétel maga utdn vonja az allft4st.

3. eset. 2n -+ 1-periédusti pont létezésébél kivetkezik 2k-peribédusd pont 16-
tezése, ahol k tetszbleges pozitiv egész. A 2. eset miatt elég 2k < 2n-et tekinteni.
A 17. dbra grafjiban az DLyn-2)+115(n—2)+2--TonIo(n—2)41 egy 2k hosszi kér, {gy
az 1. Tétel értelmében van 2k-periédusi pont.

4. eset. Legyen m < n, ahol m = 2¥p, n = 2%¢, mikoris p, q pératlanok,
p > 1, k > 1. Ekkor m-periédusi pont léte maga utdn vonja n-periédusi pont
1étét. Feltehetd, hogy I < m esetén f-nek nincs I-periodikus pontja. A rendezés
alapjan két lehetéség van: ‘

a)t=k,p<gq

byt>k

Legyen g = fzk. Ekkor f m-periddusa g p-peridédusat jelenti. A 2. eset
alapjén ez annyit tesz, hogy g-nek van g-periodikus pontja az a) feltétel mellett,
mondjuk z. Erre a z-re fqu(z) = z, valamint £2°° (2) # z teljesiil s < q esetén.
Megmutatjuk, hogy z az f-re nézve 2*g-periodikus. Ha ugyanis a periédusa r <
2%q lenne, akkor r, 2%¢-nak osztéja lévén 2%w alaki, ahol v < k és w|q. Viszont
v < k esetén r < m, k = v esetén pedig fzk"’(z) =z, w < q teljesiilne, és ezek
egyike sem lehet, tehdt 2 valéban 2*g-periodikus.

Ha a b) feltétel 4ll fenn, a 3. eset szerint g p-periédusébél 2t=*g-periddust
z pont létezése kovetkezik. Az el6z8hoéz hasonléan 14thaté, hogy ez f-nek 2g-
periodikus pontja. Ha ugyanis a periédusa r = 2¥w < 2'q lenne, akkor v < k
nem lehet, mivel ekkor 7 < m, k < v pedig azért nem, mert z az fzk-nak ot—kg

_ periodikus pldleltja. Ezzel a bizonyitist befejestiik.

ey 0
Sarkovszkij té}tgkerléﬁ az teszi igazén izgalmassé, hogy egy majdhogynem trivislis
allitésbél (Bolzario tétele) mennyire mélyrehaté kovetkeztetéseket tudunk levonni,

milyen meglepd és érdekes eredményekhez juthatunk.




46 Rést Gergely

frodalom

[1] Xun-Cheng Huang, From intermediate value theorem to chaos, Mathematics Maga-
zine 65(1992), 81—103.

[2] Krisztin T., Kdosz, Polygon, 11/2, 1992. december, 11—3h.

[8] T. Li — J. A. Yorke, Period three implies chaos, Amer. Math. Monthly 82(1997),
846—847.

[4] M. Misiurewicz, Remarks on Sharkousky’s theorem, Amer. Math. Mothly 104(1997),
846—846.

[5] A. N. Sharkovsky, Coezistence of cycles of a continous map of a line into itself,
Ukranian Math. J., 16(1964), 61—71.

6] P. D. Straffin, Periodic points of continous functions, Mathematics Magazine,
51(1978), 99—105.

[7] Szépfalussy P.— TélT. (szerk.), A kdosz. Véletlenszert jelenségek nemlinedris rend-
szerekben, Akadémiai Kiadd, Budapest, 1982.

Rést Gergely, SZTE, IV. évf. matematikus hallgato




