3. FELADATSOR

1.7 Lehet-e egy (8 ponti) graf fokszamsorozata 3,3,3,3,4,4,4,57

2.7 Bizonyitsuk be, hogy minden tarsasdgban azoknak a szdma, akik péaratlan sok embert
ismernek, paros szam. (Az ismeretségek kolcsonosek.) [9.21]

3. a) Rajzoljunk le egy olyan (8 pontu) grafot, amelynek fokszamsorozata: 0,1,2,3,4,5,6,7.
b) Van-e ilyen egyszerd graf?

4. Bizonyitsuk be, hogy minden legalabb két f6bsl allo tarsasdgban taldlhatod két olyan ember,
akinek ugyanannyi ismerdse van. [9.23]

5. A G egyszerii graf fokszamsorozata: 1,1,1,2,2,2,5. Hany éle van G-nek, azaz G komple-
menterének?

6. Egy kormérkszéses sakktornan 10 résztvevs van. 11 partit mar lejatszottak. Bizonyitsuk
be, hogy van olyan versenyzd, aki mar legalabb 3 partit jatszott.

7. Egy 10 férfibol és 10 nébsl allo barati tarsasagban minden férfi 5 emberrel fogott kezet az
este folyaman. Hany férfi-ng kézfogas tortént, ha tudjuk, hogy az 6sszes férfi—férfi kézfogasok
szama 127 (Férfing kézfogas: Egy férfi és egy né fog kezet. Férfi—férfi kézfogas: Két férfi fog
kezet.)

8. Egy idiil6 barmely harom lakoja kozott van kettd, aki nem ismeri egymast, de barmely
hét kozott van legalabb ketts, aki ismeri egymast. Az tidiilés befejeztével mindenki meg-
ajandékozza minden ismerdsét egy-egy ajandéktarggyal. Bizonyitsuk be, hogy n laké esetén
legfeljebb 6n ajandéktargyat adtak &t.

9. Egy 9 tagi tarsasdgban mindenki pontosan 6t masik embernek atad 100 Ft-ot. Bizonyitsuk
be, hogy az ajandékozasok utan van két olyan ember, akinek ugyanannyi forinttal valtozott
a pénze (a valtozas elGjelét is figyelembe véve). [9.24]

10. Egy partin 6t hazaspar vett részt. A parti elején elején latszolag véletlenszertien néha-
nyan kézfogassal tidvozolték egymast (senki nem fogott kezet a hazastarsaval). Az egyik férj
kivancsi lett, és mindenkit6l megtudakolta a kézfogéasai szamat (a feleségétdl is). Meglepet-
ten vette tudomasul, hogy kilenc kiilonb6z6 valaszt kapott. Hany emberrel fogott kezet a
felesége?

11. Egy pingpongbajnoksagon mindenki egyszer jatszott mindenkivel. Azt mondjuk, hogy
az A jatékos kozvetett modon legyGzte a B jatékost, ha van olyan A altal megvert C' jatékos,
aki B-t megverte. Igazoljuk, hogy van olyan jatékos, aki minden mas jatékost legy6zott
(k6zvetleniil vagy kozvetett modon).

12.7 Az erdében 12 torpe él piros vagy kék héazikoban. Az év i-edik honapjaban az i-edik
torpe felkeresi Osszes baratjat, hogy eldontse, atfesse-e a sajat héazat. Akkor és csak akkor
fogja atfesteni (pirosrol kékre vagy forditva), ha a baratai (szigort) tobbsége méas szini
hazban lakik, mint 6. Ez évrél évre igy torténik. Bizonyitsuk be, hogy egy id§ utan mar
senki nem festi at a hazikojat! (A baratsagok kolesonosek és nem valtoznak az id6 mulasaval,
és természetesen nem feltétlentil baratja mindenki mindenkinek.)

13.7 A 1l.a osztaly sakkozni szerets didkjai kormérkézéses sakktornat rendeztek egymas
kozott. Mindenki mindenkivel egyszer jatszott. Az eredmények érdekesen alakultak: a részt-
vevlk koziil barmely kett6hoz van legalabb egy olyan, akit mindketten legy6ztek a tornan.
Legalabb hanyan szeretnek sakkozni a 11.a-ban? [OKTV 2015/2016, II. kat., 1. ford.]

14.7 Az elmult évben a vilagranglistan nyilvantartott teniszez6k atlagosan dyiiag ellenféllel
jatszottak a ranglistarol (dstiag € Q). Mutassuk meg, hogy kivalaszthato koziilitk néhany gy,
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hogy ha csak az ezeknek egymaés ellen jatszott mérkGzéseit nézziik, mindenki legalabb dstiag /2

maésikkal jatszott. [ % 1 M M

157 A G egyszeri cstcshalmaza {1,...,100}, tovibba az i és j cstcsok pontosan akkor
osszekotottek, ha 1 < |i — j| < 2. Van-e nyilt, illetve zart Euler-vonal G-ben? (Ha igen, adjuk
is meg.)

16. Az alabbi harom alakzat koziil melyek rajzolhatok le a ceruza felemelése nélkiil gy,
hogy minden vonalat egyszer és csak egyszer huzunk meg?

& (57

17. a) A H, egyszerd graf cstucsai az n hosszi 0-1 (bit)sorozatok (n > 1), és két csucs
pontosan akkor Osszekotott, ha a megfelels bitsorozatok (pontosan) egy bitben térnek el.
Van-e Euler-vonal H,-ben? (Ezt a H,, grafot az n dimenzios (hiper)kockagrafnak nevezik.)

b) A ﬁn graf csicshalmaza ugyanaz, mint H,, csiicshalmaza, és fIn—ben két cstics pontosan
akkor 6sszekotott, ha két bitben térnek el. Van-e Euler-vonal H,,-ben?

18. Bizonyitsuk be, hogy minden 0Osszefiiggs graf bejarhatd zart sétéval tigy, hogy minden
élen pontosan kétszer haladunk végig.

19. Igazoljuk, hogy ha egy grafban minden pont foka péros, akkor a graf irdnyithato dgy,
hogy a kapott iranyitott grafban minden pont kifoka megegyezzen a befokéaval. [10.15]

20. Igazoljuk, hogy egy 4-reguléris egyszerd graf éleit kiszinezhetjiik pirossal és kékkel ugy,
hogy minden csticsra két piros és két kék illeszkedjen.

21. Egy 0sszefiiggs G grafban 2k pontnak van paratlan foka (k > 1). Bizonyitsuk be, hogy
G élhalmaza elGall k darab éldiszjunkt vonal unidjaként. ElGéllithato-e kevesebb vonal fel-
hasznélasaval is? [10.12]

22.7 Igazoljuk, hogy egy graf akkor és csak akkor nem 0sszefiiggd, ha pontjait két nemiires
osztalyba tudjuk sorolni ugy, hogy kiilonb6z6 osztalybeli pontok kézott ne vezessen él.

23. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges G egyszerti grafra G vagy G Osszefiiggs.

24. Bizonyitsuk be, hogy ha egy n pontu egyszerti grafnak legalabb % + 1 éle van,

n—1)(n—2
k (n=Dn-2)

akkor Osszefiiggs. Igaz marad-e az allitas, ha a grafnak csa éle van?

25. Mutassuk meg, hogy egy Gsszefiiggs grafban barmely két leghosszabb utnak van k6zos
pontja.

26. Mutassuk meg, hogy ha egy grafban pontosan két paratlan foka cstcs van, akkor vezet
koztik tut.

27. Egy nagy héz minden olyan szobajaban van TV-késziilék, amelyiknek paratlan sok ajtaja
van. Csak egy bejarata van a hdznak. Mutassuk meg, hogy ezen a bejaraton bemenve mindig
eljuthatunk egy olyan szobaba, amelyikben van TV.
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28. Egy dominé két Gsszeragasztott négyzetbdl all, mely négyzeteken a 0, 1, 2, 3, 4, 5 vagy
6 szam van (pottyokkel jelezve). Minden konfiguracio elsfordul, igy Osszesen 7 + (;) = 28
kiilonb6z6 domind van. Le lehet-e rakni ezt a 28 dominét korszertien gy, hogy a szomszédos

dominok érintkezé fele mindig ugyanannyi péttyot tartalmazzon?

29.7 Egy hegycsticsrol két 1t vezet le a tengerparthoz. Egyik it sem megy a tengerszint ala,
illetve a hegycsicsnal magasabbra. Mutassuk meg, hogy Anita és Béla a két uton haladva
el tud gy jutni a hegycsucsrol a tengerparthoz, hogy kézben magassaguk végig megegyezik!
(Az utakat ,szép” gorbeék irjak le, véges sok emelkedd/lejts szakasszal.)

30." Igazoljuk, hogy barmely n-re létezik olyan 2" hosszt 0-1 sorozat, amelynek korszert
felirasaban megtalalhato (pontosan egyszer) az Osszes n hosszu 0-1 sorozat, az éramutato
jaradsaval megegyez6 koriiljarasban elolvasva n egymast kovets bitet.

11 %

1010

00010111 —

Segitség: Olvassuk el az iranyitott grénfokr()l1 87016 részt.
Megjegyzés: Az ilyen sorozatok szama 22" | melyre elemi bizonyitas nem ismert.

31.7 Egy tarsasagot vegyes tarsasagnak neveziink, ha sem olyan nincs benne, aki mindenkit
ismer, sem olyan, aki senkit nem ismer. (Az ismeretségek kolesonosek.) Bizonyitsuk be, hogy
ha egy legalabb ottagu tarsasag vegyes, akkor kivalaszthatok koziiliikk négyen olyanok, akik
egymas kozott vegyes tarsasagot alkotnak.

32. Az alabbi grafok kozil melyek izomorfak egymaéssal?

G, G, [ G, =~ G, i

X MW
M

Gy g Gy % G%

Gy, G, G5

WLH N I D I

33. Legyen KG(5,2) az az egyszerd graf, amelynek csicshalmaza ([g]), és két csucs (két-
elemi halmaz) pontosan akkor 6sszekotott, ha diszjunktak. Rajzoljuk le a KG(5,2) grafot,
és dontsiik el, hogy az el6z6 feladatban szerepls grafok koziil melyekkel izomorf.
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34.7 Az alabbi grafok koziil melyekben van nyilt, illetve zart Euler-vonal? (Ha van, akkor

adjuk is meg.)

357 A G egyszerii cstcshalmaza {1,...,100}, tovabba az i és j csucsok pontosan akkor
osszekotottek, ha 1 < |i — j| < 2. Van-e nyilt, illetve zart Euler-vonal G-ben? (Ha igen, adjuk
is meg.)

36.” Az alabbi harom alakzat koziil melyek rajzolhatok le a ceruza felemelése nélkiil ugy,
hogy minden vonalat egyszer és csak egyszer huzunk meg?

& (57

37. a) A H, egyszerii graf cstcsai az n hossza 0-1 (bit)sorozatok (n > 1), és két cstcs
pontosan akkor Osszekotott, ha a megfelel§ bitsorozatok (pontosan) egy bitben térnek el.
Van-e Euler-vonal H,,-ben? (Ezt a H,, grafot az n dimenziés (hiper)kockagrafnak nevezik.)

b) A ﬁn graf csicshalmaza ugyanaz, mint H,, csicshalmaza, és ﬁ[n-ben két cstics pontosan
akkor 6sszekotott, ha két bitben térnek el. Van-e Euler-vonal H,,-ben?

38. Bizonyitsuk be, hogy minden 0sszefligg§ graf bejarhaté zart sétaval gy, hogy minden
élen pontosan kétszer haladunk végig.

39. Igazoljuk, hogy ha egy grafban minden pont foka péros, akkor a graf iranyithato ugy,
hogy a kapott irdanyitott grafban minden pont kifoka megegyezzen a befokaval. [10.15]

40. Igazoljuk, hogy egy 4-reguléris egyszerti graf éleit kiszinezhetjlik pirossal és kékkel ugy,
hogy minden csticsra két piros és két kék illeszkedjen.

41. Egy 0sszefiigg6 G grafban 2k pontnak van paratlan foka (k > 1). Bizonyitsuk be, hogy
G élhalmaza el6all k darab éldiszjunkt vonal uniojaként. Elallithato-e kevesebb vonal fel-
hasznalasaval is? [10.12]

42.” Igazoljuk, hogy egy graf akkor és csak akkor nem &sszefiiggs, ha pontjait két nemiires
osztalyba tudjuk sorolni gy, hogy kiilénb6z6 osztalybeli pontok kozoétt ne vezessen él.

43. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges G egyszert grafra G vagy G sszefiiggs.

44. Bizonyitsuk be, hogy ha egy n pontu egyszeri grafnak legalabb % + 1 éle van,

akkor Osszefiiggs. Igaz marad-e az allitas, ha a grafnak csak %2(”_2) éle van?

45. Mutassuk meg, hogy egy Osszefiiggs grafban barmely két leghosszabb ttnak van kozos
pontja.

46. Mutassuk meg, hogy ha egy grafban pontosan két paratlan foku csics van, akkor vezet
koztiik tut.

47. Egy nagy haz minden olyan szobajaban van TV-késziilék, amelyiknek paratlan sok ajtaja
van. Csak egy bejarata van a hdznak. Mutassuk meg, hogy ezen a bejaraton bemenve mindig
eljuthatunk egy olyan szobaba, amelyikben van TV.
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48. Egy dominé két Osszeragasztott négyzetbdl all, mely négyzeteken a 0, 1, 2, 3, 4, 5 vagy
6 szam van (pottyokkel jelezve). Minden konfiguracio elsfordul, igy Osszesen 7 + (;) = 28
kiilonb6z6 domind van. Le lehet-e rakni ezt a 28 dominét korszertien gy, hogy a szomszédos

dominok érintkezé fele mindig ugyanannyi péttyot tartalmazzon?

49.7 Egy hegycsticsrol két it vezet le a tengerparthoz. Egyik Gt sem megy a tengerszint ala,
illetve a hegycsicsnal magasabbra. Mutassuk meg, hogy Anita és Béla a két uton haladva
el tud agy jutni a hegycsucsrol a tengerparthoz, hogy kézben magassaguk végig megegyezik!
(Az utakat ,szép” gorbeék irjak le, véges sok emelkedd/lejts szakasszal.)

50." Igazoljuk, hogy barmely n-re létezik olyan 2" hosszii 0-1 sorozat, amelynek korszerd
felirasaban megtalalhato (pontosan egyszer) az Osszes n hosszu 0-1 sorozat, az éramutato
jaradsaval megegyez6 koriiljarasban elolvasva n egymast kovetd bitet.

11 %

1010

00010111 —

Segitség: Olvassuk el az irdnyitott grz’mfokr()l1 sz0l6 részt.
Megjegyzés: Az ilyen sorozatok szama 22" | melyre elemi bizonyitas nem ismert.

51.7 Korszerten elhelyeziink 14 csticsot, és a negyedszomszédosakat 0sszekotjiik. Hany kom-
ponense lesz a kapott grafnak?

52.7 Az abran lathato karikak egy telken lévs gyiimolesfakat jelolik.
Ao

(e]

o O

O O O O o

O O O O

O O O O

O O O O o
[¢]

(¢]
o
o

Az A-val jelolt fan egy cinke, a B-vel jelolt fan egy rigo iil. Mindkét madar az egyik farol csak
a legkdzelebbi ENy-i, EK-i, DNy-i vagy DK-i irdnyban 1évé fak egyikére repiil. Lehetséges-e,
hogy valamikor mindketts ugyanazon a fan il?

53.” Bizonyitsuk be, hogy ha egy 2n ponti egyszeri grafban minden pont foka legalabb n,
akkor a graf Gsszefliggd.

54.7 Bizonyitsuk be, hogy ha egy G Osszefiiggs graf egy korébsl elhagyunk egy élt, akkor a
maradék graf is Osszefiiggs lesz.

55.7 Igazoljuk, hogy ha egy grafban minden pont foka legalabb 2, akkor a graf tartalmaz
kort.

56. A GG egyszerii grafban minden pont foka legalabb 4.
a) Bizonyitsuk be, hogy G-ben van (legalabb) § hosszu ut.
b) Bizonyitsuk be, hogy ha § > 2, akkor létezik G-ben §-nal hosszabb kor.
(Ebbdl kovetkezik az el6zs feladat is.)

57. Bizonyitsuk be a kovetkezsSket:
a) Ha egy graf 2-reguléris, akkor minden komponense kor.
b) Ha egy grafban minden pont foka legfeljebb 2, akkor a grafnak minden komponense
ut vagy kor (ahol az ut komponens 1 pontu, azaz izolalt csucs is lehet).
MEGJEGYZES. Ezek ,akkor és csak akkor” allitasok, csak a maésik irdny nyilvanvalo.

58. Legyen G egy olyan graf, amelyben minden cstcs fokszama paros. Bizonyitsuk be, hogy
G élhalmaza korok élhalmazainak diszjunkt unioja. [TK. 4.1.12.]
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59. Dontsiik el, hogy az alabbi grafokban van-e Hamilton-ut, Hamilton-kor:
G, Gy

Gs
Gy
Gy

60. Az el6z6 feladat G grafjanak mintdjara definidlhatjuk a négyzetracs-grafokat (a Ga a
4 x 7-es négyzetracs-graf). Mely m, n-ekre van Hamilton-kor az m xn-es négyzetracs-grafban?

61. a) 12 ember vesz részt egy vacsoran. Mindenki legalabb 6 embert ismer a tarsasagbol.
(Az ismeretségek kolecsonosek.) Bizonyitsuk be, hogy le tudnak ugy iilni egy kor alaku asztal
mellé, hogy mindenki ismeri a két szomszédjat.

b) Késve megérkezik Andréas, aki legalabb 7 embert ismer a jelenlévék koziil. Igazoljuk, hogy
Andréssal egyiitt a 13 ember le tud iilni az el6zek szerint.

c¢) Akkor is tudnank-e ezt, ha Andras csak 6 embert ismerne?

62. Van-e Hamilton-kor a H,, hiperkockagrafban (1d. el6z6 feladatsor)?
63. Bejarhato-e a 4x4-es sakktabla lougrasokkal gy, hogy minden mezdére egyszer 1éptink?

64. Egy 3x3x3 méretd sajtkocka 27 kis kockabol all. Egy egér a kis kockakat egyesével tervezi
elfogyasztani tgy, hogy egy kis kocka utan mindig olyan kocka kovetkezzen, amelyiknek az
épp elfogyasztottal van kozos lapja. Az egér az egyik sarokbol kezdi a lakomat. El tudja-e
fogyasztani a teljes sajtot ut, hogy utoljara olyan kockat fogyasszon, aminek van k6zos lapja
az elsGvel?

65. A KG(16,3) Kneser-graf csiucshalmaza ([136}), és két csucs (részhalmaz) pontosan akkor
0sszekotott, ha diszjunktak. Mutassuk meg, hogy KG(16,3)-ban van Hamilton-kor.

66. Igazoljuk, hogy ha egy 2n+1 pontu egyszerii grafban minden pont foka legalabb n, akkor
a graf tartalmaz Hamilton-utat. (Vezessiik vissza a Dirac-tételre a feladatot.)

67. (Redei tétele.) Igazoljuk, hogy K, barmely iranyitasiban van iranyitott Hamilton-ut.
Igaz-e, hogy mindig van Hamilton-kor is?

68.7 Egy tarsasigban néhanyan korabbrél mar ismerik egymast, de nem mindenki ismer
mindenkit. Minden este a tarsasag egyik tagja meghivja az Osszes (aktualis) ismerdsét a
tarsasagbol egy partira, ahol bemutatja Gket egymésnak. Tegyiik fel, hogy mar mindenki
tartott legalabb egy ilyen partit, de Anna és Béla még nem ismer6sok. Igazoljuk, hogy 6k a
kovetkezé partin sem lesznek bemutatva egymasnak.



