7. GRAFELMELETI ALAPOK

1.7 Lehet-e egy (8 pontu) graf fokszamsorozata 3,3,3,3,4,4,4,57

2.7 Bizonyitsuk be, hogy minden tarsasdgban azoknak a szdma, akik paratlan sok embert
ismernek, paros szam. (Az ismeretségek kolcsonosek.) [9.21]

3. a) Rajzoljunk le egy olyan (8 pontu) grafot, amelynek fokszamsorozata: 0,1,2,3,4,5,6,7.
b) Van-e ilyen egyszerd graf?

4. Bizonyitsuk be, hogy minden legalabb két f6bdl 4llo tarsasdgban taldlhatod két olyan ember,
akinek ugyanannyi ismerdse van. [9.23]

5. A G egyszerii graf fokszamsorozata: 1,1,1,2,2,2,5. Hany éle van G-nek, azaz G komple-
menterének?

6. Egy kormérkszéses sakktornan 10 résztvevs van. 11 partit mar lejatszottak. Bizonyitsuk
be, hogy van olyan versenyzg, aki mar legalabb 3 partit jatszott.

7. Egy 10 férfibol és 10 nébdl allo barati tarsasdgban minden férfi 5 emberrel fogott kezet az
este folyaman. Hany férfind kézfogas tortént, ha tudjuk, hogy az Gsszes férfi—férfi kézfogasok
szama 127 (Férfi-ng kézfogas: Egy ferfi és egy n6 fog kezet. Ferfi—férfi kézfogas: Két ferfi fog
kezet.)

8. Egy 1dils barmely harom lakédja kozdtt van ketts, aki nem ismeri egymést, de barmely
hét kozott van legalabb ketts, aki ismeri egymést. Az {idiilés befejeztével mindenki meg-
ajandékozza minden ismerdsét egy-egy ajandéktarggyal. Bizonyitsuk be, hogy n laké esetén
legfeljebb 6n ajandéktargyat adtak at.

9. Egy 9 tagt tarsasdgban mindenki pontosan 6t masik embernek atad 100 Ft-ot. Bizonyitsuk
be, hogy az ajandékozasok utan van két olyan ember, akinek ugyanannyi forinttal valtozott
a pénze (a valtozas elGjelét is figyelembe véve). [9.24]

10. Egy partin 6t hazaspar vett részt. A parti elején elején latszolag véletlenszertien néha-
nyan kézfogassal iidvozolték egyméast (senki nem fogott kezet a hazastarsaval). Az egyik férj
kivancsi lett, és mindenkit6l megtudakolta a kézfogasai szamat (a feleségétdl is). Meglepet-
ten vette tudomasul, hogy kilenc kiilonb6z6 valaszt kapott. Hany emberrel fogott kezet a
felesége?

11. Egy pingpongbajnoksagon mindenki egyszer jatszott mindenkivel. Azt mondjuk, hogy
az A jatékos kozvetett modon legyézte a B jatékost, ha van olyan A altal megvert C' jatékos,
aki B-t megverte. Igazoljuk, hogy van olyan jatékos, aki minden mas jatékost legy6zott
(kozvetleniil vagy kozvetett modon).

12.7 Az erdében 12 torpe él piros vagy kék héazikoban. Az év i-edik honapjaban az i-edik
torpe felkeresi Osszes baratjat, hogy eldontse, atfesse-e a sajat héazat. Akkor és csak akkor
fogja atfesteni (pirosrdl kékre vagy forditva), ha a baratai (szigoru) tobbsége més szind
hazban lakik, mint 6. Ez évrél évre igy torténik. Bizonyitsuk be, hogy egy id§ utan mar
senki nem festi at a hazikojat! (A baratsagok kolesonosek és nem valtoznak az id6 mulasaval,
és természetesen nem feltétlentil baratja mindenki mindenkinek.)

13.7 A 11.a osztaly sakkozni szereté didkjai kormérkézéses sakktornat rendeztek egymés
kozott. Mindenki mindenkivel egyszer jatszott. Az eredmények érdekesen alakultak: a részt-
vevek koziil barmely kett6hoz van legalabb egy olyan, akit mindketten legy6ztek a tornan.
Legalabb hanyan szeretnek sakkozni a 11.a-ban? [OKTV 2015/2016, II. kat., 1. ford.|

14.7 Az elmult évben a vilagranglistan nyilvantartott teniszezék atlagosan dst1ag ellenféllel
jatszottak a ranglistarol (dsae € Q). Mutassuk meg, hogy kivalaszthatd koziilik néhany
agy, hogy ha csak az ezeknek egymas ellen jatszott mérkézéseit nézziik, mindenki legalabb
dstlag/2 méasikkal jatszott.



15.7 Egy tarsasagot vegyes tarsasagnak neveziink, ha sem olyan nincs benne, aki mindenkit
ismer, sem olyan, aki senkit nem ismer. (Az ismeretségek kolesonosek.) Bizonyitsuk be, hogy
ha egy legalabb Ottagu tarsasag vegyes, akkor kivalaszthaték koziiliikk négyen olyanok, akik
egymas kozott vegyes tarsasagot alkotnak.

16. Az alabbi grafok koziil melyek izomorfak egymassal?
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17. Legyen KG(5,2) az az egyszerii graf, amelynek csucshalmaza ([2 ), és két csucs (két-
elemi halmaz) pontosan akkor 6sszekotott, ha diszjunktak. Rajzoljuk le a KG(5,2) grafot,
és dontsiik el, hogy az el6z6 feladatban szerepls grafok koziil melyekkel izomorf.

NEHANY DEFINICIO

e A G egyszerii graf komplementere az a (G-sal jelolt) egyszerti graf, amelynek - cstcs-
halmaza megegyezik G csticshalmazaval, és két cstics pontosan akkor osszekotott G-ben,
ha nem dsszekotdttek G-ben. Tehat V(G) == V(G) és E(G) == (}) \ E(G).

e A G és H egyszeri grafok izomorfak, ha létezik olyan ¢: V(G) — V(H) bijekcio, hogy
barmely két u,v € V(G) cstcsra u és v akkor és csak akkor 0sszekotott G-ben, ha ¢(u)
és ¢(v) Osszekotott H-ban. Az izomorfizmus jelolése: G ~ H.

(Informalisan, két graf akkor izomorf, ha ,tulajdonképpen megegyeznek, csak esetleg
mashogy nevezziik a csticsokat az egyikben, mint a masikban”.)

e Altalanos grafok izomorfiaja ezek utan értelemszertien definialhat6 (az el6z6 pont zaro-
jeles részét formalizalva); ez az érdeklédd hallgatok szamara egyszerti gyakorlo feladat.



