5. CSUCSSZINEZESEK, DEREKBOSEG, VELETLEN MODSZER

1.7 Hatarozzuk meg az abran lathato grafok kromatikus szémat:

Gl G3

G2 G4

2.7 Hatarozzuk meg az alabbi graf kromatikus szamat! Az alsé becslésnél Hajos-konstruk-
cioval érveljiink.

3. A KG(n,k) Kneser-graf csucshalmaza ([Z}), és két cstcs (részhalmaz) pontosan akkor
0sszekotott, ha diszjunktak. Mutassuk meg, hogy n > 2k esetén x(KG(n,k)) <n — 2k + 2.
Megjegyzés: Lovasz Laszld topologiai érveléssel igazolta, hogy val6jaban egyenl&ség teljesiil.

4. (Feladatiitemezés.)

a) Egy szallitasi cégnél van n elvégzendd feladat. Mindegyik feladathoz tartozik egy id6-
intervallum, amely leirja, hogy a feladat elvégzése mett6l meddig tart. Jeldlje a k-adik
feladathoz tartozo ilyen intervallumot I C R. Minden feladatot teljes egészében egy
munkavallalé végez el, azzal a megkdtéssel, hogy az i-edik és a j-edik feladatot nem
végezheti ugyanaz a munkavallalo, ha I; N I; # 0 (egyébként elvégezheti). Adjunk meg
olyan eljarast, amely az n idGintervallum ismeretében a lehets legkevesebb munkavallalo
felhasznélasaval teljesiti a feladatokat.

b) Mi koze van ennek a problémanak a csucsszinezésekhez?

5. A Hajos-tételre valé hivatkozas nélkiil mutassuk meg, hogy minden nem 2-szinezhetd graf
Hajos-konstrualhaté K3-bol.

6. Azt mondjuk, hogy a G graf k-kritikus, ha x(G) = k, de barmely valodi H részgrafjara
X(H) < k.
a) Hatéarozzuk meg a 3-kritikus grafokat! [9.17/a]
b) Valamely paratlan n-re a K, , teljes paros graf szinosztalyait kossiik Gssze egy-egy n
pontia korrel az abran lathatéo modon. Igazoljuk, hogy a kapott graf 4-kritikus! [9.17/b]

¢) Mutassuk meg, hogy egy k-kritikus grafban minden pont foka legalabb k — 1.
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7. Egy G graf élhalmaza felbonthaté harom olyan diszjunkt részre, melyek mindegyike péaros
grafot alkot. Mutassuk meg, hogy x(G) < 8.

8. Egy G egyszeri grafban barmely két paratlan kor metszi egymaést. Bizonyitsuk be, hogy
x(G) <5.

9.7 Hatérozzuk meg a Petersen-graf derékbdségét.

10.” Mutassuk meg, hogy ha egy k-regularis graf derékbdsége 4, akkor legalabb 2k pontja
van a grafnak.

11. Igazoljuk, hogy ha egy n ponti egyszerd graf  minimalis fokszaméra § > 2, akkor a graf
derékbdsége legfeljebb 2logs_; n + 2.

12.% Egy hatalmas asztalon 2000 pénzérme van (nem feltétleniil egyformak). Néhany ezek
koziil érinti egymast, de atfedés nincs. Mutassuk meg, hogy kivéalaszthaté 500 érme tugy, hogy
koziiliik semelyik ketts ne érintse egymaést!

13." Egy elzart szigeten feliitotte a fejét egy virus, egy ember megfert6z6dott. A virus terje-
dése a kovetkezds: Ha valaki megfert6zédik, akkor a kdvetkez6 napon 6§ maga imminissa valik
a virusra, egyuttal minden (nem immunis) ismerdsét megfert6zi, az azutan kovetkezs napon
azonban mar nem lesz immunis, Gjra megfertézédhet. Elgfordulhat-e, hogy a virus soha nem
hal ki? (Feltessziik, hogy az ,jismeretségek grafja” allando.)

14.7 Tegyiik fel, hogy G-nek van olyan jo csticsszinezése, melyben minden szin legalabb
kétszer eléfordul. Mutassuk meg, hogy ekkor G-nek van ilyen szinezése x(G) szinnel is! [9.4]

15. Adott egy V véges halmaz, tovabbd V-nek m darab n-elemd részhalmaza: Ry, ..., Ry,.
Bizonyitsuk be, hogy ha m < 2771, akkor V elemeit ki lehet szinezni két szinnel agy, hogy
mindegyik R;-ben el6forduljon mindkét szin.

16. Bizonyitsuk be, hogy K, éleit ki lehet szinezni ugy két szinnel, hogy legfeljebb

(Dgl—(z)

monokromatikus K, részgraf alakul ki.



