3. PAROSITASOK PAROS GRAFOKBAN (ISMETLES)

Konig—Hall / Kénig—Frobenius-tétel. G egy paros graf A, F' szinosztalyokkal.
a) G-ben akkor és csak akkor van A-t lefed (azaz A minden pontjat péarositd) péarositas,
ha minden X C A-ra |[N(X)| > | X]| teljesiil.
b) G-ben akkor és csak akkor van teljes parositas, ha |A| = |F|, és minden X C A-ra
IN(X)| > | X]| teljestl.

1. Hatarozzuk meg az alabbi graf v és 7 paramétereinek értékét!

2. A 8x8-as sakktédblan minél tobb kisnégyzet-atlot szeretnénk behiizni tgy, hogy semelyik
kettoének ne legyen kozos pontja (kozos végpont se). Legfeljebb hany atlo huzhato be?

3. G egy egyszerd paros graf A és F' egyenl§ méretii szinosztalyokkal. Bizonyitsuk be, hogy
ha G-ben nincs izolalt pont és A-ban minden pont fokszdma kiilonb6zs, akkor G-ben van
teljes parositas!

4. Egy expedici6 utra késziil. Csomagolés kézben észreveszik a kovetkezGket: n dobozuk van,
és n targyat kell még elrakniuk. Minden targy maximum egy dobozba nem fér be. Minden
dobozba minimum egy targy még belefér. Igazoljuk, hogy a csomagolés befejezhets az eddig
elcsomagoltak atrendezése nélkiil. |Ki miben tudoés? 1984.]

5. Igazoljuk, hogy egy d-regularis paros grafban létezik teljes parositas (ha d > 1).

6. Egy osztalyban klubok mtikddnek. Minden klubnak 4 tagja van, és minden tanul6é pontosan
3 klubnak tagja. Igazoljuk, hogy lehetséges gy klubvezetSket vilasztani, hogy senki se legyen
t6bb klubnak is vezetGje! (A klubvezetd mindig a klubtagok koziil kertiil ki.)

7. Egy nxn-es tadbldzat els6 néhany sora ki van toltve az 1,...,n szdmokkal oly médon,
hogy semelyik sorban és semelyik oszlopban nem fordul el§ két azonos szam. Igazoljuk,
hogy a hianyz6 mezdket ki lehet tolteni ugy (az 1,...,n szamokkal), hogy ez a tulajdonséag
fennalljon az egész tablazatra.

8. G egy egyszerti paros graf A és F' szinosztalyokkal, ahol |A| = |F| = m. A grafban minden
csucs foka legalabb m/2. Igazoljuk, hogy G-ben létezik teljes parositas!

9. Egy szigeten n csalad lakik. A Vadészati Minisztérium a szigetet n egyenld teriiletd va-
dészati teriiletre osztotta. Ettdl fliggetleniil a Féldmiivelési Minisztérium a szigeten n darab
egyenld teriiletd foldmiivelési teriiletet jelolt ki. Igazoljuk, hogy a Kiutalasi Minisztérium
szét tudja Ggy osztani e teriileteket a csaladok kozott, hogy minden csalad olyan vadaszati
és foldmiivelési teriiletet kapjon, amelyeknek van kozos része!

10. Egy n x n méretl, nemnegativ elemeket tartalmazé matrix minden sordban és minden
oszlopaban az elemek 6sszege 1. Bizonyitsuk be, hogy ki tudunk jellni a matrixban n poziciét
agy, hogy minden sorban és minden oszlopban pontosan egy kijeldlt pozicié legyen, és a
kijelolt poziciok mindegyikében nem nulla (pozitiv) elem alljon. [7.19]
Megjegyzés: A feladat annak igazolasat kéri, hogy egy duplan sztochasztikus négyzetes matrix
permanense pozitiv.

11.7 Tegyiik fel, hogy az A, F szinosztalyt, egyszerti G paros grafban minden A-beli pont
pératlan foku. Tovabba teljesiil, hogy barmely két A-beli pontnak paros sok kézos szomszédja
van. Mutassuk meg, hogy van A-t lefed parositas G-ben.

12.7 Igazoljuk, hogy egy 2k-regularis graf élei k szinnel szinezhetSk gy, hogy az egyszint
élek 2-regularis feszits részgrafot alkossanak minden szinre! [7.40]

1



13.7 A biivész és segédje egy triikkot mutatnak be. A biivész huz 5 lapot a nézsk altal
Osszekevert 52 lapos franciakartya-paklibol, megnézi 6ket, majd négyet koziiliik valamilyen
sorrendben egyesével felfed. A segéd a latottak alapjan kitalalja, hogy mi az 6tédik lap.
a) Mutassuk meg, hogy létezik olyan stratégia, amellyel ez a biivésztriikk megvalosithato!
(A stratégiat a biivész és a segéd természetesen elére megbeszélik.)
b) Adjunk meg egy konkrét stratégiat!



