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A végtelen
Ellentmondasos; vitatott, misztikus

”Mindig nagy falatnak tiint”
”Megosztotta a matematikusokat” (Kell-
e? Dobjuk el!)

” A végtelent legjobb elkeriilni” (Galilei)
”Osidék 6ta semmi sem kavarja fel an-
nyira az emberi értelmet, mint a végte-

len kérdése” (Hilbert)

Példa (ellentmondas)
Galilei-féle paradoxon:

1+ 2
2— 4
3 06

(kolesonosen egyértelmii, akkor ”ugyanan-
nyi” elem, Kalmar-lovasok)



Végtelen oOsszegek
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4 ( , sin 3x
e) sgnr = — | sinx +
7 3
er 1807)

+ - ) (Fouri-

(Dobjuk el!!) [Euler, D’Alembert,

Lagrange, Cauchy (biz.)]
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(Vesstik el a Végtelent!)

Definicié. a; +as + -+ a, +---=A
S, = a1+ -+ a, — A, akkor a



6
végtelen sok szam Osszegén A-t értjik.

Pl.:
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2) "TORTA”:
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Sn:— _S — e = —
3 1 | 3 2 2
3 3
Mértani sor: 1 +qg+¢* +---+q" +
S 1
= q" = ——, ha |q| < 1,
ngo 1_q |’
hiszensn:q
q—1
1+2+234---esetén s, = 1 +2+
ontl _1q
cee 20 = 51 — Q0.
1 —-1+1—1...esetén s; = 1,59 =
0,s3 = 1,84 = 0,..., igy s, nem

"tart” egy szamhoz sem, azaz nincs
Osszege ennek a végtelen sok szam-
nak.

Fourier sora is OK, hiszen lehet olyan,



hogy folytonos tiiggvényekbdl allé végte-
len sor 0sszege nem folytonos. (Biz.:
XIX. sz. méasodik felében) (Dirichlet,
Abel)

1 2
Egy tovdbbi érdekes osszeg: ot + 22 +
Syt oy
23 2n = . 2n —

(Swineshead; XIV. szazad; fizika, valésziniiség).

| |
N = ool

IENEAZ Bo

—

1 1 1
2 4 8

Bontsuk fel a sort a kovetkezoképpen:
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o 1000n
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Megjegyzés: Y

n=0

1,06"

1ooo_+_1ooo-2_+_1ooo-3
1,06 1,062 1,06°

Néhany tovabbi érdekes 0sszeg:

1 1 1 |
a) tgtg oot ot 2;n

(harmonikus sor)
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Lassu (példa)
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33617

248397

1,5-10%
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> 13
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1
a) Y, — < 80.
ggn "t
Bizonyitsuk be, hogy a Zgzzn% sor
konvergens.

Megoldas. frjuk fel az 1j sor néhany
tagjat részletesen.

1 11 11
Y — =14t bt

" 23 3 10
9¢n
—(1+1+ +1)+(1+- +1)+
- 2 3 10 38
+—( Lo )-+ n
100 3883
n ( L )-+
10k § o 8/
(k+1)-SzZer

Végezziik el a kovetkezo felso becsléseket:



< R.0F .
10F T8 88" 10+

(k+1)-szer

fgy azt kapjuk, hogy

9¢n
p— 8 . (—) p—
Z 10 80’
k=0

tehat a sor valoban konvergens.
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Megjegyzés. A 9 helyett barmely szam-
jegy veheto.

B) s, (n > 1) soha sem egész szam.
Tegyik fel, hogy van olyan n > 1,
hogy

1 1 1

R R N H e |
(*) totg ot :
ahol A € NT.
Legyen 2" a legnagyobb paritasu tag az
1, 2, ..., n szamok kozott. Ekkor () a
kovetkezo alakban irhato:

U 1
= A

() 5 o + o :

ahol v paratlan és r > s (mivel r volt a
maximalis paritas).
Szorozzuk be (k%) mindkét oldalat 2°-
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v-vel, akkor az addédik, hogy

(V)

u _|_ 27"—8

=A-2° -0,

ami ellentmondas, mert a bal oldal el-
sO tagja egész, a masodik pedig nem,
igy osszegik nem adhatja ki a jobb
oldalon all6 egész szamot. Tehat a rész-
letosszegek nem adhatnak egész szamot
(n > 1) esetben).

1 1 1 1 1

1+ -4+ -4+ -4+ -4 —4...=9
NI+t tstgtpt 5

(HF)
Mi a helyzet, ha vdltakozik az elojel?
1 + bl + =7
2 3 4

1) Az osszeg: A = log, 2 (Id. konyv; 2
megoldas)
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2) Atrendezés (djabb sokk)

—_

|

I
_I_

I

|

I
_I_

I

|

I
_|_

I

|

I
_|_

I
_|_

|
N

1 1 1
0+140-o+0+5+0- 40+ =4
0+ 40— Tqo04tio-tioy =2

2 4 6 8 2
(1) +@3):
404242 +0+-—>+-+ —o4A
3 2 5 7 409 2
=
IR
7 9 2

Tetszoleges szamhoz atrendezheto.
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(Riemann tétele; abszolit konvergen-
cia)

Még eqy érdekesség:

2T
oo +- - =log, V2+——.
° 3v/3

s
., sinn
Kérdés: >
n=1 TN

az 0sszege?

konvergens-e? Mi

> sinn
Kérdés: )
n=1 T
Osszege? (Dirichlet-kritérium)

konvergens-e? Mi az

Dirichlet-kritérium: Ha a,, | O ésa B,, =
b1 + -+ b, sorozat korlatos, akkor a

oo

Z anb, konvergens

n=1
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Bizonyitas.

n

Zakbk
m
n n—1
=|> arBr— > ars1By
m m—1
n—1

= Z Bk(ak — ak+1) — amBm—1 + an By

Z ai(Br — Br—1)

<

< K(@m — ayn) + Kay + Ka,, — 0,

azaz a sor konvergens.

Masrészt:
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sinx +sin2x + ---+sinnxr =

x 2n + 1
COS 5 — COS

— =
R
2sin —
2

X

= |sinl +sin2+---+sinn| < K,

1 :
igy a,, = — és b, = sinn szereposztas-
n
sal:
© @)
L
E — -sinn  sor konvergens.
n

1

(Osszeg="? Fourier)
Kérdés: Abszolut konvergens-e? (HF')
1 1
b) 1+ > —
Van véges 0sszeg:
1) sp <2

1 1 o0
_|_3_2_|_..._|_?_|_..._n§1
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Alkalmazzuk az alabbi becslést:

()
1 1 1
Sn:1—|—2—2‘|—?—|—"'—|—$<
B P N
1.2 2.3 (n—1)n’

majd az egyes tagokat bontsuk fel tortek
kiillonbségére az alabbi modon:

1 1 1 1

=1 -—=; — ==

1
1.2 2’ 2.3 2 3
1 1 1

(mn—1)n n—1 n
Igy (%) jobb oldala helyett az irhatd,
hogy
1 11 1 1 1 1 1

T i e e O Ee S S TP R
+ 2+2 3+3 + +n—1 n n’

hiszen a kozbiilso tagok kiesnek, ugyanis

ez egy teleszképikus osszeg. Azt kapjuk,
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hogy

Sp <2 —— <2

n
. 1 1
Versenypélda: — + -+ + —

= 1.

2) Geometriai megoldas

S
s

&=

oo

[\:>|»—\
o=
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Mekkora az Osszeg?

1689 (Jacob Bernoulli) tiizte ki (Baseli
probléma)

FEuler 1734

11 1 1 ,
I+ tmtpt gt =

1 1 1
14+ —+—5+---+— =1,54977
22 = 32 100

1 1
14—+ =4+ +—
22 = 32 10000

1 1 1
&y = 1,64393
22 32 1000000

— 1,63498

1 1
14 2 + 2 + - =1,64493406684822643647 . ..
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2

-
— — 10 év
6
> 1 i
Tehat Y — = (elemi bizonyitas a
n=1T 6
konyvben: sinmx = ...; Viete formuldk

n-edfoku egyenletre)

Johann Bernoulli: ”Barcsak a batyam
megérhette volna.”

Fuler memoridja: Vergilius: Aeneasz (580
oldal)

Fuler (hidnyos)

m
1

m\ . _
— (3>Sln3$COSm Sr

sin mx = ( ) sin z cos™ ! p—
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. . ZE
SINXX = S1M | 1 - — —
n

n X X
— sin — cos™ 1 = —
1 n n

\ 7 \

l
T

o x°

>sinr=xr— —+ — — -~

3! 5!

Tovabba
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sin & e
() = r _3!+5' -
72 72
(-5 (i)
1 1 1 1
:>_§:_7T2_47T2_9 T
o 1 1

Tovabbi osszegek (Euler)
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11
I+ 4=+

22 32

11
L+ o+ o oo

24 34

11
I+ 4 =+ =

26~ 36

11
I+ 4=+ =

98 T 38

11
I+ == 4 ==+

210 310

11
I+ 5+ =5+

212 312

11
I+ 4+ =+

214 314

210691 |,
131105 "
212 35
il v
15! 1
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I 213617 4
216 1715
1 216 43867
14+ — 4+ ... — rl8
tom T 19! 21
1 218 1999977
14+ — 4+ ... — 20
t o200 T 211 55
220 854513
14+ — 4+ ... — 22
tom T 231 3
222 1181820455 24
14+ — 4+ ... =
924 25! 273
. 2% 76977927 o4
tow T o1 7
o0 1 0
c) >, —5 (?) (Apery)
n=1 M
< ]

d) > T Z 5 konvergens vagy

n=1
divergens?



)

1 1 1 1
I+ ——F ——=+ =+ + —— +
V93 V33 v 43 Vn3
<1+ - + 4~+ 8~+ =
=1+ 1+ 1+ S
- 2 \4 |8 a
2 3
Y =0 Ity T R
V2 \ V2 V2
1 .
— " (geometriai sor)
1__
V2

R I N
2 3 5 7 11 13

1

= +--- = oo (Id. konyv; oszthatésag;
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harmonikus sor)
Megjegyzés: ” Annyi primszam van, ahany
szam vagy ahany négyzetszam?” Gauss,
Erdds; 79.000-1000.

Primszamok a négyzetszamok kozott.

Mutassuk meg, hogy van két olyan
szomszédos négyzetszam, amelyek kozé
legalabb 10° db primszdm esik.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy az allitas
nem igaz, azaz minden n természetes
szam esetén n? és (n+1)? kozé kevesebb,
mint 10° db primszam esik.

Jelolje pgn), ey ng’) ezeket a prim-
szdmokat. Ekkor tehat s, < 10° teljesiil

minden n esetén. Nyilvanvald, hogy ekkor

106 1 1 1
P1 Po Ps,
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Viszont, ha mindkét oldalt osszegezziik,
adddik, hogy

sx~ L N~ L
10 ;n2>;pn,

ahol a jobb oldali Osszegben az 0Osszes
primszam reciprok Osszege van. Ez ny-
ilvanvald, hogy ellentmondas, mert a
> 2 | == sor konvergens, a >~ p% sor
pedig divergens, mégpedig tugy, hogy
(pozitiv tagi 1évén) a részletosszegek
tartanak a végtelenbe. Azaz eredeti al-
litasunk valéban igaz.

A végtelen osszegek ”haszna”

.. 13
1 T e e /t 1 : = — —
a) 0,13 (mértani sor: a Tk
1
100’

3) V2~ 1,41...
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5 2 2
2 ., 1 >
(1+x) —1+2:U+ T +
! ! ! k+1
2 2 2 N
=+ T+




1 1 1-3 1-3-5
2 —=14+=— —
V2 +2 22-2!+23-3! 24-4!+

(irracionalis; Hyppasos)

v) mA3,14...



ie. 2000 (B)

/N N
N——"

250 (A)
1.57. 263 :
480 :
1429 :
1610 :
1719 :
1847 -
1874 -
1973 :
1987 :
2002 :
2010 :
2012 :

33
3,125

3,16

3,1418

5 tizedesjegy

7

14

35 (Ludol fVanCeulen)
112

152

527

1 001 250

134 217 700

1 240 000 000 000
5 000 000 000 000
10 000 000 000 000

FrRANCOIS VIETE (kb. 1579):
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2_\F 1+1\F L1 1
~ Va2yzT2Va\2" 2272
JOHN WaALLIS (kb. 1650):

T 2:2:4-4.6-6-8-8--
9 1.3.3.5.5.7-7-9...°

WILLIAM BROUNCKER (kb. 1650):

4
1

9
25
24 ...

m =

1+
2+

2+

MADHAVA, JAMES GREGORY, GOT-
TFRIED WILHELM LEIBNIZ (1450-1671):
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(lasst, de szép; Newton; biz. a konyvben)

Isaac NEwTON (kb. 1666):

3/3 2 1 1 1
—f+24(

TT 3.93 5.95 28.27 72.29

SRINIVASA RAMANUJAN (1914):
1 & 20\ 420 +5
T Z n | 92l2n+d -

n=0

V8 «— 1 [1103 + 26390 n]
= 5501 = (it

1
-

3964™

DAvVID CHUDNOVSKY és GREGORY
CHUDNOVSKY (1989):

_ )

6n 13591409 + n 545140134
— =12 Z 3n)!

(6403203)1+1/2
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(Minden wjabb tag hozzavétele kb. 15

ujabb pontos jegyét adja m-nek.)

JONATHAN BORWEIN és PETER BOR-
WEIN (1989):

N (A+nB)
__122 .3 n! Crri7z

ahol

A = 212175710912v/61 + 1657145277365
B := 13773980892672v/61 + 107578229802750
C := [5280(236674 + 30303v/61)]°.

(Minden ujabb tag hozzavétele kb. 31
Ujabb pontos jegyét adja m-nek.)

DAVID BAILEY, PETER BORWEIN és
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SIMON PLOUFFE (1996):

oo

1=

1 4 2 1 1
S (N SN T
016Z 8i+1 8:14+4 8i+5 8146
Megjegyzés: irracionalitas; transzcenden-
cia; 1761 Lambert; 1882 Lindemann,
(normalis?)

§) e~ 27... % lim (1+%> ;

n—oo

folyamatos kamatozas; Euler-szam.)
Bizonyitsuk be, hogy

(1) Z%:e.

n=0

Megoldas. Jeloljik a (1) sor n-edik rész-
letosszegét s,-nel, azaz

5 11 1 1 1
() Sp = 1+ ‘|‘a—|—§‘|—"'—|—a.
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Be fogjuk latni, hogy s,, — e, ha n —
00.

A binomidlis tétel alkalmazasaval adodik,
hogy
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nin—1)(n—2) 1
Jpn-Dm-21
3! n3
nin—1)---2-1 1
IR
n nm
nin—1) 1
=1+l n2 2
nin—1)(n — 2 1
(D=2 1
n 3!
nn—1)---2-1 1
pooD2el 1
nm n!
<141 1 1 1_
<1+ -|—5—|—§—|—---—|—m—8n,

tehat azt kaptuk, hogy

o (42 =
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Most rogzitsink egy & € NT szdmot.
Legyen n > k, és (1 4+ 1)"-nek a bi-
nomialis kifejtésébdl hagyjuk el a (k+1)-
edik uténi tagokat. Ezzel az (1 4+ )"
kifejezést csokkentjik, azaz

I\™ nn—1) 1
(1+2) >1+1+ n-11
n n? 2!
nn—1)(n—-2) 1
_|_ n3 .§+...+

nin—1)---(n—k+1) 1
i nk k!

—1+1+1(1 1)
o A n

D6
b D02 (-5

Ha n — oo, a bal oldal hatarértéke e, a
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jobb oldalé pedig (k rogzitett)

121 1 1

+ +5+---+H.
Ebbdl tehat az adodik, hogy
4 >1+4+1 ! L _
(4) e>1+ ot g = sk

Mivel (4) minden k-ra igaz, igy k helyett
n-et irva és figyelembe véve (3)-at, azt
kapjuk, hogy

| RN
(1+_) Ssnge-
n

A rendorelv alapjan adodik, hogy lim,, oo s, =
e, azaz (1)-t sikeriilt belatnunk.
Megjegyzés: irracionalitas; transzcen-

dencia (n - sin(2wen!) — 27) m+ €777
3 5
. r® x
g) sinx =z — 3 + S
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(Euler; Taylor)

Y
13 /17 |21 |25 (29 |33 |37 |41 [45 (49 [53 |57 |61 |65 |69
ﬁl 1\\15 19 123 |27 |31 |35 |39 |43 |47 \51 55 159 |63 |67 |71

Egy porszem viragot terem,



S egy szal vadvirag az eget,
Fogd fol tenyeredbe a végtelent,
S egy perc alatt élj évezredet.

(W. Blake)

43



