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Méra Ferenc: Osztozkodasok (19

— Felibe rakja kend szét, ségor — szdlal meg a kortefejii. — Egy ide, egy oda, az a legtisztabb munka.

— No j6 — harakol az dreg —, de hat melyikon kezdjem?

— Kezdje kend a nagyjan, a kékon.

A "kék" a huszondtezer koronas. Nevét, szamat nem tudjak. Rendes embernek soha az életben nem volt
dolga ekkora szammal.

Utoljdra maradnak az Stvenezresek.

Az Oreg ségor a két ujja kozé csip egyet beldliik.

— Hat ez a kis vor6s? Ez ugyan miféle?

— Ez 0j talalvany — karomkodik a kortefejii. — Ez taldn nem is péz.

— Az man mindegy, hallod. Ha a javat mogfeleztiik, ezt is csak elosszuk.
Tiz-tiz darab jutott a kis vorosbiil mind a kett6nek, egy darab meg paratlan maradt. Hat most mar mi lesz
ezzel az arvaval?

— Mb&lyik a huszon&tezrds?

— A nagy kék.

— Ertdm — biccent ra az dreg. — No hoci, csém, egy kéket, oszt 16gydn a tied a vords.
A kortefej heves ingasba jon.

— Azt az egyet nem t8sz6m, ségor. Ha kendnek nem j6, nekdm se j6. Csokélylom.
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Hogyan osztozkodjunk?

A feladat

Van egy pizzank (siitemény, aranypor ...). Ezt n gyerek kozott kell felosztani,
Ggy, hogy az osztozkodas végén senki ne legyen elégedetlen, vagy ha mégis, akkor

sem hibaztathassa a tobbieket. (MérSeszkdziink nincsen, csak egy tokéletesen éles
kés.)
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Hogyan osztozkodjunk?

A feladat

Van egy pizzank (siitemény, aranypor ...). Ezt n gyerek kozott kell felosztani,
Ggy, hogy az osztozkodas végén senki ne legyen elégedetlen, vagy ha mégis, akkor

sem hibaztathassa a tobbieket. (MérSeszkdziink nincsen, csak egy tokéletesen éles
kés.)

Egy médszer:
n = 2 Aladar oszt, Béla valaszt.
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Hogyan osztozkodjunk?

A feladat

Van egy pizzank (siitemény, aranypor ...). Ezt n gyerek kozott kell felosztani,
Ggy, hogy az osztozkodas végén senki ne legyen elégedetlen, vagy ha mégis, akkor
sem hibaztathassa a tobbieket. (MérSeszkdziink nincsen, csak egy tokéletesen éles
kés.)

Egy médszer:

n = 2 Aladar oszt, Béla vélaszt.

n = 3 Aladar és Béla elosztjak egymas kozt a pizzat. Ezutdn mindketten haromfelé
osztjak a maguk darabjat, és Csaba valaszthat egy-egy darabot mindkettejiiktdl.
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Hogyan osztozkodjunk?

A feladat

Van egy pizzank (siitemény, aranypor ...). Ezt n gyerek kozott kell felosztani,
Ggy, hogy az osztozkodas végén senki ne legyen elégedetlen, vagy ha mégis, akkor
sem hibaztathassa a tobbieket. (MérSeszkdziink nincsen, csak egy tokéletesen éles
kés.)

Egy médszer:

n = 2 Aladar oszt, Béla valaszt.

n = 3 Aladar és Béla elosztjak egymas kozt a pizzat. Ezutdn mindketten haromfelé
osztjak a maguk darabjat, és Csaba valaszthat egy-egy darabot mindkettejiiktdl.

n = 4 Aladar, Béla és Csaba elosztjak egymas kozt a pizzat. Ezutan mindharman
négyfelé osztjak a maguk darabjat, és Dezs6 valaszthat egy-egy darabot
mindharméjuktdl.

n=25,6,... ésigy tovabb ... (azaz teljes indukcid).
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Hogyan osztozkodjunk?

Egy masik médszer, ebben kevesebbet kell darabolgatni:
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Hogyan osztozkodjunk?

Egy masik médszer, ebben kevesebbet kell darabolgatni:

Aladar odateszi valahova a kést (de nem vag!) és azt mondja, neki elég ez a darab.
A tdbbiek sorban jévahagyjak, vagy nem.

Ha mindenki jévahagyja, Aladar levaghatja maganak a vallalt darabot.

Németh Zoltan (SZTE Bolyai Intézet) Osztozkodasok 2011. november 23. 4 /22



Hogyan osztozkodjunk?

Egy masik médszer, ebben kevesebbet kell darabolgatni:

Aladar odateszi valahova a kést (de nem vag!) és azt mondja, neki elég ez a darab.
A tdbbiek sorban jévahagyjak, vagy nem.

Ha mindenki jévahagyja, Aladar levaghatja maganak a vallalt darabot.

Ha valaki nem hagyja jova, koteles csokkenteni a levagandé részt és elvallalni sajat
maga szamara.
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Hogyan osztozkodjunk?

Egy masik médszer, ebben kevesebbet kell darabolgatni:

Aladar odateszi valahova a kést (de nem vag!) és azt mondja, neki elég ez a darab.
A tdbbiek sorban jévahagyjak, vagy nem.

Ha mindenki jévahagyja, Aladar levaghatja maganak a vallalt darabot.

Ha valaki nem hagyja jova, koteles csokkenteni a levagandé részt és elvallalni sajat
maga szamara.

Akik mar Aladarnak is odaadtak volna egy nagyobb részt, ezt nem sokallhatjak. A
tobbiek pedig sorban jévahagyjak (vagy nem) ...

Akar igy, akar agy, végiil egyvalaki elvihet egy részt gy, hogy mindenki
jovahagyta = eggyel kevesebben vannak, és igy tovabb.
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A mértéktiiggvény

Nem mindenki szereti egyformén a pizza minden sszetevéjét :-)
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A mértékfiggvény

Nem mindenki szereti egyformén a pizza minden sszetevéjét :-)

Jeldlje az egész pizzat (mint ponthalmazt) X, és az A C X részhalmazaihoz
rendeljiik hozza az m(A) valés szamot (ez tehat halmazokon értelmezett,
szamértékii fliggvény).

Definicié

A fenti m(A) egy mértékfiiggvény, ha
e m(A) >0, m(0) =0.
e Ha An B =0, akkor m(AU B) = m(A) + m(B).

Legyen m(X) = 1 (ez csak a mértékegység rogzitése).
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A mértékfiggvény

Nem mindenki szereti egyformén a pizza minden sszetevéjét :-)

Jeldlje az egész pizzat (mint ponthalmazt) X, és az A C X részhalmazaihoz
rendeljiik hozza az m(A) valés szamot (ez tehat halmazokon értelmezett,
szamértékii fliggvény).

Definicié

A fenti m(A) egy mértékfiiggvény, ha
e m(A) >0, m(0) =0.
e Ha An B =0, akkor m(AU B) = m(A) + m(B).

Legyen m(X) = 1 (ez csak a mértékegység rogzitése).
Példaul a testek tomege vagy toltése is mértékfiiggvények.
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A feladat még egyszer

A feladat

Van egy pizzank (siitemény, aranypor ...). Ezt n gyerek kozott kell felosztani,
Ggy, hogy az osztozkodas végén senki ne legyen elégedetlen, vagy ha mégis, akkor
sem hibaztathassa a tobbieket. Minden gyerek a sajat mértékfiiggvénye szerint
értékeli a pizzat. (MérGeszkoziink nincsen, csak egy tokéletesen éles kés.)
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A feladat még egyszer

A feladat

Van egy pizzank (siitemény, aranypor ...). Ezt n gyerek kozott kell felosztani,
Ggy, hogy az osztozkodas végén senki ne legyen elégedetlen, vagy ha mégis, akkor
sem hibaztathassa a tobbieket. Minden gyerek a sajat mértékfiiggvénye szerint
értékeli a pizzat. (MérGeszkoziink nincsen, csak egy tokéletesen éles kés.)

Az el6z6 modszer most is miikédik, hiszen ha valamit k darabra osztunk, legalabb
az egyik darab legalabb % értéket kell hogy képviseljen, akarmilyen mértékkel is
mérjiik.
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A feladat még egyszer

A feladat

Van egy pizzank (siitemény, aranypor ...). Ezt n gyerek kozott kell felosztani,
Ggy, hogy az osztozkodas végén senki ne legyen elégedetlen, vagy ha mégis, akkor
sem hibaztathassa a tobbieket. Minden gyerek a sajat mértékfiiggvénye szerint
értékeli a pizzat. (MérGeszkoziink nincsen, csak egy tokéletesen éles kés.)

Az el6z6 modszer most is miikédik, hiszen ha valamit k darabra osztunk, legalabb
az egyik darab legalabb % értéket kell hogy képviseljen, akarmilyen mértékkel is
mérjiik.

Vagy mégsem?
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Az atomos mérték

Az osztozkodas el6z6 médszere most is miikédik, KIVEVE az alabb vazolt esetet:
Tegyiik fel, hogy a pizzan van egy pontszerii olajbogy6; és valaki annyira szereti az
olajbogyét, hogy szamara ez az egyetlen pont pozitiv mértékkel bir.

Példéul ha Aladar szaméara m(0) = 2, mar kétfelé sem tudjék "méltanyosan"
osztani.
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A mos mérték

Az osztozkodas el6z6 médszere most is miikédik, KIVEVE az alabb vazolt esetet:
Tegyiik fel, hogy a pizzan van egy pontszerii olajbogy6; és valaki annyira szereti az
olajbogyét, hogy szamara ez az egyetlen pont pozitiv mértékkel bir.

Példéul ha Aladar szaméara m(0) = 2, mar kétfelé sem tudjék "méltanyosan"
osztani.

Az ilyen mértékeket atomos mértékeknek hivjuk.

A fizikdban szerepls "tomegpont", "ponttdltés" stb. atomos mértékre vezetnek.
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Hogyan osztozzunk?

Mindenesetre, folytonos mértékek esetén (még ha azok kiilonb6zéek is), van
modszeriink a mindenki szamara elfogadhaté osztozkodasra.
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Hogyan osztozzunk?

Mindenesetre, folytonos mértékek esetén (még ha azok kiilonb6zéek is), van
modszeriink a mindenki szamara elfogadhaté osztozkodasra.

Vegyiik észre, hogy a médszer nem garantalja, hogy mindenki megkapja a "neki
jaré" L-ed részt; de azt igen, hogy ha ezt mégsem kapna meg, azért csak sajat

.

magat okolhatja (még akkor is, ha a tobbiek esetleg Gsszebeszéltek ellene).
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Folytonos fiiggvények

Definicié.
Az f (valés) fliggvény folytonos értelmezési tartomanya egy a bels6 pontjaban, ha
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Folytonos fiiggvények

Definicié.
Az f (valés) fliggvény folytonos értelmezési tartomanya egy a bels6 pontjaban, ha

@ ha x kozel van a-hoz, f(x) is kdzel van f(a)-hoz.
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Folytonos fiiggvények

Definicié.
Az f (valés) fliggvény folytonos értelmezési tartomanya egy a bels6 pontjaban, ha
@ ha x kozel van a-hoz, f(x) is kdzel van f(a)-hoz.

o akarhogyan ad valaki egy hibakorlatot, ha x elég kdzel van a-hoz, f(x)
kézelebb van f(a)-hoz, mint az adott korlat.
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Folytonos fiiggvények

Definicié.
Az f (valés) fliggvény folytonos értelmezési tartomanya egy a bels6 pontjaban, ha
@ ha x kozel van a-hoz, f(x) is kdzel van f(a)-hoz.

o akarhogyan ad valaki egy hibakorlatot, ha x elég kdzel van a-hoz, f(x)
kézelebb van f(a)-hoz, mint az adott korlat.

@ barmely e > 0 szdmhoz van olyan ¢ > 0, hogy ha |x — a| < § fennall, akkor
|f(x) — f(a)| < e is fennall.
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Folytonos fiiggvények

Definicié.
Az f (valés) fliggvény folytonos értelmezési tartomanya egy a bels6 pontjaban, ha
@ ha x kozel van a-hoz, f(x) is kdzel van f(a)-hoz.

o akarhogyan ad valaki egy hibakorlatot, ha x elég kdzel van a-hoz, f(x)
kézelebb van f(a)-hoz, mint az adott korlat.

@ barmely e > 0 szdmhoz van olyan ¢ > 0, hogy ha |x — a| < § fennall, akkor
|f(x) — f(a)| < e is fennall.
e Ve>035>0Vx (]x—al >dV|f(x)—f(a)l <e).
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Bolzano tétele

Ha f folytonos az [a, b] intervallumon és f(a) > 0 > f(b), akkor van olyan
a < ¢ < b hely, ahol f(c) =0.
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Bolzano tétele

Ha f folytonos az [a, b] intervallumon és f(a) > 0 > f(b), akkor van olyan
a < ¢ < b hely, ahol f(c) =0.

A bizonyitas példaul "az oroszlanfogas médszerével" torténhet.
Megfelezziik az [a, b] intervallumot. Ha a felez6pontban f nulla, készen vagyunk;
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Bolzano tétele

Ha f folytonos az [a, b] intervallumon és f(a) > 0 > f(b), akkor van olyan
a < ¢ < b hely, ahol f(c) =0.

A bizonyitas példaul "az oroszlanfogas médszerével" torténhet.

Megfelezziik az [a, b] intervallumot. Ha a felez6pontban f nulla, készen vagyunk;
ha nem, tekintsiik azt a félintervallumot, ahol f elGjelet valt. Felezziik meg ezt az
intervallumot . ..
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Bolzano tétele

Ha f folytonos az [a, b] intervallumon és f(a) > 0 > f(b), akkor van olyan
a < ¢ < b hely, ahol f(c) =0.

A bizonyitas példaul "az oroszlanfogas médszerével" torténhet.

Megfelezziik az [a, b] intervallumot. Ha a felez6pontban f nulla, készen vagyunk;
ha nem, tekintsiik azt a félintervallumot, ahol f elGjelet valt. Felezziik meg ezt az
intervallumot ... Az egymasba skatulyazott zart intervallumok kdz6s pontja legyen
c. c-hez akarmilyen kozel a fiiggvényiink negativ és pozitiv értékeket is folvesz;
tehat f(c) csak O lehet. O
(Persze ebben a formaban ez csak egy vazlatos érvelés, de pontosithaté.)
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Egy fixponttétel

Ha egy zart intervallumot folytonosan 6nmagaba képeziink, mindig van olyan
pont, amely helyben marad. J
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Egy fixponttétel

Ha egy zart intervallumot folytonosan 6nmagaba képeziink, mindig van olyan
pont, amely helyben marad. J

Bizonyitas.
Tehat az f folytonos fiiggvényre ET = [a, b], EK C [a, b].
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Egy fixponttétel

Ha egy zart intervallumot folytonosan 6nmagaba képeziink, mindig van olyan
pont, amely helyben marad. J

Bizonyitas.
Tehat az f folytonos fiiggvényre ET = [a, b], EK C [a, b].
Ha f(a) = a vagy f(b) = b, készen vagyunk.
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Egy fixponttétel

Ha egy zart intervallumot folytonosan 6nmagaba képeziink, mindig van olyan
pont, amely helyben marad. J

Bizonyitas.

Tehat az f folytonos fiiggvényre ET = [a, b], EK C [a, b].

Ha f(a) = a vagy f(b) = b, készen vagyunk.

Ha nem, legyen g(x) := f(x) — x. Mivel g(a) > 0 és g(b) < 0, Bolzano tétele
szerint van olyan ¢, ahol g(c) =0, azaz f(c) = c. O
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Egy fixponttétel

Ha egy zart intervallumot folytonosan 6nmagaba képeziink, mindig van olyan
pont, amely helyben marad. J

Bizonyitas.
Tehat az f folytonos fiiggvényre ET = [a, b], EK C [a, b].
Ha f(a) = a vagy f(b) = b, készen vagyunk.

Ha nem, legyen g(x) := f(x) — x. Mivel g(a) > 0 és g(b) < 0, Bolzano tétele
szerint van olyan ¢, ahol g(c) =0, azaz f(c) = c. O
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Altalanositas

Ha egy zart intervallumot folytonosan énmagaba képeziink, mindig van olyan
pont, amely helyben marad.

| \

Brouwer tétele

Ha a sikon (térben ...) egy korlatos, zart, konvex halmazt (kérlap/gémb,
téglalap/téglatest, ...) folytonosan dnmagéba képeziink, mindig van olyan pont,
amely helyben marad.
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Altalanositas

Ha egy zart intervallumot folytonosan énmagaba képeziink, mindig van olyan
pont, amely helyben marad.

| \

Brouwer tétele

Ha a sikon (térben ...) egy korlatos, zart, konvex halmazt (kérlap/gémb,
téglalap/téglatest, ...) folytonosan dnmagéba képeziink, mindig van olyan pont,
amely helyben marad.

A feltételek fontosak. Ha egy lyukas kdzépponti korlapot elforgatunk, nincs
fixpont, de a halmaz nem konvex. Az f(x) := 3* a (0, 1)-et Snmagéba képezi és
nincs fixpontja, de az intervallum nem zart.
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Alkalmazasok

o Ha a sik egy darabjardl készitiink egy (akar torz, de) folytonos térképet, és
azt valahogy elhelyezziik (akar meggyiirve) az adott teriileten, biztosan lesz
fixpont; oda szarhatjuk az "itt all 6n" tablat.
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Alkalmazasok

o Ha a sik egy darabjardl készitiink egy (akar torz, de) folytonos térképet, és
azt valahogy elhelyezziik (akar meggyiirve) az adott teriileten, biztosan lesz
fixpont; oda szarhatjuk az "itt all 6n" tablat.

@ Nem lehet rendesen megkeverni egy pohar koktélt; lesz helyben maradé pont.
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Az atellenes pontok tétele

Ha egy korvonalat folytonosan egy egyenesbe képeziink, lesz két atellenes pont,
amelyek képe megegyezik. J
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Az atellenes pontok tétele

Ha egy korvonalat folytonosan egy egyenesbe képeziink, lesz két atellenes pont,
amelyek képe megegyezik. J

Bizonyitas.
Tehat a kdrvonal minden pontjaba irtunk egy szdmot.
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Az atellenes pontok tétele

Ha egy korvonalat folytonosan egy egyenesbe képeziink, lesz két atellenes pont,
amelyek képe megegyezik. J

Bizonyitas.

Tehat a kdrvonal minden pontjaba irtunk egy szdmot.

Vegyiink fol egy « szog(i iranyitott atmér6t, és legyen f(«) := a végpontba irt
szdm minusz a kezd6pontba irt szam.
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Vegyiink fol egy « szog(i iranyitott atmér6t, és legyen f(«) := a végpontba irt
szdm minusz a kezd6pontba irt szam.

Ha f(«) > 0, f(a+ 180°) < 0, mert a végpont és a kezd6pont szerepet cseréltek;
mivel f folytonos, Bolzano tétele szerint valahol felveszi a 0 értéket is. O
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A umvalaszté

A Fold egy szélességi koérén (mondjuk az egyenlitén) minden ponthoz rendeljiik
hozza a pontos datumot és id6t (azaz a kdrvonalat az idGegyenesbe képezziik).
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A datumvalaszté

A Fold egy szélességi koérén (mondjuk az egyenlitén) minden ponthoz rendeljiik
hozza a pontos datumot és id6t (azaz a kdrvonalat az idGegyenesbe képezziik).
Ha ez a leképezés folytonos lenne, két atellenes pontban megegyezne az idg, ez

pedig nem lehetséges, tehat a leképezés NEM lehet folytonos! A szakadasi hely a
datumvalaszté vonal.
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A datumvalaszté

A Fold egy szélességi koérén (mondjuk az egyenlitén) minden ponthoz rendeljiik
hozza a pontos datumot és id6t (azaz a kdrvonalat az idGegyenesbe képezziik).
Ha ez a leképezés folytonos lenne, két atellenes pontban megegyezne az idg, ez
pedig nem lehetséges, tehat a leképezés NEM lehet folytonos! A szakadasi hely a
datumvalaszté vonal.

Ha Tonga szigetérdl hétfén reggel 8-kor felszall a repiilénk, kétdras Gt utén,
vasarnap délelétt 10-kor ériink Samoara.
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A datumvalaszté

A Fold egy szélességi koérén (mondjuk az egyenlitén) minden ponthoz rendeljiik
hozza a pontos datumot és id6t (azaz a kdrvonalat az idGegyenesbe képezziik).
Ha ez a leképezés folytonos lenne, két atellenes pontban megegyezne az idg, ez
pedig nem lehetséges, tehat a leképezés NEM lehet folytonos! A szakadasi hely a
datumvalaszté vonal.

Ha Tonga szigetérdl hétfén reggel 8-kor felszall a repiilénk, kétdras Gt utén,
vasarnap délel6tt 10-kor ériink Samoara.
Magellan (pontosabban Pigafetta), 1522 jalius 9; Phileas Fogg, 20 000 GBP.
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|gazsagos osztasok létezése

Egy gondos anyuka homogén, de szabalytalan alaka pizzakat készit. (olajbogyé
nélkil :-) )
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|gazsagos osztasok létezése

Egy gondos anyuka homogén, de szabalytalan alaka pizzakat készit. (olajbogyé
nélkil :-) )

Elsé feladat

El lehet-e osztani egy pizzat egy egyenes vagassal Ggy, hogy a keriilet és a teriilet
is felezédjék?
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Elsé feladat

El lehet-e osztani egy pizzat egy egyenes vagassal Ggy, hogy a keriilet és a teriilet
is felezédjék?

A keriilet minden P pontjabdl hizzunk egy irdnyitott egyenest a keriiletet felezé
"atellenes" pontba, és legyen

f(P) := bal oldali teriilet — jobb oldali teriilet.
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|gazsagos osztasok létezése

Egy gondos anyuka homogén, de szabalytalan alaka pizzakat készit. (olajbogyé
nélkil :-) )

Elsé feladat

El lehet-e osztani egy pizzat egy egyenes vagassal Ggy, hogy a keriilet és a teriilet
is felezédjék?

A keriilet minden P pontjabdl hizzunk egy irdnyitott egyenest a keriiletet felezé
"atellenes" pontba, és legyen

f(P) := bal oldali teriilet — jobb oldali teriilet.

Ez a fiiggvény az 4tellenes pontokban eljelet valt (f(P) = —f(P’)), masrészt van
olyan atellenes pontpar, ahol f(P) = f(P’), itt lesz a keresett egyenes.
(animacio!)
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|gazsagos osztasok létezése

Masodik feladat

El lehet-e osztani egy pizzat két mer6leges vagassal négy egyenl6 teriiletii részre?
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|gazsagos osztasok létezése

Masodik feladat

El lehet-e osztani egy pizzat két mer6leges vagassal négy egyenl6 teriiletii részre?

A két alakzatot foglaljuk egy elég nagy korbe. A keriilet minden P pontjabdl
hazzunk egy irdnyitott 4tmérét, és hlizzuk be az dtmérével parhuzamos és arra
merd&leges teriiletfelez6 egyeneseket. (Azt mar tudjuk, hogy ilyenek vannak.)

T2 T1
T3 T4
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|gazsagos osztasok létezése

Masodik feladat

El lehet-e osztani egy pizzat két mer6leges vagassal négy egyenl6 teriiletii részre?

A két alakzatot foglaljuk egy elég nagy korbe. A keriilet minden P pontjabdl
hazzunk egy irdnyitott 4tmérét, és hlizzuk be az dtmérével parhuzamos és arra
merd&leges teriiletfelez6 egyeneseket. (Azt mar tudjuk, hogy ilyenek vannak.)

T2 T1
T3 T4

Mivel Ty + T4 = To + T3 és Ty + To = T3 + Ta, atrendezéssel Ty = T3 és
To = Ta.
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merd&leges teriiletfelez6 egyeneseket. (Azt mar tudjuk, hogy ilyenek vannak.)

T2 T1
T3 T4

Mivel Ty + T4 = To + T3 és Ty + To = T3 + Ta, atrendezéssel Ty = T3 és

T, =T,

Legyen f(P) = T1 — T». Ez a fiiggvény folytonos, és az atméré negyedfordulatara
el6jelet valt,
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|gazsagos osztasok létezése

Masodik feladat

El lehet-e osztani egy pizzat két mer6leges vagassal négy egyenl6 teriiletii részre?

A két alakzatot foglaljuk egy elég nagy korbe. A keriilet minden P pontjabdl
hazzunk egy irdnyitott 4tmérét, és hlizzuk be az dtmérével parhuzamos és arra
merd&leges teriiletfelez6 egyeneseket. (Azt mar tudjuk, hogy ilyenek vannak.)

T1 T4

T2 T3

Mivel Ty + T4 = To + T3 és Ty + To = T3 + Ta, atrendezéssel Ty = T3 és

To = T,.

Legyen f(P) = T1 — T». Ez a fiiggvény folytonos, és az atméré negyedfordulatara
el6jelet valt, tehat kdzben valahol O; itt lesz a keresett vagas.
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|gazsagos osztasok létezése

Harmadik feladat
El lehet-e felezni egyszerre két pizzat egyetlen vagassal?

Németh Zoltan (SZTE Bolyai Intézet) Osztozkodasok 2011. november 23. 18 / 22



|gazsagos osztasok létezése

Harmadik feladat

El lehet-e felezni egyszerre két pizzat egyetlen vagassal?

—

A két alakzatot foglaljuk egy elég nagy korbe. A keriilet minden P pontjabdl
hazzunk egy iranyitott 4tmérét; majd hizzunk az 4tmérére merdlegesen olyan
egyeneseket, melyek kiilon-kiilon felezik a pizzakat (ilyen egyenesek vannak). A
felez& egyenesek az atmér6t az A és a B pontokban metszik.

Németh Zoltan (SZTE Bolyai Intézet) Osztozkodasok 2011. november 23. 18 / 22



|gazsagos osztasok létezése

Harmadik feladat
El lehet-e felezni egyszerre két pizzat egyetlen vagassal?

A két alakzatot foglaljuk egy elég nagy korbe. A keriilet minden P pontjabdl
hazzunk egy iranyitott 4tmérét; majd hizzunk az 4tmérére merdlegesen olyan
egyeneseket, melyek kiilon-kiilon felezik a pizzakat (ilyen egyenesek vannak). A
felez6 egyenesek az atmér6t az A és a B pontokban metszik. Legyen

f(P) :=az A és a B koordinatajanak kiilonbsége.

Ez a fiiggvény az atellenes pontokban el&jelet valt, masrészt van olyan atellenes
pontpar, ahol f(P) = f(P’); itt lesz a keresett egyenes. (animacié!)
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Atellenes pontok még egyszer

Ha egy korvonalat folytonosan egy egyenesbe képeziink, lesz két atellenes pont,
amelyek képe megegyezik. J
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Atellenes pontok még egyszer

Ha egy korvonalat folytonosan egy egyenesbe képeziink, lesz két atellenes pont,
amelyek képe megegyezik. J

Borsuk—Ulam tétel

Ha egy gombfeliiletet folytonosan egy sikba képeziink, lesz két atellenes pont,
amelyek képe megegyezik.

(Magyarul, a gombfeliilet minden pontjadhoz egy szampart rendeliink.)
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A sonkasszendvics-tétel

Adott 3 test (a kenyérszeletek, a vaj és a sonkaszelet). Van olyan sik ("egyenes
vagas"), amely egyszerre felezi mindharom test térfogatat.
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A sonkasszendvics-tétel

Adott 3 test (a kenyérszeletek, a vaj és a sonkaszelet). Van olyan sik ("egyenes
vagas"), amely egyszerre felezi mindharom test térfogatat.

Bizonyitas.

Vegyiik koriil a testeket egy elég nagy gémbbel.

A gémb minden P pontjabdl hiizzunk egy iranyitott atmérét; majd hizzunk az
atmérére merdlegesen olyan sikokat, amelyek kiilon-kiilon felezik a testeket (ilyen
sikok vannak). A felez6 sikok az atmérét az A, B, C pontokban metszik.
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A sonkasszendvics-tétel

Adott 3 test (a kenyérszeletek, a vaj és a sonkaszelet). Van olyan sik ("egyenes
vagas"), amely egyszerre felezi mindharom test térfogatat.

Bizonyitas.
Vegyiik koriil a testeket egy elég nagy gémbbel.
A gémb minden P pontjabdl hiizzunk egy iranyitott atmérét; majd hizzunk az
atmérére merdlegesen olyan sikokat, amelyek kiilon-kiilon felezik a testeket (ilyen
sikok vannak). A felez6 sikok az atmérét az A, B, C pontokban metszik.
Legyen

f(P):=(a—b,b—¢)

( a megfelels pontok koordinatainak kiilonbségeibdl képezett szampar).

A fliggvény mindkét komponense az atellenes pontokban el&jelet valt, masrészt
van olyan atellenes pontpar, ahol f(P) = f(P’), azaz A= B = C; itt lesz a
keresett sik.
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Hazi feladat

Az el6adas elején mdédszert kerestiink, ami elfogadhaté, de nem biztos, hogy

pontos. A végén pontos osztasok létezését bizonyitottuk, de ezek megkeresésére
nem adtunk mddszert.

Az alabbi két feladat egyszer(i esetekben megtalalja a felez6 egyeneseket.
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Hazi feladat

Az el6adas elején mdédszert kerestiink, ami elfogadhaté, de nem biztos, hogy
pontos. A végén pontos osztasok létezését bizonyitottuk, de ezek megkeresésére
nem adtunk mddszert.

Az alabbi két feladat egyszer(i esetekben megtalalja a felez6 egyeneseket.

1. feladat

Adott egy haromszog. Szerkessziink (korzével és vonalzéval) olyan egyenest,
amely valamelyik oldalara meréleges és a teriiletét felezi.

Adott egy haromszog és egy egyenes. Tekintsiik az alabbi harom allitast:
o Az egyenes felezi a hdromszog teriiletét.

o Az egyenes felezi a haromszog keriiletét.
o Az egyenes atmegy a haromszogbe irhaté kor kézéppontjan.
Bizonyitsuk be, hogy ha barmelyik két allitas igaz, akkor a harmadik is igaz.
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Készénom a figyelmet!

Az el6adas anyaga megtalalhaté itt: www.math.u-szeged.hu/~nemeth
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