Fourier-sorok

32. Egyenletesen konvergens trigonometrikus sor osszegfiiggvényének és egyiitthato-
inak kapcsolata

1. Definicié: A T, (z) = A+ Y ,_,(a cos kx + by sin kz) alaki Gsszegeket n-edrendii trigonomet-
rikus polinomnak nevezziik (ahol A, ay, by konstansok).

2. Definicié: Az A+ Y- (ay cos kz + by, sin kz) alakd sort trigonometrikus sornak nevezziik (ahol
A, ay, b konstansok).

3. TETEL: Ha az A+ S e (ag cos kx + by sin kz) figguénysor egyenletesen konvergens a [0; 2w)-n
és dsszegfiigguénye f(x), akkor az egyiitthatokra a kovetkezd Gsszefiiggések teljestilnek:

1 2m
(1) A= — f(z)dx,
2w 0
1 2
(2) ar = — (z) cos kx dz, ahol k € NT,
T Jo
1 2m
(3) by, = — (z) sin kx dz, ahol k € NT.
T Jo
(Ezek az un. Euler—Fourier képletek.)
Bizonyitas. Legyen tehat
(4) flx)=A+ Z(W cos lx + by sin fx),
=1

és rogzitsiink egy k € NT szamot!
Szorozzuk be (4) mindkét oldaldt cos kz-szel, akkor adédik, hogy

o0
f(x)coskx = Acoskx + Z(W cos lx cos kx + by sin lx cos k).
=1
Mivel a (4) alatti sor — a feltevés szerint — egyenletesen konvergens, igy a korlatos cos kz-szel
beszorzott sor is az, ekkor viszont tagonként integralhatunk, azaz
2

27
(x) cos kx dx = / Acos kx dz+
0

00 27 27
+ Z{ ap cos ¥x cos kx dx + by sin fx cos kx dm}.
=1 70 0

0

Megmutatjuk, hogy
2m

a) Acoskxdx =0,
0

27
] ] _]0, ha ¢ # k
(6) b) /0 ay cos bz cos kx dv = {W-ak, ha f = k.

2m
c) / by sin lx cos kx dx = 0.
0

1



. 27
Nyilvan fo% Acoskxdr = A [%] = 0, ezzel 6/a bizonyitott.
0

Legyen £ # k, ekkor, mivel cos £z cos kz = 2[cos(£ + k) + cos({ — k)z], igy

2
1 sin(¢ + k)x sin(f — k)x127
5“‘[( )+( )}

27
/0 ay cosfx cos kx dx = Tk -

0
Ha ¢ = k, akkor

27 27 27
1 2k 1
/ aKCOSQk:xdx:ak/ Mdm:—ak/ ldx =7 - ayg,
0 0 2 2 0

amivel 6/b-t is beldttuk.
A 6/c beldtasa a 6/b-hez teljesen hasonléan torténik; a 6/a,b,c éppen (2)-t adja.
Ha k = 0, akkor azonnal adddik (1), hiszen (5)-ben a > utdni tagok mind nulldval egyenléek, ha

pedig cos kz helyett (5)-6t sin kz-szel szorozzuk be, akkor — teljesen hasonléan mint elébb a (2)
esetén — (3)-at kapjuk.

33. A trigonometrikus rendszer ortogonalitdsa. A Fourier-sor

A 6/a,b,c formuldk azt mutatjék, hogy az

1, coszx, sinz, cos2z, sin2x, ..., coskx, sinkx, ...
fiiggvényrendszer ortogonélis rendszert alkot a [0; 27]-n, ami azt jelenti, hogy e rendszer barmelyik
két fliggvénye ortogondlis egymaésra abban az értelemben, hogy barmely két fliggvény , skaldris

szorzata” egyenld 0O-val, ahol a g és h fliggvények skaldrszorzatén az (f,g) := fOQTF h(z) g(z) dx
kifejezést értjiik. (Ez a kifejezés rendelkezik a ,skaldris szorzat” szokdsos tulajdonsdgaival: (f, f) >

0, (f,9) = (g, f), (frg+h)=(f,9) +(f h).)

Ha ugyanis az fo% coskxdxr =0, fOQTF sin kx dx = 0 integralokat tekintjiik, akkor ez azt jelenti, hogy
a g(x) = 1 fiiggvény ortogondlis a rendszer tobbi elemére.

Az f027r sinfxsinkxdx = 0, fOQTF cos kwcoslrdr = 0, ahol k # £ és az f027r sinfxcoskxrdr = 0
integrélok pedig valéban azt mutatjdk, hogy a rendszer barmely két eleme egymasra ortogonalis.

Ezek utan az (1), (2), (3) formuldk segitségével definidlhatjuk egy fiiggvény Fourier-sorat a kovet-
kez6képpen:

4. Definicié: Legyen f(x) € Rioox €s legyen f 2m szerint periddikus. Ekkor az f(x) figgvény
Fourier-soran a kovetkezdt értjik:

Qo = .
f(z) ~ 5t Z(ak cos kx + by sin kx),
k=1
ahol
1 2m
ap = — (x)coskxdr (k=0,1,2,...)
TJo
és
1 2
by = — (x)sinkxdr (k=1,2,...).
T Jo

Az {ar}, {br} szdmokat a fiiggvény Fourier-egyiitthatdinak nevezzik.

ag

Megjegyzés. Az % jelolést azért vezettiik be A helyett, hogy az aj-ra vonatkozé formula k = 0-ra

is miikodjon.



5. TETEL. Egyenletesen konvergens trigonometrikus sor az 0sszegfiigguényének Fourier-sora.

Ez a tétel egyenes kovetkezménye a 3. Tételnek, figyelembe véve a 4. Definiciét.

34. A Riemann-lemma

A kovetkezOkben az ay, és by, Fourier-egyiitthatok sorozatdnak egy érdekes tulajdonsagat bizonyitjuk
be. Nevezetesen igaz a kovetkezo

6. TETEL. Egy Riemann-integrdlhaté f figgvény {ay},{br} Fourier-egyitthatéinak sorozatdra
érvényes, hogy

lim ar = hm b, = 0.
k—o0

A fenti tétel egyszerli kovetkezménye az aldbbi lemmaéanak:

7. Lemma. (Riemann-lemma). Ha f € R, ), akkor

b b
(7) lim f(z)cos prdr = lim f(z)sin px dz = 0.
p—00

— 00
H a a

. /
Bizonyitas. Mivel cos ux = <M> , ezért
n

b
‘/ cosu:ndm‘ =

, b
Hasonléan ‘fa sin pux d:c‘ < % (u>0).

sin pub — sin pa
I

2
< — (u>0).
| >0

Ezek utan térjiink ra (7) bizonyitdsdra (csak az els6 hatarértéket latjuk be, mert a masik ugyanigy
bizonyithatd).

Legyen az [a, b] intervallum valamely felosztasa
(8) a=20<T1 < <Ti1<T; << Tp_1<xTp=>.

Ekkor

/abf( COS“Mw—Z/ F(3) + f(ws)] cos p da =

Zq

= Z/ f(x;)] cos px dx + Zf x; / cos px dz,
i=1 Ti—1

és igy

9) ‘/abf(m) cosumdaz‘ <

<Z‘/ I ()] cos,ua;da:‘—i—Z]f ml\‘/ cos px dr|.

Nyilvanvald, hogy
|f(x) = f@i)ll cos p| < [f(x) — f(x:)| < Mi —mi = o5,

3



ahol
M;= sup f(x), m;= _inf f(z),

1‘6[:0@,1,90@] Ie[miflyxi]

ezért

‘/:l[f(@ — fl@i)]cos prde| < (w; —zi1)or (i =1,2,...,n),

tovabba
‘/ Cos,uxd:z:‘ < -,
XTi—1 lu’

igy (9)-et az aldbbi médon becstilhetjiik:

b n 9 n
(10) | / o) cospa da| < 3o = i-s)ou + 2 - 1(w)| = T+11

Ezek utan legyen adott egy tetszéleges pozitiv e. Mivel f € Ry,y), gy az oszcillicids kritérium
értelmében az [a, b] intervallum (8) alatti beosztdsa megvélaszthaté gy, hogy

€
I<-
2
teljesiiljon, majd ezt a felosztdst rogzitve a >, | f(z;)] egy fix szdm, {gy megadhaté olyan N, hogy
ha p > N, akkor

2 & €
IT==> |f(z:)l <3,
azaz, tetszOleges e (> 0)-hoz taldltunk olyan N-t, hogy ha u > N, akkor

b
‘/ f(x)cos,ua:da:‘ <eg,

ami azt jelenti, hogy (7) els6 allitdsa valéban fenndll.

Ezzel lemmankat bebizonyitottuk.

35. A részletosszegek eldallitasa a Dirichlet-féle magfiiggvénnyel

A tovébbiakban azt a kérdést targyaljuk, hogy milyen esetekben igaz az, hogy egy f fliggvény
Fourier-sora eléallitja a fliggvényt. E célbdl azt kell vizsgalni, hogy milyen feltételek mellett all
fenn, hogy egy = helyen

sn(2) — f(z) (n— o0),

ahol s, (z) a Fourier-sor n-edik részletosszegét jeldli.

Ezért el6szor az s, (x)-re, majd s,(x) — f(x)-re keresiink olyan ,zart” formulat, amely vizsgalata
mér mutatja, hogy mit elég feltenni f(z)-rél, hogy a fenti konvergencidt allithassuk.
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Vizsgaljuk tehat s, (z)-et!

Sp(x) = % + Z(ak cos kz + by sinkx) =

k=1
1
:% f dt—i—z <0 cosktdt)coskx+
1 2T
+—< f(t)sinktdt) sinkx =
Q0 0
- L[ dt+z / k(z —t)dt =
= o ) cos k(x =
_l/%f(t){l—i-cos(t—x)—i- —|—cosn(t—x)}dt
=2/ 5 .
Mivel
1 sin(2n +1)%
— 4+ cosp+cos2¢+ - Fcosnp = ——————,
2 2sin £
ezért
1 (%7 51n(2n—|—1);
11 n(x) = = ) ———— 2 dt.
(11) )= [ 0™

A (11) el6éllitas jobb oldalét Dirichlet-féle integrdlnak nevezziik.

Bevezetve az u = t — x helyettesitést, (11) a kovetkezé alakba irhaté:

1 [ sin(2n +1)%

. . . . , 2r—x 27 ,
Az integrandusz 27 szerint periodikus, ezért [T = [, ezért, bevezetve a

sin(2n + 1) % _ D)

: u
2sin >

jelolést (D, (u)-t Dirichlet-féle magfigguénynek nevezzik), (12) igy irhaté:

1 27
(13) Sp(x) = — flx 4+ u)Dy,(u) du.

T Jo
Végezziink tovabbi atalakitdsokat! Bontsuk fel a (13) alatti integralt fow + f:ﬂ Osszeg alakba és a
masodik integralnal u helyBe —u-t helyettesitve kapjuk, hogy

Sn(x) = / flx+u)D )du—l— ! 7T!)"(ac—|—u)Dn(u)du:

s

_ /fa:—i—u )du—l/_%f(x—u)Dn(u)du:

—T

(14)
_ /fa:—f—u w)du + = /fa:—u () du =

=—A[ﬂ w) + (& — w) Do () du

™



azaz

(15) sala) =+ [+ )+ o = wID () du

s

A (15)-6s eléallitasbdl latszik, hogy a Fourier-sor részletosszegének viselkedése alapvetéen az

[l +u) + flz—u)

Osszeg x pont egy kornyezetében vald viselkedésétdl fligg (ami természetesen a fliggvény x pont
koriili viselkedésétél fiigg). A (15)-6s formulat Dirichlet-formuldnak nevezzik.

36. Elegendo feltételek a Fourier-sor konvergenciajara: a féloldali differencialhatésag

Most vizsgaljuk az s, (z) — f(z) kilonbséget. Mivel

M:l—kcosu—i—""}'cosnu

(16) Dn(u) = 2sin &

fgy
(17) / D, (u) du = E7
0 2

viszont (17)-bél (mindkét oldal f(x)-szel valé beszorzasaval) azt kapjuk, hogy

(15) fa) =2 [ D

(vegyiik figyelembe, hogy f(x) az u szerinti integraldsnédl konstans).
Figyelembe véve (15)-6t és (18)-at, az adddik, hogy
1 ™
(19) sn(z) — flz) = = / [f (@ +u) + f(z —u) = 2f(2)]|Dn (u) du.
0

™

Vezessiik be a

(20) P, (u) = f(z+u) + f(x —u) = 2f(2).
jelolést, igy (19) a kovetkezé alakot olti:

(21) sn(@) — flz) = - / B.,(w) Dy, (u) du.
0

T
A tovabbiakban azt vizsgaljuk, hogy f(x)-re milyen feltételt elég feltenni ahhoz, hogy @, (u) olyan
legyen, hogy s, (z) — f(z) tartson nulldhoz, azaz

su(e) = f@) (n— o0)
fennalljon.

Erre vonatkozik majd a kovetkezd tétel, de el6tte idézziink fel egy-két definiciét! Jeldlje f(z 4 0) és
f(x—0) az f fiiggvény jobb- illetve bal oldali hatarértékét az x pontban. Ezek segitségével definidljuk
az f fiiggvény = pontban levé féloldali differencialhdnyadosait (amelyek a ponthoz tartozé félérinték
meredekségeit jelentik).

8. Definicié. Tegyiik fel, hogy léteznek és végesek az f(x + 0) és f(x — 0) féloldali hatdrértékek.

Ekkor a
lim flx+t)— f(z+0)

t—0t t




hatdrértéket az f fiigguény = pontban vett jobb oldali differencidlhdnyadosdnak nevezziik és f' (x)-
szel jeloljuk; hasonloan, a
L S —0)~ e 1)

t—0t t

hatdrértéket az f figguény x pontban vett bal oldali differencidlhdnyadosdnak nevezzik és f’ (x)-szel
jelolyiik.

9. Megjegyzés. Vilagos, hogy ha f € D,, akkor f’ (z) = f’ (x) = f'(x).

Ezek utdn megfogalmazhatjuk tételiinket.

10. TETEL. Ha léteznek fi(x) és fL(x), akkor az x pontban az f fiiggvény Fourier-sora konvergens

és 0sszege w .

11. KOVETKEZMENY. Ha f € D,, akkor az f Fourier-sora konvergens és dsszege f(x).
A kovetkezmény egyszerlien adédik a tételbol, figyelembe véve a 9. Megjegyzést.

Most térjiink ré a 10. Tétel bizonyitdsdra. Induljunk ki (21)-b6l és bontsuk fel a megfelel integralt
az aldbbi médon:

sn(x) — f(2) =
0

/7T O, (u)D,(u) du =
(22)
)

= 3|~

(u)
4 T
/ S, (u)Dy (u du—i—%/ @, (u)Dy, (u) du,
0 B

ahol 0 < § < .

Feltehetjiik, hogy
oy = L2012 S2=0)

ugyanis az x helyen a fiiggvényértéket igy megvaltoztatva, a Fourier egyiitthaték nem valtoznak
(hiszen az ket definidl6 integral értéke nem valtozik), azaz a Fourier-sor sem véltozik.

Irjuk fel ezek utdn (22)-t kissé részletesebben:

_ 1 Cr(flz+u)+ flx—u) — f(z+0) = fz—0))7sin(2n+1)%
@)= 1@ =1 [ . | s
(23) +%/;[(f(x+u)+f(m—u)—f(a:—i—O)—f(q:—o)}% du —
=I+11.

() —f@+0)| g |Le=u)=f(a=0)

u u

Becsiiljiik el6szér I-et. Mivel f/ () és f’ (x) léteznek, ezért ‘f
becsiilheték egy K konstanssal, ha § elég kicsi és 0 < u < § < .

Ay -2 pedig monoton névé (0;7)-n, igy

U
S 5

u
2

T
= < —, ha0<u <y,
sin 5 2

tovabbd (sin(2n 4 1)%5) < 1, igy ezeket a becsléseket alkalmazva adédik, hogy

T K
5oL 1 K =682
0 2 52

3| -

(24) I<

7



Legyen most ¢ egy tetszélegesen adott pozitiv szam, és  olyan, hogy 57K < 5, és ezutan rogzitsiik
is ezt a d-t igy. Ezutdn a fenti d-val vegyiik I7-t és becsiiljiik. Nyilvanvald, hogy a (§;7)-n az

fletuw) +flz—uw) - fl+0) = f(z-0)

: U
2 sin 5

fliggvény Riemann-integralhatd, ezért a Riemann-lemma szerint I — 0, ha n — oo, azaz megad-
haté olyan N, hogy II < 5, ha n > N és igy, figyelembe véve (24)-et és (23)-at is, azt kapjuk,
hogy tetszbleges e (> 0)-hoz van olyan N, hogy ha n > N, akkor |s,(z) — f(z)| < €, ami azt je-

_ [Eet0+/E=0)

lenti, hogy a Fourier-sor ésszege valéban f(x), és mivel f(x) volt, ezért tételinket

bebizonyitottuk.

Most nézziink néhany példat arra, hogy hogyan hatarozzuk meg egyszeri fliggvények Fourier-sorait,
tovabba arra, hogy ezeket hogyan alkalmazzuk nevezetes numerikus sorok Osszegének meghataro-
zésara. Ez utébbi feladathoz sokszor jol hasznalhaté az un. Parseval formula, amelyet most itt
bizonyitas nélkiil ismertetiink:

12. TETEL. (Parseval-formula) Legyen f € Rjgon. Ekkor az f fiigguény Fourier-egyiitthatdira
1gaz, hogy

27 2 &
2 o] 2 | 32
x d:nzw(——l— an+bn).
P >+
37. Az1—12+2L2+--.+n_12_|_...:%2bizonyl'tésa

A tételt harom feladat bemutatasdval tobbféleképpen bizonyithatjuk. Fejtsiik Fourier-sorba ugyanis
az alabbi fliggvényeket:

a) f(z)="5%, z € (0;2m), f(0)=0.

(Lésd Németh Jozsef: Eldadasok a végtelen sorokrél c. konyv 155-156. oldalan.)

1, ha z € (0;m),
b) f@) =4 -1, haze (-m0),
0, ha z =0 vagy x = 7.

(Lésd Németh Jozsef: Eldadasok a végtelen sorokrél c. konyv 156-157. oldalan.)

c) f(z)=2?% ze[-mmnl.
(Lasd Németh Jézsef: Eldaddsok a végtelen sorokrdl c. kényv 157-158. oldalan.)

Most egy példat mutatunk vazlatosan a Fourier-sorok fizikai alkalmazasédra (a probléma kidolgoza-
sat az olvasé megtalalja Szokefalvi-Nagy Béla: Valos fliggvények és fiiggvénysorok c. konyvében).
(Lésd Németh Jozsef: Eldadasok a végtelen sorokrdl c. konyv 118-119. oldaldn.)

38. A Fejér-féle Gsszegzés meglrzi a konvergenciat

Az elbzbekben belattuk, hogy ha egy fliggvény differencidlhaté egy x¢ pontban, akkor a fiiggvény
Fourier-sora ebben a pontban konvergens és Gsszege egyenld f(xzg)-lal.

8



Felmeriil a kérdés, hogy vajon ha csak azt tudjuk a fiiggvényrol, hogy folytonos zy-ban, akkor az 6
Fourier-sora konvergens-e ebben a pontban? A véalasz ,nem”.

Mar Du Bois Reymond 1876-ban adott példat olyan folytonos fiiggvényre, amelynek Fourier-sora
divergens. Az olvasé pl. Székefalvi-Nagy Béla: Valos fliggvények és fliggvénysorok cimii konyvében
Fejér Lipottol talal egy gyonyori szellemes példat ilyen fliggvényre.

Meg fogjuk azonban mutatni, hogy ha az eddigieknél hatékonyabb Osszegzési eljarast tekintiink,
akkor azzal mar minden folytonos fiiggvény Fourier-sora Osszegezhetd éppen az adott pontban
felvett fiiggvényértékhez.

Nézziik ezt a ,,hatékonyabb” Gsszegzési eljarast.

13. DEFINICIO. Legyen adott eqy Y po o ur sor; részletosszegeit jeloljik s,-nel, ezek szdmtani
kozepeit pedig o,-nel, azaz

n
so+s14 -+ sy
sn:Zuk; Op = .
P n+1

Amennyiben 3 lim o, = s, akkor azt mondjuk, hogy a zzozo u sornak létezik a Fejér-féle dsszege

n—oo
(vagy Fejér-féle Osszegzési eljarassal Osszegezhetd) és az s-sel egyenld.

Meg fogjuk mutatni, hogy a Fejér-féle Gsszegzés megbrzi a kozonséges konvergenciat, de annal
hatékonyabb, azaz belatjuk a kévetkezd tételt.
14. TETEL. 4 fenti jelolésekkel érvényesek a kovetkezd dllitasok: had lim s, = s, akkord lim o, :I

n—oo n—oo

- - s - o0 . . -z e s .
s is, viszont létezik olyan ) ,_, uy sor, amely divergens, de 3 lim oy, azaz Fejér mddszerével Gssze-

n—oo

gezhetd.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy lim s, = s. Ekkor minden ¢ (> 0)-hoz van olyan v, hogy ha n > v,
akkor |s, — s| < 5. De akkor

n v—1 n
1 1 1
= o] < e o <
k=1 k=0 k=v
€
< MV )
R
ahol
M, = — st
Oér,glg_l{bk s|}

Ha tehét n elég nagy, azaz ha n > 22w akkor
g
’UTL - S‘ S 67
amivel a tétel els6 felét bebizonyitottuk.
A mésodik 4llitdst egy példdval mutatjuk meg. Legyen a Y (—1)™ sor. Mivel

|1, han=2k,
=90, han =2k +1,

ezért s, nem konvergens. Ugyanakkor

ntl ,
. 141441 37, han pératlan,
==
ntl 7+l ha n paros
n+41"’ ’




azaz o, — %, tehat a Fejér-modszerrel 0sszegezhetd a sor.

39. A o-kozepek elGallitasa a Fejér-féle magfiiggvénnyel

(Lasd Szokefalvi-Nagy Béla: Valés fliggvények a fiiggvénysorok cimi kényvébdl a 351-352. oldalon
(351-es oldal tetejétdl a 352. oldal 23. b formuldjéval bezardlag.)

40. Fejér tétele a pontonkénti szummalhatésagraol

(Lasd Székefalvi-Nagy Béla: Valos fliggvények és fiiggvénysorok cimii konyvébél a 352. oldalon a
Fejér tétele a) része; a 352. oldal kozepétél a 353. oldal kozepéig.)

41. Fejér tétele az egyenletes konvergenciarol

(Lasd Sz6kefalvi-Nagy Béla: Valds fliggvények és fiiggvénysorok cimii konyvébdl a tétel kimondds
a Fejér tétele b) része (352. oldal kozepe) és a bizonyitds a 353. oldal kozepétdl a 354. oldal 2.2.
pontjéig.)

42. Fejér approximacios tétele

(Lasd Szokefalvi-Nagy Béla: Valos fiiggvények és fliggvénysorok cimii konyvébél a 354. oldal kozepén
levé b) pont a 354. oldal aljiig).
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