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Osszefoglalas

Malt héten:
@ Vektortér
o Altér
o Generalt altér (linearis kombinacié)

o Egy adott vektor eleme-e?
o Atiras egyenletrendszeres alakba.
o Kifesziti-e az adott vektorteret?

Ma: adott egy generalt altér.
e Hany vektor kell, hogy kifeszitse/generalja?

o Ezek milyen tulajdonsaguak.

Bogya Norbert Linearis algebra gyakorlat (5. gyakorlat)



Linearis fliggetlenség

Tartalom

@ Linearis fiiggetlenség

Bogya Norbert Linearis algebra gyakorlat (5. gyakorlat)



Linearis fliggetlenség

Linearis fliggetlenség

Linearis kombinacié (ismétlés)

Legyen V egy vektortér, vi, va, ..., v, pedig n darab vektor V-bél.
Legyenek tovabba ci, ¢, ..., c, tetsz6leges valés szamok. Ekkor a

V=CVi+...+CVp

vektort a vq, vo, ..., v, vektorok ci, ¢, ..., c, szamokkal vett
linearis kombinaciéjanak nevezziik.

Linearis fliggetlenség (definicio)

A vi,...,v, vektorrendszer linedrisan fliggetlen, ha a zérusvektor
csak trivialis linedris kombinacidként allithaté el§, azaz barmely
ci,...,Cp valés szamok esetén

hacivi +...+cyv, =0, akkorey = ... =¢, = 0.
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Linearis fliggetlenség

Linearis fliggetlenség

1. Feladat

Linearisan fliggetlenek-e a kovetkez6 vektorrendszerek?
Q (0,1,2)

Q (1,-1,0), (1,-1,0)

o (1,1,1), (-1,2,9), (0,0,0)

Q (1,0,—2), (-3,0,6)

o (1,2,1), (1,-1,1), (1,1,0)

o (1,1,2), (1,-1,-1), (0,2,3)

Megoldas
Igen, nem, nem, nem, igen, nem.
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Linearis fliggetlenség

Linearis fliggetlenség

Egy vektorrendszer pontosan akkor linearisan fiiggs, ha az egyik

vektora elGall a tobbi vektoranak linearis kombinaciéjaként.

Tétel

Ha egy v1,..., v, vektorrendszer vektorai n komponensbél allnak,
akkor az elébbi tétel értelmében a vq, ..., v, vektorrendszer
pontosan akkor linearisan fiiggetlen, ha a beléliik alkotott
determinans értéke nem nulla.

Cramer-szabaly (emlékeztetd)

Szabalyos linearis egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van.
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Linearis fliggetlenség Rang

Rang

Definicié
Egy vi,... v, vektorrendszer rangja a legnagyobb maximalis
linedrisan fliggetlen részrendszerének elemszama, vagyis a rang az r
egész szam, ha
Q kivalaszthatd vy, ... v, koziil r darab vektor gy, hogy ezek
linearisan fliggetlen vektorrendszert alkossanak, de
@ nem valaszthat6 ki vy, ... v, kdziil r + 1 darab vektor gy,
hogy ezek linearisan fiiggetlen vektorrendszert alkossanak.

Fontos észrevétel

o Egy n elemii vektorrendszer rangja legfeljebb n, és pontosan
akkor n, ha az egész vektorrendszer lineérisan fiiggetlen.

@ Ha tudjuk a rangot, azt is tudjuk linearisan fiiggetlen-e.
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Linearis fliggetlenség Rang

Ha egy vektorrendszer valamelyik vektorahoz hozzaadjuk egy masik
vektordnak valamilyen konstansszorosat, vagy valamelyik vektorat
megszorozzuk egy nem nulla konstanssal, akkor a vektorrendszer
rangja nem valtozik.

11l TEHAT A MODSZER
GAUSS-ELIMINACIO. I!!

Bogya Norbert Linearis algebra gyakorlat (5. gyakorlat)



Rang

2. feladat

Szamitsuk ki a kovetkez vektorrendszerek rangjat!
9 (1,1,0), (2,2 0)
(1,2,1) (1,-1,1), (1,1,0)

o (1,-1,0), (1,1,1), (1,-3,-1)
(1,2,1,0), (1,1,1,1), (1,1,2,3) )

Megoldas: 1, 3, 2, 3.

3. feladat
Hogyan valtozik az alabbi vektorrendszer rangja a p paraméter
fliggvényében?

(1,2,3), (p,4,5), (0,-1,1)

Megoldas: Ha p = %, akkor a rang 2, egyébként a rang 3.
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Linearis fliggetlenség Bazis

Definicié (emlékeztetd)

Legyen V egy vektortér, vi, vo, ..., v, pedig n darab vektor V-bél.
Ekkor a vi,vo, ..., v, vektorrendszert a V altér
generatorrendszerének nevezziik, ha [vi,vo,..., vy = V.

Tétel

A vi, ... v, vektorrendszer generatorrendszere R”-nek, pontosan
akkor, ha a rangja egyenl6 n-nel.

Definicié

| A

Egy vektortér linearisan fliggetlen generatorrendszerét bazisnak
nevezziik.

N
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Linearis fliggetlenség Bazis

Osszefoglalas

A mai nap fététele

Legyen vi, vo, ..., vk egy R™-beli vektorrendszer. (Tehat k darab
vektor, mindegyik n koordinataval.) Jel6ljik a vektorrendszer
rangjat r-rel. Ekkor teljesiilnek a kdvetkezék:

Q 0<r <k,
@ r =k <= avr. linedrisan fliggetlen,
© r =n <= a vr. generatorrendszer,

Q@ r=n=k <= avr. bazis,

r < k <= a vr. linearisan fliggg,

(5 ]
Q@ k< n < avr. NEM generatorrendszer,
@ k>n <= avr. linearisan fliggs.
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Linearis fliggetlenség Bazis

Feladatok

A kdvetkez6 rendszerek linearisan
fuggetlenek/generatorrendszerek /bazisok-e?

o (1,2,-1), (-1,1,1), (1,2,0)

Q@ (1,-1,0), (1,1,1), (1,-3,-1)

9 (1,2,1,0), (1,1,1,1), (1,1,2,3)

Q (1,-1,2), (1,1,1), (0,1,2), (1,-2,1)

Megoldas

r =3 = lin. fgtlen., gen. rendszer, bazis
r =2 = lin. fiiggs, nem gen. rendszer, nem bazis

r =3 = lin. fgtlen., nem gen. rendszer, nem bazis

©00O0

r =3 = lin. fligg8, gen. rendszer, nem bazis
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Linearis fliggetlenség Dimenzié

Dimenzié

Definicié
Egy vektortér véges dimenzids, ha van véges generatorrendszere.

Tétel

Egy véges dimenziés vektortér barmely két bazisanak elemszama
egyenl§.

Dimenzié
Az el6z6 tételbeli kdzos elemszam a vektortér dimenzidja. Egy V
vektortér dimenziéjat dim V -vel jeldljik.

A [vi,..., v, altér dimenziéja egyenl§ a vi,. .., v, vektorrendszer
rangjaval (mivel ez adja meg a bazisainak az elemszamat).
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Dimenzié

Dimenziététel
Ha U; és U> két altér a V vektortérben, akkor

dim U; +dim U, = dim(U1 + U2) + dim(U1 N UQ).

Ha U1 :[vl,...,v,,] és UQZ[Wl,...,Wk], akkor
Ui+ Uy =[vi,... vy, Wi, ..., w].

5. feladat
Egyenl6-e az [(1,-1,-3), (—1,0,2), (1,—3,—5)] és az
[(1,7,-1), (2,5,4)] altér?

| A

Megoldas
Nem, mert dim U; N U, # dim Uy (= dim Uy) .
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Szorgalmi feladatok

4.13. Feladat

Déntsiik el, hogy az x paraméter mely értékei esetén lesz eleme a
(2,—1,1) vektor az [(1,—-1,1); (1,0,1 —x); (—1,x+1,-2)]
altérnek.

4.6. Feladat

Alteret alkotnak-e az R"*" vektortérben az alabbi halmazok?
QO U={A: |Al#0}
Q@ U={A: |A|=0}
Q U= {A : AT = A}

4.9. Feladat

Legyen u, v, w harom vektor egy tetszéleges vektortérben. Mit lehet
mondani az u vektorrdl, ha tudjuk, hogy w & [u,v], v ¢ [u, w], de
u€[v,w]?
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Elméleti jellegii ,,gyorskérdések”

Igazak-e az alabbi allitdsok? Valaszat indokolja! (Bizonyitas, példa, ellenpéldal)

© Van olyan 2 x 2-es matrix, ami nem tartalmaz 0-t, de a determinansa 0.

Ha egy linearis egyenletrendszer tobb ismeretlent tartalmaz, mint ahany
egyenletet, akkor a linearis egyenletnek végtelen sok megoldasa van.

o

© Ha egy determinans minden eleme paratlan szam, akkor a determinans
értéke is paratlan.

o

Ha egy linearis egyenletrendszer tobb egyenletbdl all, mint ahany
ismeretlen van benne, akkor az egyenletrendszernek pontosan egy
megoldasa van.

o

Egy linearis egyenletrendszer megoldasat Gauss-eliminaciéval kerestiik, és
a bdvitett matrix lépcsés alakjanak utolsé sora igy néz ki:

(0 0 0 1]2).Ekkor az egyenletrendszernek pontosan egy
megoldasa van.

Ha AB megegyezik a nullmatrixszal, akkor az A és B koziil legalabb az
egyik a nullmatrix.

Barmely vektortérnek van altere.

Ha egy vektortér valamely részhalmaza zart az Gsszeadasra, akkor az altér.

00O O

Linearisan fiigg6 vektorrendszer barmely részrendszere is linearisan fiiggs.



	Lineáris függetlenség
	Rang
	Bázis
	Dimenzió

	Ismétlés

