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Egyenletrendszerek Cramer-szabaly

Cramer-szabaly

Az
ajix1 +apxo ... +anxs = b
axix1 +apxo + ... +amx, = by
amXx1 +amx2 + ...+ ampxn = bnm

egyenletrendszer linearis egyenletrendszernek nevezziik. Ez felirhaté
matrixos alakban is:

Am><n : Xn><1 - Bn><1-
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Egyenletrendszerek Cramer-szabaly

Cramer-szabaly

Definicié

Egy linearis egyenletrendszert szabalyosnak neveziink, ha
ugyanannyi egyenletbdl all, mint ahany ismeretlen van benne, és az
egylitthatématrixanak determinansa nem nulla.

Tétel

Az AX = B szabalyos linearis egyenletrendszernek pontosan egy
megoldasa van, és a megoldas megkaphaté a kdvetkezé alakban:

a1 412 ... ai,i-1 by ali+1 ... din
a ax» ... ayi—1 by ai1 ... az
anl dpn2 ... dpj-1 bn dpi+1 --- @nn
X; =
’ Al
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Egyenletrendszerek Gauss-eliminécié

Linearis egyenletrendszerek

Definicié
Egy m egyenletbdl allé, n-ismeretlenes linearis egyenletrendszer
altalanos alakja:

aj1xy +awxe + ... +anxy = b
X1 +axnxe+...+amxp, = by (1)
amX1 + amxo+ ...+ ampXn = bm.

Definicié

Az (1) egyenletrendszer megoldasanak neveziink egy
(x1,x2,...,%n) Szdm n-est, ha azt az (1)-be visszahelyettesitve
minden egyenl8ség teljesiil.
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Egyenletrendszerek Gauss-eliminacié

Linearis egyenletrendszerek
Jeldlések

Az (1) egyenletrendszer felirhaté Ax = b formaban is, ahol

d11 412 ... @in by X1

dani dyp ... ap b2 X2
A= . . . o 5 b - , X =

dml dm2 --- dmn bm Xm

Az A matrix az egyenletrendszer (egyiitthaté)matrixa, az

egyenletrendszer bévitett matrixa pedig

ain a ain | b

a1 axp ax, | b2
(a1 8)=| ® *

aml @m2 --- amn | bm
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Egyenletrendszerek Gauss-eliminacié

Elemi atalakitasok
Egyenletrendszerekre

Az elemi atalakitasok a linearis egyenletrendszer olyan atalakitasai,
melynek soran az egyenletrendszer megoldasainak halmaza nem
valtozik, azaz az elemi atalakitdsok végrehajtasa utdn mindig az
eredetivel ekvivalens egyenletrendszerhez jutunk.

Definicié

Egyenletrendszer elemi atalakitasai:
O Keét egyenletet felcserélése.
@ Egy egyenletet megszorzasa egy tetszéleges nemnulla skalarral.

© Valamelyik egyenlethez egy masik egyenlet skalarszorosanak
hozzaadasa.

Q Ha az egyik egyenletben minden egyiitthat6 és a jobb oldali
konstans is nulla, akkor az egyenletet elhagyjuk.
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Egyenletrendszerek Gauss-eliminacié

Elemi atalakitasok
Bévitett matrixra

Egyenletrendszer bdvitett matrix elemi atalakitasai:
O Két sort felcseréliink.
@ Egy sort megszorzunk egy tetszéleges nemnulla skalarral.
© Valamelyik sorhoz hozzaadjuk egy masik sor skalarszorosat.

Q A ,csupa nulla sort” elhagyjuk.

Az elemi atalakitasok végrehajtidsa utdn mindig az eredetivel
ekvivalens egyenletrendszer bévitett matrixahoz jutunk.
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Egyenletrendszerek Gauss-eli

Lépcsés alak

Egy egyenletrendszer |épcsés alaki, ha a bévitett matrixanak

© nincs csupa nulla sora;

@ minden soranak elsé nemnulla eleme hatrabb van, mint a
folotte allé sor els8 nemnulla eleme;

© (minden soranak elsé nemnulla eleme 1).

1 320 0 3 6|-1
0 0 10 -3 2 3|9
0o 0 01 -5 -2 1|-3
0O 0 00 O -1 6|0
o 0 00 O O 0|2
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Egyenletrendszerek Gauss-eliminécié

Gauss-eliminacié

Gauss-eliminacié

Barmely nem azonosan nulla
bévitett matrixi egyenletrendszer
lépcs6s alakra hozhaté elemi
atalakitasokkal, és ebbél az
egyenletrendszer megoldasa konnyen
kiolvashaté.
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Gauss-eliminacié példak
1. Példa

Oldjuk meg a kdvetkez6 egyenletrendszert!
x1+20—x3 = 3
—2X1 - 5X2 = =2
—3X1 - 10X2 - 2X3 = 6
2x1+5x0+3x3 = 1

Megoldas:

1 2 —-1| 3

AR ()
-3 —-10 -2| 6 "

o 5 3|1 0 0 3 |-1

28 10 1
3’ 37 3

1 darab megoldas van:



Gauss-eliminacié példak

2. Példa
Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletrendszert!

X—y+2z+3w = 0

2x—y+z+10w = 0
x—2y+5z—w = 1
—Ax+T7y — 17z = =2

Megoldas:
1 -1 2 310 1 -1 2 13lo
2 -1 1 10| 0
~...~[ 0 1 -3 4]0
1 -2 5 -1]|1 0o 0 0 0l1
-4 7 -17 0 | -2

Az egyenletrendszernek NINCS megoldasa.



Gauss-eliminacié példak

3. Példa

Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletrendszert!

x1—3x —2x3+2x4 = 4
2x1 —6x0 —3x3+x4 +4x5 = 5
—3x1 +9x +5x3 —2x4 — 2x5 = —10




Egyenletrendszerek Gauss-eliminécié

Kotott és szabad valtozék

Definicié
Az (1) linearis egyenletrendszer bévitett matrixanak lépcsés
alakjaban a soronkénti els6 nem nulla elemek oszlopainak megfelelé

valtozékat kotott valtozéknak nevezziik.

Definicié

Az (1) linearis egyenletrendszer nem kotott valtozéit szabad
valtozéknak nevezziik.
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Gauss-eliminacié példak
3. Példa

Oldjuk meg a kdvetkez6 egyenletrendszert!

x1—3x—2x3+2x4 = 4
2x1 —6x0 —3x3 + x4 +4x5 = b
—3x1 +9x +5x3 —2x4 — 2x5 = —10

Megoldas:

1 -3 -2 2 0 4
2 -6 -3 1 4 5 ~
-3 9 5 -2 -2]-10
1 -3 -2 2 0| 4
..~ 0 O 1 -3 4|-3
0 O 0 1 2]-1

Az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van, az altalanos
megoldas ilyen alaka:

(=64 3%, — 16x5, X2, —6 — 10x5, —1 — 2x5,X5), X2, X5 € R.



Egyenletrendszerek Gauss-eliminécié

Gauss-eliminécié - Osszefoglalé

Barmely linearis egyenletrendszernek 0, 1 vagy végtelen sok
megoldasa van.

@ Az egyenletrendszernek pontosan akkor nincs megoldasa, ha a
b8vitett matrixaban van ellentmondé sor:

(0 0 ... O‘c),aholc;«éo.

@ Az egyenletrendszernek pontosan akkor van végtelen sok
megoldasa, ha van szabad véltozdja.

@ Az egyenletrendszernek pontosan akkor van egyetlen
megoldasa, ha a b8vitett matrixanak |épcsés alakjanak

ugyanannyi sora van, mint ahany ismeretlen, azaz nincs szabad
valtozd.
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Egyenletrendszerek Gauss-eliminécié

Paraméteres példa

Hatarozza meg az alabbi egyenletrendszer megoldasat az a
paraméter fiiggvényében!

x1—3x%+43 = 1
—x1+4x0 —2x3 = 2
2x1 — 5xo + (22 + 6)X3 = a+3

Megoldas:

(].0—10X3,3—2X3,X3)7 x3 €ER, haa=2,
nincs megoldas, ha a= -2,

10 2 1 eeee
(10-3%.3- 2%, 55) . kiilsnben.
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Ismétlés = Szorgalmik

Szorgalmik

2.6. Feladat

Adjuk meg az x paraméter értékét agy, hogy az alabbi determinans
értéke 4 legyen!

X 1 2
x x+3 1
1 -1 0

2.13. Feladat

111 ... 11
100 ... 01
010 01

000 ... 11

v
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Ismétlés = Szorgalmik

Szorgalmik

2.9. Feladat

Igaz-e, hogy barmely, nem 0 értékii determinans elsé soraban
talalhaté olyan elem, amit le lehet cserélni Ggy, hogy a determinans
mar 0 legyen?

2.19. Feladat
Igazak-e a kdvetkezd allitasok?

@ Ha egy matrix minden eleme racionalis szam, akkor a matrix
determinénsa is racionélis szdm.

@ Ha egy matrix determinansa paros szam, akkor a matrix
minden eleme paros szam.

@ Ha egy n x n-as matrix minden eleme paros szdm, akkor a
matrix determinansa 2"-nel oszthaté egész szam.

Bogya Norbert Linearis algebra gyakorlat (3. gyakorlat)



	Egyenletrendszerek
	Cramer-szabály
	Gauss-elimináció

	Ismétlés
	Szorgalmik


