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A grafok az informatikaban gyakran el6forduldo matematikai struktarak. Az internet is felfoghato
egy grafként, de akar egy adott épiilet villamos halozata is. Az emberek kozotti ismertségek is
kezelhetSk grafként (Facebook). A GPS is grafként kezeli a térképeket, és grafelméleti algoritmu-
sok hasznélataval allitja el az utvonalat. A kémiai molekulak is vizsgalhatok grafként, mint az
atomok és a koztiik 1év6 kotések megjelenitése.

1. ALAPFOGALMAK

1. Definicié (Graf). A G = (V, E, o) harmast grafnak nevezziik, ha V' és E két halmaz, o: E —
{{u,v}: u,v € V} egy leképezés. A V halmaz elemeit a graf csicsainak (pontjainak), az E halmaz
elemeit a graf éleinek nevezziik. TetszGleges e € FE élre, ha ea = {u,v}, akkor u-t és v-t az e él
végpontjainak hivjuk. Ha u = v, akkor az e élt hurokélnek nevezziik.

2. Megjegyzés. A fenti definicié irdnyitas nélkiili grafokat ad meg, az « leképezés mondja meg, hogy
mely csticsok és élek allnak kapcsolatban. A tovabbiakban a grafoknél az a leképezést nem jeloljiik.
Azt, hogy e végpontja vagy kezdSpontja v, tgy is kifejezhetjiik, hogy e illeszkedik az v pontra.

3. Definicio. Legyen adott egy G = (V, E) graf. Az e, f € E éleket tobbszoros élnek vagy parhuzamos
élnek nevezziik, ha ea = fa, azaz ugyanazokra a pontokra illeszkednek.

A kiilonbozs alkalmazéasok soran a hurokélek és a tObbszoros élek elveszthetik jelentGségiiket.
Példaul varosok kozotti ttvonaltervezésnél nincsenek hurokélek, vagy a Facebook ismertségi grafjdban
sincsenek se hurokélek, se parhuzamos élek. (Ez azt jelenti, hogy nem szoktuk feltiintetni, hogy Anna
ismeri sajat magat, illetve ha ismeri Adamot, akkor azt csak egyféleképpen ismeri.) Ez indokolhatja,
hogy olyan grafokat vizsgaljunk, melyekben nincsenek ilyen ,kiilonleges élek”.

4. Definici6 (Egyszeri graf). Azokat a grafokat, melyekben nincs hurokél és nincsenek tobbszoros
élek, egyszeri grafoknak nevezziik.

A kiilonb6zd alkalmazasokban tobbszor eldkeriil az, hogy a graf élein keresztiil szeretnénk tenni
egy ,sétat”. Nyilvan az éleken torténd ,séta” kézben csiicsokon és éleken haladunk at, igy kiilonbo6zé
sétakat kiilonboztetiink meg attol fiiggben, hogy miken nem akarunk tobbszor is keresztiillmenni.

5. Definicié (Séta). Legyen G = (V, E) egy graf. Egy vo,e1,v1, ..., 051, €k, Vg sorozatot sétanak

neveziink, ha vg, vy, ..., v sorozat V-beli pontok egy sorozata, és az e; € E élek végpontjai v;_1 és v;
minden ¢ € {1,...,k} esetén. Ha vy = vy, akkor zart sétarol beszéliink. A k szamot a séta hosszanak
nevezziik.

6. Definici6é (Vonal). Ha egy séta élsorozatdban nincs ismétlédés, akkor a sétat vonalnak, illetve
zart vonalnak nevezziik.

7. Definicio (Ut) Ha egy séta pontsorozatédban nincs ismétlgdés, akkor a sétat utnak, illetve kornek
nevezziik. (Kor esetén természetesen az elsg és az utolsd csicsnak meg kell egyeznie, az ismétlgdés
tilalma ezekre nem vonatkozik.)

8. Megjegyzés. Ha nincs egy sétdban csicsismétlés, akkor garantaltan nincs élismétlés sem. Tehat
egy Ut egyben vonal is.

9. Definicié (Fokszam). A G = (V, E) graf egy v € V pontjanak fokszama, a v pontbol kiindulo
élek szama azzal a megallpodéssal, hogy a hurokél kettével noveli a fokszamot. A v cstcs fokszamat
d(v)-vel jeloljiik.



10. Példa.

V ={a,b,c,d, f,qg,h,i},

E = {e1,e2,€e3,€4,€5,¢6, €7, €8, €9, €10, €11, €12},
era = {a,b}, eaax = {b,c} = e3a,

esa ={d, f}, esac ={f, g}, esa = {g,h},

era = {a, g}, esa = {i,d}, ega = {f, h},

eroar = {b, f}, enna ={a,c}, erna = {i}.

A h,eg, f,eq,d, es,1,e12,€,€12,1,€8,d,eq4, f, €10, b, €3, ¢, ea,b egy 10 hosszu séta.
Az a,eq,b, e, f,e5,9,e7,a egy 4 hosszu zart séta.

A g,e7,a,e1,b, es, c egy 3-hosszu 1ut.

Az f,es,9,eq, h,e9, f egy 3-hossza Kor.

A grafban: d(c) = 3, d(f) =4 és d(e) = 3.

A fokszam definiciojabol kovetkezik az aldbbi tétel.

11. Tétel. Egy G = (V, E) graf esetén a pontok fokszdmainak Osszege megegyezik az élek szaméanak
kétszeresével, azaz

> d(v) =2|E|.

veV

12. Definicié. A G graf egy v pontjat izolalt pontnak nevezziik, ha v fokszama nulla.

13. Definicié. Egy grafot d-regulérisnak neveziink, ha minden pontjanak fokszéma d. Egy grafot
regularisnak neveziink, ha valamilyen d-re d-regularis.

14. Definicié. Egy n-pontu graf dsszes pontjan végighaladva n darab fokszdmot kapunk. Ezeket
monoton noévekvd sorrendbe rakva kapjuk a graf fokszamsorozatat.

ta 2,2,3,3,3,3,4,4. Természetesen egy fokszam-
sorozathoz tobb (nem izomorf) graf is tartozhat.
Algoritmikusan megadhat6 olyan egyszeri graf,
melynek ugyanez a fokszamsorozata. Egy ilyen
lathato a jobb oldali abran.

15. Példa. A[I0] Példa grafjanak fokszamsoroza- /

16. Tétel. Pontosan akkor adhatdé meg egy graf, melynek di,ds,...,d, a fokszamsorozata, ha
> di paros.

17. Tétel. Ha egy graf fokszamsorozata dy, do, . .., d,, akkor a paratlan d;-k szama péros.

18. Definici6. Egy G = (V, E) grafnak a H = (V' E') graf egy részgrafja, ha V! CV és E' C E.
Azaz a H graf minden csiicsa a G graf csucsai koziil keriil ki, és ha H-ban két pont 6ssze van kotve,
akkor az a két pont a G-ben is 6ssze van kotve.



19. Példa.
G1

Go
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Példaul a fenti Go graf részgrafja a G grafnak, viszont a G3 nem részgrafja.

20. Definici6. Egy graf osszefiiggd, ha barmely két pontja kozott van at. (A nulla hosszt utat is
megenged;jiik, tehat egyetlen izolalt pont is Gsszefiiggd.)

21. Tétel. Legyen G = (V, E) egy tetszileges graf. Ekkor a graf V' ponthalmazanak létezik olyan
Vi, Va, ..., V, osztalyozésa, hogy a kiilonb6z6 Vi-k kozott nincs él, illetve mindegyik V; ponthalmaz
és a ra illeszkedd élek altal meghatarozott részgraf dsszefiiggd.

22. Definicid. Az el6z6 tételben szerepls Vi-khez tartozo grafokat az eredeti graf Osszefiigg@ségi
komponenseinek nevezziik.

23. Példa.
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A fenti G gréafnak 4 6sszefiigg@ségi komponense van, ezek kiilonb6z6 szinnel vannak jelolve a grafban.

2. SPECIALIS VONALAK ES UTAK

Nagyon régi az a probléma, hogy egy gréifot le tudunk-e rajzolni a ceruzank felemelése nélkiil.
A probléma megoldasa Euler nevéhez fizédik, aki a megoldotta a konigsbergi hidak problémaéjat.
A varoslakok tették fel Eulernek a kérdést, hogy a varosban 1évs, Pregel folyon ativel6 hét hidon
at lehet-e gy sétalni, hogy mindegyik hidon pontosan egyszer menjiink at, és ugyanoda érkezziink,
ahonnan elindultunk.
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Euler 1736-ban megadta a valaszt, mely szerint nem lehet. A varos ma Kalinyingrad néven ismert,
és a vilaghaboruban a hidjait lebombéaztak, igy az eredeti probléma mér elvesztette létjogosultsagat,
azonban ezt a problémat tartjak a grafelmélet els§ kérdésének.

24. Definici6 (Euler-vonal). Egy olyan vonalat, mely a graf minden élét pontosan egyszer tartal-
mazza, Fuler-vonalnak nevezziik. Ha a vonal zért, akkor zart Euler-vonalnak hivjuk.
25. Tétel. Legyen G egy izolalt pont nélkiili graf. Ekkor

e G-ben pontosan akkor van zart Euler-vonal, ha 6sszefiiggd, és minden pont foka paros,
e G-ben pontosan akkor van Euler-vonal, ha Osszefiiggs, és legfeljebb két darab paratlan foku

pontja van.
26. Példa.
G1 ¢ Go ¢ Gs
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A G fokszamsorozata 2, 3, 3,4, 4, igy ebben nincs zart Euler-vonal, de Euler-vonal van, példaul az
a,d,e,c,d,b,c,a,bvonal. A Go fokszamsorozata 2,2,2,4,4, igy ebben van zart Euler-vonal, példaul
az a,d,e,c,d, b, c,a vonal. A G5 fokszémsorozata 2,3, 3, 3,3, igy ebben zart és nyitott Euler-vonal
sincs.

Természetesen adodik a kérdés, hogy az élek helyett mikor tudunk az Gsszes ponton &dtmenni.
Hamilton talalt ki egy tablajatékot, melyben egy graf 6sszes pontjan kellett végigmenni pontosan
egyszer. Az 6 munkassdganak tiszteletére nevezték el az ilyen utakat Hamilton-utnak.

27. Definici6 (Hamilton-at, Hamilton-kor). Ha egy grafban egy at minden ponton atmegy,
akkor azt Hamilton-utnak nevezziik. Ha egy grafban egy kér minden ponton atmegy, akkor Hamilton-
kornek nevezziik.

Az Euler-vonal létezéséhez kapcsolodo tétel egy nagyon egyszert karakterizéicids tétel volt. S6t,
gyors algoritmus adhat6, ami Euler vonalat és kort ad meg outputként. Ezzel szemben a Hamilton-
at és kor esetén nincs se karakterizacios tétel, se hatékony algoritmus. Ismeretes néhany tétel, mely
bizonyos grafok esetén miikddik, ezek koziil mi csak egyet emlitiink meg, ami olyan feltételeket
tartalmaz, ami elegendd, de nem sziikséges.

28. Tétel (Dirac tétele). Ha egy egyszerii graf minden pontjanak fokszama legalabb akkora, mint
a pontok szamanak fele, akkor van benne Hamilton-1t.

Ha egy egyszert graf minden pontjanak fokszama legalabb akkora, mint a pontok szamanak fele,
és van legalabb 3 pontja, akkor van benne Hamilton-kor.

3. FAK
29. Definici6. Egy G grafot fanak neveziink, ha hurokmentes, kormentes és Gsszefliiggd.

30. Példa. Az alabbi graf egy fa.

31. Definicié. Egy griafot minimalisan Osszefliggének neveziink, ha Osszefiiggs, de barmely élét el-
hagyva mar nem Osszefliggd.



32. Definici6. Egy grafot maximaélis kormentesnek neveziink, ha nincs benne kor, de barmely 6j élt
hozzévéve mar lenne benne.

33. Tétel (Fak ekvivalens jellemzése). Legyen G egy hurokmentes graf. Ekkor a kovetkezsk
ekvivalensek.

A G graf fa.

A G graf barmely két kiilonb6z6 pontja kézott pontosan egy ut van.
A G graf minimalisan sszefiiggd.

A G graf maximalis kdrmentes.

A G graf 6sszefiiggs, és eggyel kevesebb éle van, mint csicsa.

A G graf kormentes, és eggyel kevesebb éle van, mint csicsa.

34. Megjegyzés. Egy adott n esetén az n-ponti 6sszefiiggd grafok kdzott egy n-ponti fa a legkevesebb
élt tartalmazo graf.

35. Tétel. Véges, egynél tobb pontiu faban legalabb két elséfokd pont van.
36. Definicié (Erdd). Egy kormentes grafot erdének neveziink.

37. Példa. Az alabbi graf egy erdd.

38. Megjegyzés. Az erds ugy is felfoghato, mint fak csucsdiszjunkt egyesitése.

4. GRAFPARAMETEREK

39. Definicié (Parositas). Legyen G = (V, E) egy graf. Két E-beli élt fiiggetlennek vagy idegen-
nek neveziink, ha a végpontjaik négy kiilonbo6z§ csicsot adnak. Fliggetlen éleknek egy M halmazat
parositasnak nevezziik. Az M parositast G-ben teljes parositasnak nevezziik, ha G minden pont-
ja valamely M-beli él végpontja. A G grafban a maximaélis méretti parositas elemszaméat v(G)-vel
jeloljik, azaz

v(G) = max{|M| : M péarositas G-ben}.

40. Definicié (Lefogdé ponthalmaz). Legyen G = (V, E) egy graf. A G graf pontjainak egy S
halmazét lefog6 ponthalmaznak nevezziik, ha G minden élének legaldbb az egyik végpontja S-ben
van. A G grafban a miniméalis méreti lefogd ponthalmaz elemszamat 7(G)-vel jeldljiik, azaz

7(G) = min{|S| : S lefogd ponthalmaz G-ben}.
41. Tétel. Tetszoleges G grafra v(G) < 7(G).

42. Definici6. Egy egyszert grafot k-szinezhetének neveziink, ha a csticsai kiszinezhet8k k darab
szinnel ugy, hogy barmely élének a végpontjai kiillonbozé szintiek. A G graf kromatikus szamanak
nevezziik azt a legkisebb k szamot, mellyel a graf k-szinezhetd. A G kromatikus szaméat x(G)-vel
jeloljiik.



43. Példa.

A jobb oldali G grafban piros élek parositast,
a kék csicsok pedig lefogd ponthalmazt alkot-
nak. A cstcsok neve melletti szdmok a grafok
egy jO 3-szinezését jelolik, a felhasznalt szinek: c(1) b(3)
1,2,3. A megadott parositds miatt tudjuk, hogy
5 < v(@G). Viszont v(G) < 6, mert 6 fiiggetlen
élhez mar 12 cstcsra lenne sziikség, de csak
10 cstuicsa van. Ebbdl kovetkezik, hogy v(G) =
5, tehat a pirossal megjeldlt {ab,cq,dr,pf,eg}
parositds maximalis.

A megadott lefogo6 ponthalmaz miatt, 7(G) < (1
6. Azonban 6 < 7(G) is teljesiil, mert van
grafban két csacsdiszjunkt kor: p,q,r,p és
a,b,d, f,g,e,c,a. A 3 hosszi kor lefogasdhoz 9(1) f(2)
legalabb 2 cstcs, a 7 hosszi kor lefogasahoz
legalabb 4 cstcs sziitkséges. Tehat 7(G) = 6.

A megadott 3-szinezés jo, tehat x(G) < 3. Viszont 2 szinnel nem tudjuk jol szinezni, mert a graf
tartalmaz paratlan kort, példaul a p, ¢, 7 haromszoget. Tehat x(G) = 3.

5. PAROS GRAFOK

44. Definici6 (Paros graf). Egy G = (V,E) F
grafot paros grafnak neveziink, ha a pontjai olyan
A és F diszjunkt halmazba osztalyozhatok, hogy
minden E-beli él egyik végpontja A-ban, a masik
pedig F-ben van. Az A és I’ halmazokat a paros
graf két szinosztalyanak nevezziik.

A

45. Tétel. A G graf pontosan akkor paros graf, ha nincs benne paratlan hosszu kor.
46. Tétel. Ha a G paros grafban van teljes parositas, akkor a két szinosztaly elemszama megegyezik.
47. Tétel (Konig-tétel). Ha G egy véges paros graf, akkor v(G) = 7(G).

48. Definici6. Legyen M egy tetszGleges parositds G-ben. A vg, e1,v1, .. ., e, v; utat M-re vonatkozd
javito alternald utnak nevezziik, ha vy és vp nem illeszkedik egyetlen M-beli élre sem, k pératlan,
tovabba eg, eq,...,ex_1 € M (és igy e1,e3,...,ex & M).

49. Tétel. Legyen G egy graf és benne M egy pérosités. Ha létezik P: ey, eq,.. ., e javitd alternélod
it M-re nézve, akkor M nem maximalis elemszamu parositas. Ekkor az M’ = (M\ E(P))U(E(P)\M)
pérositas nagyobb elemszamiu M-nél. Azaz M’ abban kiilonbozik M-t6l, hogy elhagyjuk M-bél azokat
az éleket, amelyek benne vannak a javité ttban, és hozzdadjuk a javité Gt azon elemeit, melyek
nincsenek M-ben.

50. Tétel (Berge tétele). Legyen G egy graf és M egy nem optimalis parositas G-ben. Ekkor
létezik M-re vonatkozo6 javitd alternélod tt.

51. Algoritmus (Magyar-modszer: Maximalis parositas keresése javité alternalé utak
segitségével).
Input: G graf.
Kiindulo lépés: legyen M egy tetszéleges parositas.
Altaldnos 1épés: keresiink M-re vonatkozoan javito utat.
e Ha talalunk, akkor a[49] Tételben leirt modon az M parositast lecseréljiik, és tjra futtatjuk
az altalanos lépést.
e Ha nem talalunk javité utat, akkor M maximalis elemszamu péarositas.
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52. Példa. Az alabbi bal oldali abran a piros élek a G grafon egy M = {bf, ch, ej} parositast
adnak. Ha a bf és ch élekhez a z0ld éleket hozzavessziik, akkor i-bdl d-be mend javitoé alternald utat
kapunk. A 9 Tételben leirt modon a javitd atban szerepls M-beli éleket lecseréljitk az ut M-en
kiviili éleire. Mivel az alternald ut péaratlan hosszu, és M-en kiviili éllel kezdgik (és végzddik), igy
a parositas elemszamat noveltiilk. A jobb oldali abran az 0j parositasban szerepld éleket jeloltiik
pirossal.

o f g @ i J o f g h i J
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53. Megjegyzés. Az el6z6 algoritmus tetszéleges grafokra miikodik. Az egyetlen problémat az jelen-
ti, hogyan keressiink a grafokban javito alternalé utat. Kénig Dénes és Egervary Jens megadtak egy
algoritmust arra az esetre, amikor az input G graf paros. Az § tiszteletiikre nevezték el az algoritmust
magyar modszernek (Hungarian method).

54. Definici6. Egy X C V csucshalmaz szomszédsagat N (X)-szel jeloljiik, és olyan csticsokat soro-
lunk az N (X) halmazba, melyek valamelyik X halmazbeli csuccesal 6ssze vannak kotve.

55. Tétel (Kénig—Hall-tétel). Legyen G egy paros graf A, F' pontosztélyokkal. Pontosan akkor
létezik A-t lefedd parositas, ha barmely X C A cstcshalmazra |[N(X)| > | X|.

56. Tétel. Legyen G egy paros graf A, B pontosztalyokkal. Pontosan akkor létezik teljes parositas
G-ben, ha |A| = |F| és barmely X C A-ra |[N(X)| > |X].

57. Tétel. Minden regularis paros grafban létezik teljes parosités.

6. SIKGRAFOK

58. Definici6 (Sikgraf). Egy G grafot sikgrafnak neveziink, ha lerajzolhaté a sikra ugy, hogy az élei
(amik esetleg gorbe vonalak) csak cstcsoknal talalkoznak, és nem metszik egyméast mas pontban. A
G egy ilyen lerajzolasat sikbeli térképnek nevezziik. Egy sikbeli térkép élei altal hatarolt teriileteket
tartomanyoknak (orszagoknak) nevezziik. (A sik helyett tetszdleges feliilettel lehetne dolgozni, igy
értelme van példaul gombre vagy toéruszra valo lerajzolasrol beszélni.)

59. Tétel (Euler-tétel). Legyen G egy olyan sikbeli térkép, melynek n csticsa, e éle és ¢ tartoménya
van. Ekkor n +t =e+ 2.

60. Definicié (Topologikus részgraf). Ha a T grafot ugy kapjuk egy G grafbol, hogy
G néhény csucsat (a hozza kapcesolodo élekkel egyiitt) elhagyjuk,

G néhany élét elhagyjuk,

G egy 2-foku csiicsat elhagyjuk, és a rajta 1évs két élt egybe kapcsoljuk vagy

az el6zbeket véges sokszor alkalmazzuk egymas utan,

akkor a T grafot a G graf topologikus részgrafjanak nevezziik.

61. Jelolés. Jelolje K5 azt az 5-ponti grafot, ahol barmely két kiilonb6z6 pont kézott pontosan egy
¢l van. Jelolje K33 azt a paros gafot, ahol a pontosztalyok 3-3 elemtiek, és a pontosztalyok kozott
minden pontbél minden pontba pontosan egy él vezet.

62. Tétel (Kuratowszki-tétel). A G graf pontosan akkor sikgraf, ha a K5 és K3 3 nem topologikus
részgrafja.

63. Tétel (Négyszintétel). Minden egyszertd G sikgraf esetén x(G) < 4.

7



	1. Alapfogalmak
	2. Speciális vonalak és utak
	3. Fák
	4. Gráfparaméterek
	5. Páros gráfok
	6. Síkgráfok

