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1. OSZTHATOSAG

1. Definicié. Legyen a,b € Z. Az a osztoja b-nek, ha létezik olyan ¢ € Z egész szam, melyre ac = b.
Jelolése: a | b.

2. Példa. 3|12, -2|6, 1|—132, 7]0, 0]O0.

3. Megjegyzés. Az oszthatosag nem egyezik meg az osztas fogalméaval, mint lathato a 0 oszthato
0-val, de ettsl még a nullaval vald osztas értelmetlen marad.

4. Tétel (Az oszthatosag tulajdonsagai). Tetsz6leges a, b, ¢, d egész szamokra érvényesek az
alabbiak:

(1) a|a (6) a | b akkor és csak akkor, ha |a| | [b];
(2) haa|bésb|a, akkor a = +b; (7) haa|bésa|c, akkora | b=+

(3) haa|bésb|c, akkor a| ¢ (8) ha a | b, akkor a | be;

(4) 1] a; (9) ha a|bés c|d, akkor ac | bd;

(5) a]0; (10) ha ac | bc és ¢ # 0, akkor a | b.

5. Definicid. A c egész szamot az a és b egész szamok kozos osztojanak nevezziik, hac|aése|b. A
c egész szém az a és b legnagyobb k6z0s osztdja, ha k6zos osztdja, és a és b minden d kdzos osztdjara
d | ¢. Hasonloan definialjuk a kozos tobbszorost és a legkisebb kozos tobbszorost.

6. Lemma. TetszGleges a, b, ¢ egész szamokra érvényesek az alabbiak:
(1) ha c legnagyobb kozos osztoja a és b-nek, akkor —c is az és rajtuk kivil nincsen masik;
(2) 0 és a legnagyobb kozos osztoja a és —a;
(3) a és b kozds osztol ugyan azok mint a + be és b kozos osztoi.

7. Megjegyzés. Az el6bbi lemma (1) pontja alapjan a legnagyobb kozos 0szto nem egyértelmi az
egész szamok korében. Ha a,b € N, akkor a legnagyobb kozos osztét is az N halmazbol valasztjuk,
igy egyértelmtien meghatarozott.

8. Jelblés. Az a és b legnagyobb kozos osztojat Inko(a, b)-vel, mig a legkisebb kozos tobbszorosét
lkkt(a, b)-vel jeldljiik.

9. Tétel. Legyen a,b € N, ekkor ab = Inko(a, b) Ikkt(a, b).

10. Definicié. Az a és b természetes szamok relativ primek, ha Inko(a, b) = 1.

1.1. Primszamok

11. Megjegyzés. A primszamok definicidja kiilonbozni fog attol, amit kézépiskolaban tanitanak.
Fels6bb matematikdban be kell vezetni az irreducibilis elemek fogalmat, mely kiilonbozhet a prim
elemek fogalmatol.

12. Definici6. A p € N, p > 1 szamot irreducibilisnek (felbonthatatlannak) nevezziik, ha p = ab
estén a = 1 vagy b =1 teljestil.

13. Definicié. A p € N, p > 1 szamot primszamnak nevezziik, ha p | ab esetén p | a vagy p | b.

14. Megjegyzés. A nemnegativ egész szamok halmazaban az irreducibilis szdmok ugyanazok, mint
a primszamok, ezért fordulhat els, hogy a primszamokat szoktak definialni a felbonthatatlansaggal.
Azonban a két fogalom nem fog mindig egybeesni, ezért sziikség van a definicidk elkiilonitésére.
Példaul a péros szamok korében a 6 irreducibilis, mert nem tudjuk elGéallitani két péaros szam
szorzataként, viszont nem prim, mert 6 | 18- 30, hiszen 540 = 6-90, de 6 1 18 és 6 1 30 a péaros szamok
korében.



Sok primszédmmal kapcsolatos kérdést sikeriilt mar megvalaszolni, azonban sok még csak sejtésként
van jelen a matematikdban. Ha valaki el6szor taldlkozik primszamokkal, akkor felmeriilhet az a
kérdése is, hogy egyaltalan hany darab primszam van? A vélaszt méar Euler is tudta a kérdésre.

15. Tétel (Euler tétele). Végtelen sok primszam van.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy véges sok primszdm van, ezek pi,p2,...,pr. Az n = pipa...pp + 1
szam p;-kkel vett osztési maradéka mindig 1, igy n nem oszthaté egyik p;-vel sem. Tehat n prim,
vagy létezik egy p;-kt6l kiilonbozé primosztdja. Mindkét esetben ellentmondésra jutottunk, ugyanis
talaltunk egy p;-kt6l kiilonb6z8 primet, viszont az elején feltettiik, hogy pi,ps,...,pr az Osszes
primszam. O

16. Tétel (Szamelmélet alaptétele). Barmely természetes szam felbonthat6 primszamok szorza-
tara, és ez a felbontas a tényezsk sorrendjétsl eltekintve egyértelmd.

1.2. Maradékos osztas

17. Tétel. Az egész szamok korében mindig elvégezhets a maradékos osztés. Azaz barmely a € Z
és b € Z\ {0} esetén létezik olyan egyértelmiien meghatarozott ¢,r € Z, hogy a = b - q + r, ahol
0 <r <|b|. (A g-t nevezziik hanyadosnak, mig az r-et maradéknak.)

A kovetkezd tétel egy olyan algoritmust ad, mellyel gyorsan és konnyen kiszamithaté két szam
legnagyobb kozos osztdja.

18. Tétel (Euklideszi algoritmus). Legyen a,b € N, és tekintsiik az alabbi maradékos osztasokat
(mindig ¢; jelenti a hanyadost, r; pedig a maradékot):

a=bg + 1o (0 <ry <b),

b=r2q2 + 13 (0 <73 <ra),

o = 1393 + T4 (0<T4<T3),
Tn—2 = T'—1qn—1 + Tn (0 <rp < 7’n—l)a
Tn—1 = Tnqn + Tnt1 (Tn—i-l = 0)

Ekkor r,, azaz az utols6 nemnulla maradék lesz az a és b szamok legnagyobb kozos osztdja.

19. Megjegyzés. Az euklideszi algoritmus soran mindig az el6z6 o0sztobol lesz az osztando, illetve
az el6z6 maradék lesz az oszto. Mivel b > ry > r3 > ... véges lépésben véget ér (a maradék
nemnegativitdsa miatt), eljutunk addig, mig az utols6 maradék 0 lesz, ekkor allunk meg.

20. Megjegyzés. Az euklideszi algoritmus hatékony kiszamitési modjat adja két szam legnagyobb
kozos osztdjdnak meghatarozésahoz, mely kénnyen programozhato.

21. Példa. Hatarozzuk meg 246 és a 132 legnagyobb kozos osztojat.

246 = 132-1+114

132 = 114-1+418

114 = 18-6+6

18 = 6-3+0
Mivel az utols6 nemnulla maradék 6, igy Inko(246, 132) = 6.
Az euklideszi algoritmus segitségével bizonyithatoak a legnagyobb kozos oszto alabbi tulajdonsé-

gai.
22. Tétel (A legnagyobb kozos oszté tulajdonsagai).

(1) Barmely két egész szamnak van legnagyobb kozos osztoja.
(2) Ha a,b € Z, akkor van olyan u,v € Z, hogy Inko(a, b) = ua + vb.
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(3) Ha a,b,c € Z, akkor Inko(ca, ¢b) = |c|Inko(a, b), azaz a legnagyobb kozos oszt6 képzésekor a
koz06s tényez6 kiemelhetd.
(4) Ha a,b € Z és legalabb az egyik nem nulla, akkor

a b
Ink =1
1o <lnko(a, b)’ Inko(a, b)>

Két szam legkisebb kozos tobbszorosét is hatékonyan tudjuk szamolni.

23. Példa. Hatarozzuk meg 246 és a 132 legkisebb kozos tobbszorosét. Az Példa alapjan tudjuk,
hogy Inko(246,132) = 6. Igy a @ Tétel felhasznalasval 1kkt (246, 132) = 246132 — 5419,

6

Felmeriilhet a kérdés, hogy miért nem a kozépiskolaban tanult modszerrel hatarozzuk meg a leg-
nagyobb kozos osztoét, mely szerint a szamok primtényezds felbontésat hasznaljuk. Azonban a prob-
lémat az jelenti, hogy hogyan hatérozzuk meg a szamok primtényezss felbontasat. A jelenleg ismert
algoritmusok erre a célra teljesen hasznalhatatlanok egy tObb szaz szamjegyt szam esetén, és ezen
milik az adataink online biztonsaga. Ezzel szemben az euklideszi algoritmus két tobb szaz szamjegyti
szamra is rendkiviil gyorsan lefut.

2. LINEARIS DIOFANTOSZI EGYENLETEK

Gyakran el6fordul, hogy egy egyenletnek csak az egész értékid megoldasai érdekelnek minket, f6leg,
ha az egyenlet valamilyen gyakorlati probléma modellezésébdl keletkezett. Az ilyen egyenletek egyik
legegyszertibb forméjaval ismerkediink meg ebben a fejezetben.

24. Definicid. Linearis diofantoszi egyenleten egy
ax+by=-c
egyenletet értiink, ahol a,b,c € Z, és az x,y ismeretleneket is az egész szamok korében keressiik.

25. Tétel. A fenti diofantoszi egyenlet pontosan akkor oldhat6é meg, ha Inko(a, b) | c. Ha az egyenlet
megoldhato és (xg,yo) egy ismert megoldasa, akkor az egyenlet altalanos megoldésa

b a

= ¢ —y —
TEIF o) YT T iko(a,b)

-t (t € Z).
26. Példa. Adjuk meg a 12z 4+ 18y = 186 diofantoszi egyenlet altaldnos megoldasat.

1. Ellenérizziik, hogy létezik-e megoldésa, azaz ki kell szamitani a 12 és 18 legnagyobb kbzos 0szt6-
jat. Ezt az euklideszi algoritmussal célszerti megtenni, mert kés6bb az egész algoritmus szamitasait
fel fogjuk hasznalni. (Természetesen latszik, hogy Inko(12,18) = 6, de tegyiik fel, hogy ezt nem
tudjuk ranézésre meghatéarozni.) Tehat az euklideszi algoritmust végrehajtva:

18 = 12 - 1 4+ 6,
12 = 6 - 2 4+ 0.

Mivel az utols6 nem nulla maradék 6, igy Inko(12, 18) = 6, és ezt osztja a 186-ot, tehat van megoldas.
II. Megkeressiik az egyenlet egy partikularis megoldasat, azaz a tételben szerepld (xg, yo) szampart.

Erre hasznéljuk az euklideszi algoritmus menetét 6 = 18 -1 — 12 - 1. Mivel a 6 osztja a 186-ot, igy

megszorozzuk az egyenlet mindkét oldalat azzal a szdmmal, hogy bal oldalon 186-ot kapjunk:

6 = 18-1 — 121,
(186 =)6-31 = 18-31 — 1231
186 = 12-(-31) + 18-31

Megkaptuk az egyenlet egy partikularis megoldasat: (zo,y0) = (—31,31).
III. A tételbeli képlet segitségével megkapjuk az altalanos megoldést:

r=-31+3t é y=31-2t,

ahol t € Z tetszbleges egész szam.



27. Példa. Adjuk meg a 97z 4 35y = 13 diofantoszi egyenlet altalanos megoldésat.
I. Meghatarozzuk a 97 és 35 legnagyobb kozos osztdjat.

97 = 35 - 2 + 21,
35 = 27 - 1 + 8,
2 = 8 - 3 + 3,
8 = 3 - 2 4+ 2
3 = 2 -1 4+ 1,
2 = 1 - 2 + 0,

Mivel az utols6é nem nulla maradék 1, igy Inko(97,35) = 1, és ezt osztja a 13-at, tehat van megoldas.

II. Megkeressiik az egyenlet egy partikularis megoldasat, azaz a tételben szerepld egy (zo, o)
szampart. Erre hasznaljuk az euklideszi algoritmus végrehajtésa soran kapott adatokat. Kifejezziik
a maradékokat, és egyesével visszahelyettesitjiik azokat, a legnagyobb kozos osztot kiado egyenletbe.

1 = 3-2.1=3-(8-3-2)-1=8-(-1)+3-3
— 8.(-1)43-3=8-(—1)+ (27 -8-3)-3=8-(—10) +27-3
— 8-(=10)+27-3=(35—27)-(—10) + 27 -3 = 35- (—10) + 2713
= 35.(—10) +27-13 =35 (—10) + (97 — 35-2) - 13 = 35 - (—36) + 97 - 13
Tehat azt kaptuk, hogy 35-(—36)+97-13 = 1. Nekiink az egyenlet jobb oldalan 13-nak kellene lennie,
igy mindkét oldalt megszorozzuk 13-mal, igy azt kapjuk, hogy 35-(—36)-13+97-13-13 = 13, azaz

35-(—468)497-169 = 13. Megkaptuk az egyenlet egy partikularis megoldasat: (xo,yo) = (169, —468).
II1. A tételbeli képlet segitségével megkapjuk az altalanos megoldést:

r=169+35 ¢é y=—468—97¢,

ahol t € Z tetszbleges egész szam.

3. KONGRUENCIA

28. Definicio. Legyen a,b,m € Z. Azt mondjuk, hogy a kongruens b-vel modulo m, ha m | a — b.
Jelolésben: a = b (mod m).

29. Megjegyzés. Az a = b (mod m) kifejezés azt jelenti, hogy a és b ugyanazt a maradékot adjak
m-mel osztva.

30. Példa. 6 =4 (mod 2), 22 = —2 (mod 8), 23 =8 (mod 5).

31. Tétel. Rogzitett m € N, m > 2 modulus és tetszbleges aq, by, as, by egész szamok esetén ha
a1 = az (mod m) és by = be (mod m), akkor

a1 +by =az+by (modm) és  ajby =agby (mod m).

32. Tétel. Ha ac = be (mod m), akkor a = b (mod 7).

Inko(m,c)

3.1. Linearis kongruencia

33. Definicié. Egy ax = b (mod m) alaka kongruenciat linearis kongruencidnak neveziink, ha
a,b € Z é m € N adott, és x € Z ismeretlen.

Egy ax = b (mod m) alaku linearis kongruencia megoldasanak kérdése tulajdonképpen ekvivalens
az ax — my = b diofantoszi egyenlet megoldasainak kérdésével, természetesen az x-re vonatkozoan.
Igy a diofantoszi egyenletre vonatkozo tételek atfogalmazhatok linearis kongruencidkra.

34. Tétel. Az ax = b (mod m) kongruencia pontosan akkor oldhaté meg, ha Inko(a,m) osztoja
b-nek. Ha van megoldasa, akkor egy x¢ partikularis megoldas ismeretében az altalanos megoldas

Tr = X0 (mod m)



35. Példa. Oldjuk meg a 21z = 14 (mod 35) linearis kongruenciat.

Elsé megoldds. Ha a linearis kongruencia megoldhat6, akkor a kongruencia jobb oldalat addig
noveljitk (vagy csokkentjiik) a modulus értékével, amig oszthatdo nem lesz az = egyiitthatojaval:
2lx =14 =14+2-35 (mod 35), azaz 21z = 84 (mod 35). A |32, Tétel alapjan, ha 21-gyel osztunk,

a kovetkez6t kapjuk: x =4 (mod ﬁ)’ tehat a lineéris kongruencia megoldasa x = 4 (mod 5).

Mdsodik megoldds. A kongruenciat atirjuk diofantoszi egyenletté. Altalaban a diofantoszi egyen-
letre val6é atiras lényegesen meghosszabbitja a megoldas menetét, az elénye viszont, hogy algorit-
mikusan végrehajthatd. A feladat ekvivalens azzal, hogy oldjuk meg a 21z — 35y = 14 diofantoszi
egyenletet. Mivel Inko(21,35) = 7 | 14, igy az egyenlet megoldhato. Az egyenlet altalanos megoldasa
(ami megkaphato a és . Példakban latott modon) @ = 4+ 5t, y = 2+ 3t, ahol ¢t € Z tetsz6leges
egész szam. Nekiink csak az x ismeretlen értékére van sziikségiink, igy a kongruencia altaldnos
megoldasa z =4 (mod 5).

36. Definicid. Linearis kongruenciarendszernek nevezziik a

cix = di  (mod nq)
(1)
ckx = dr (mod nyg)
alaku kongruenciarendszert, ha 2 < k € N, nq,...,ng € N, ¢1,...,¢k,d1,...,dr € Z adott szamok,

és az x € 7 ismeretlen.

37. Megjegyzés. A fenti (1) kongruenciarendszer megoldhatésaganak sziikséges feltétele, hogy a
kongruencidk kiilon-kiilon megoldhatoak legyenek. Ha megoldhatoak, akkor a kongruenciarendszer

x = a (modmy)
(2)

x = ar (mod my)
alakura hozhato.

A kongruenciarendszerek megoldasanak menete, hogy felirjuk a kongruenciarendszer (2) alakjat,
majd kettesével oldjuk meg a kongruenciakat, ahogy azt a kivetkezs tétel mutatja.

38. Tétel. Az

x = a1 (modmy)

x = ay (mod msy)
kongruenciarendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha Inko(m, mso) | a3 — az. Amennyiben megold-
hato és xg egy rogzitett megoldasa, akkor a fenti kongruenciarendszer ekvivalens az alabbi kongru-
enciaval:

x=x9 (mod lkkt(mi,ma)).

39. Példa. Oldjuk meg a kovetkezs kongruenciarendszert:

S 3 (mod 6)
4z 6 (mod 18).

El6szor kiilon-kiilon megoldjuk a linearis kongruenciakat a [35] Példaban latott modon, igy kapjuk
az

T
T

3 (mod 6)
6 (mod 9)

kongruenciarendszert.

Elsé megoldds. Ha mindkét kongruencia jobb oldaldbol kivonjuk a megfelel§ modulus értékét,
mindkét esetben —3-at kapunk, igy megkaptuk a kongruenciarendszer egy megoldasat (xg = —3). A
Tétel alapjan az altalanos megoldas: x = —3 (mod 1kkt(6,9)), azaz x = 15 (mod 18).

Madsik megoldds. Az els6 kongruenciabol kifejezve az x-et kapjuk, hogy x = 6k + 3, ahol k € Z.
Ezt behelyettesitjik a masodik kongruenciaba: 6k + 3 = 6 (mod 9), majd megoldjuk a linearis
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kongruenciat k-ra a Példaban latott modon. Igy kapjuk, hogy k = 2 (mod 3), ami azt jelenti,
hogy k = 3l + 2, ahol | € Z, ezt visszahelyettesitve: x = 6k + 3 = 6(3l + 2) + 3 = 18] + 15. Tehat a
kongruenciarendszer megoldasa: z = 15 (mod 18).

A kovetkezd tétel dsszefoglalja, hogy mikor oldhatd meg egy linearis kongruenciarendszer.

40. Tétel. A (2) kongruenciarendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha barmely kételemt részrend-
szere megoldhato, azaz barmely 1 < i < j < k esetén Inko(m;, m;) | a; — aj. Tehat paronként relativ
prim modulusok esetén mindig van megoldas.

41. Teétel (Kinai maradéktétel). Legyenek my,..., m; modulusok paronként relativ primek,

jelolje M = mymsg ... my szorzatot, és legyen M; = mM Tovabba jelolje y; az My = 1 (mod m;)

segédkongruencia egy megoldasat. Ekkor a (2) kongruenciarendszer megoldasa:

k
= ZaiMiyi (mod M).
=1

3.2. Maradékosztalyok
42. Tétel. Legyen n € N egy rogzitett modulus. Ekkor a
o={(a,b)€Z*:a=0b (modn)}CZ>
modulo n kongruencia ekvivalenciarelacio a Z halmazon. (Tehat reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv.)

43. Definicié. A modulo n kongruencidhoz tartozé osztéilyozés osztéilyait modulo n maradékoszté-
lyoknak hivjuk, tehat az a € Z elemet tartalmazoé osztalyon aza = {b € Z | b = a (mod n) } halmazt
értjiik. A modulo n maradékosztalyok halmazéat Z, jeloli, azaz Z, = {0,1,...,n — 1}.

44. Definicié. Az @ modulo n maradékosztaly redukalt maradékosztaly, ha Inko(a,n) = 1.

45. Definicio. Az Euler-féle ¢-fiiggvénynek nevezziik azt a ¢(n) fiiggvényt, amely megadja a modulo
n redukalt maradékosztilyok szamat, tehat az n-hez relativ primek szamét 0 és n — 1 kozott.

46. Példa. Példaul ¢(1) =1, ¢(6) = 2 és ha p prim, akkor ¢(p) =p — 1.

47. Definicié. Az egész szamok egy részhalmazat modulo n teljes maradékrendszernek nevez-
ziik, ha minden modulo n maradékosztalybol pontosan egy elemet tartalmaz. Az egész szamok
egy részhalmazat modulo n redukéilt maradékrendszernek nevezziik, ha minden modulo n redukalt
maradékosztalybol pontosan egy elemet tartalmasz.

48. Példa. Modulo 9 egy teljes maradékrendszer: 1, 4, 7, 8, 12, 18, 33, 38, 41. Modulo 9 egy
redukalt maradékrendszer: 4, 7, 10, 20, 26, 41, amelynek elemszama ¢(9) = 6.

A ¢ fliggvény értékének meghatarozasat segitik a kovetkezos tételek.
49. Tétel. Ha m,n € N relativ primek, akkor ¢(mn) = ¢(m)p(n).
50. Tétel. Ha az n € N szam primtényezss alakja n = H§:1 pfi, akkor
¢ ¢ 1
k; ki—1\ _
e(n) =TT (5 -} )—”H(l—,)-
i=1 i=1 pi

51. Peélda. ¢(100) = ¢(22 - 52) = ¢(22)p(5%) = (22 — 21)(5%2 — 51) = 2- 20 = 40.
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3.3. Hatvanyozas modulo n
52. Tétel (Euler-Fermat tétel). Ha n € N és a € Z relativ primek, akkor
a?™ =1 (mod n).
53. Példa. Mi az utolso két szamjegye (a tizes szamrendszerben) a
7160002

szamnak? Az igazi kérdés itt az, hogy mivel kongruens a 7'69902 szam modulo 100? Tudjuk, hogy
©(100) = 40 (lasd az Példa), illetve Euler tétele szerint 749 = 1 (mod 100). Ebbél kovetkezik,

hogy
7160002 _ -4000-40+2 _ (740)4000 72 = 14000 49 = 49 (mod 100).

(A kongruencidk végig modulo 100 értenddk.)
Mivel tetszdleges p primre p(p) = p — 1 a kovetkezst kapjuk.

54. Tétel (Kis Fermat-tétel). Ha p primszam és a € Z, amelyre p 1 a, akkor
a?1=1 (mod p).
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