
Lineáris egyenletrendszerek

1. Alapfogalmak

1. De�níció. Egy m egyenletb®l álló, n-ismeretlenes lineáris egyenletrendszer általános
alakja:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2 (1)
...

...
...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm.

Az egyenletrendszer felírható Ax = b formában is, ahol

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

 , b =


b1
b2
...
bm

 , x =


x1

x2
...
xm

 .

Az A mátrix az egyenletrendszer (együttható)mátrixa, az egyenletrendszer b®vített mátrixa
pedig

(A|b) =


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
...

...
. . .

...
...

am1 am2 . . . amn bm

 .

A következ® de�nícióban a lineáris egyenletrendszer megoldásának de�nícióját adjuk meg.

2. De�níció. Az (1) egyenletrendszer megoldásának nevezünk egy (c1, c2, . . . , cn) szám n-
est (azaz vektor), ha azt az (1)-be visszahelyettesítve minden egyenl®ség teljesül.

3. Példa. Az

x− 2y = 1

2x− 3y = 7

egyenletrendszernek a (11, 5) vektor megoldása.

Egy egyenletrendszer láttán több kérdés is felmerül (teljesen) jogosan. Megoldható-e? Ha
igen, hány megoldása van? Ha esetleg végtelen sok megoldása van, akkor meg tudjuk adni az
összeset. A következ®kben ezeket a kérdéseket fogjuk megválaszolni lineáris egyenletrendsze-
rekre.
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2. Gauss-elimináció

A Gauss-elimináció egy algoritmus, mellyel tetsz®leges lineáris egyenletrendszernek meg-
kapható az összes megoldása. Az ereje abban rejlik, hogy egy lineáris egyenletrendszernek az
egyenletei módosíthatók úgy, hogy az új egyenletek ugyanazt az információt hordozzák, mint
a régiek.

4. De�níció. Egyenletrendszer elemi átalakításai (b®vített mátrix elemi átalakításai):

(1) Két egyenletet (sort) felcserélünk.
(2) Egy egyenletet (sort) megszorzunk egy tetsz®leges nemnulla skalárral.
(3) Valamelyik egyenlethez (sort) hozzáadjuk egy másik egyenlet (sort) skalárszorosát.
(4) Ha az egyik egyenletben minden együttható és a jobb oldali konstans is nulla, akkor az

egyenletet elhagyjuk. (A csupa nulla sort elhagyjuk.)

Az tény, hogy ezzel tudjuk módosítani az egyenletrendszer alakját, de valamilyen célra is
szükségünk van, mert egyébként vég nélkül alkalmazhatnánk az elemi átalakításokat. A cél
az, hogy az egyenletrendszer (mátrixa) lépcs®s alakú legyen.

5. De�níció. Egy egyenletrendszer (mátrixa) lépcs®s alakú, ha a b®vített mátrixának

1. nincs csupa nulla sora és
2. minden sorának els® nemnulla eleme hátrább van, mint a fölötte álló sor els® nemnulla

eleme.

6. Tétel (Gauss-elimináció). Bármely nem azonosan nulla b®vített mátrixú egyenletrendszer
lépcs®s alakra hozható elemi átalakításokkal, és ebb®l az egyenletrendszer megoldása könnyen
kiolvasható.

7. Példa. Az el®z® példa megoldása ezzel a módszerrel a következ®képpen alakul:(
1 −2 1
2 −3 7

)
♣−→
(

1 −2 1
0 1 5

)
♣ : A 2. sorhoz hozzáadjuk az els® sor (−2)-szeresét.

A megoldás visszafejtése:

• Alsó sor: y = 5.
• Els® sor: x− 2y = 1. Ebbe behelyettesítjük az y = 5-öt, tehát x = 11.

8. Példa. Oldjuk meg a következ® egyenletrendszert.

2x + 3y − 2z = 1
−x + y − 2z = 1
x − 2y + z = 2
2x + 2y − 3z = 4
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2 3 −2 1
−1 1 −2 1
1 −2 1 2
2 2 −3 4

 (1)−→


1 −2 1 2
−1 1 −2 1
2 3 −2 1
2 2 −3 4

 (2)−→


1 −2 1 2
0 −1 −1 3
2 3 −2 1
2 2 −3 4


(3)−→


1 −2 1 2
0 −1 −1 3
0 7 −4 −3
0 6 −5 0

 (4)−→


1 −2 1 2
0 1 1 −3
0 7 −4 −3
0 6 −5 0

 (5)−→


1 −2 1 2
0 1 1 −3
0 0 −11 18
0 0 −11 18


(6)−→


1 −2 1 2
0 1 1 −3
0 0 −11 18
0 0 0 0

 (7)−→

 1 −2 1 2
0 1 1 −3
0 0 −11 18


(1) : 1. és 3. sor cseréje.
(2) : A 2. sorhoz hozzáadjuk az 1. sort.
(3) : A 3. sorhoz hozzáadjuk az 1. sor (-2)-szeresét. A 4. sorhoz hozzáadjuk az 1. sor (-2)-
szeresét.
(4) : A 2. sort megszorozzuk (-1)-gyel.
(5) : A 3. sorhoz hozzáadjuk a 2. sor (-7)-szeresét. A 4. sorhoz hozzáadjuk a 2. sor (-6)-
szorosát.
(6) : A 4. sorból levonjuk a 3. sort.
(7) : Elhagyjuk a 4. sort.

Megoldás visszafejtése:

• −11z = 18 =⇒ z = −18
11

• y + z = −3 =⇒ y − 18
11

= −3 =⇒ y = −3 + 18
11

= −15
11

• x− 2y + z = 2 =⇒ x− 2
(
−15

11

)
+
(
−18

11

)
= 2 =⇒ x = 2 + 18

11
− 30

11
= 10

11

Megkaptuk az egyenletrendszer egyetlen megoldását:
(
10
11
,−15

11
,−18

11

)
.

Az el®z® mondatban az egyetlen szó ki van emelve. Ugyanis honnan tudjuk, hogy nincs
több? Ha jól megnézzük, akkor három lehetséges módon érhet véget az algoritmusunk.

9. Tétel. Ha az elemi átalakításokkal az (A|b) egyenletrendszert (B|d) lépcs®s alakra hozzuk,
akkor a következ® valamelyike teljesül.

(1) A (B|d) mátrix tartalmaz ellentmondó sort, azaz olyan sort, melyben a vonaltól balra
minden együttható nulla, a jobboldali elem pedig nemnulla.

(2) A (B|d) mátrix nem tartalmaz ellentmondó sort, és B négyzetes.
(3) A (B|d) mátrix nem tartalmaz ellentmondó sort, és B-nek több oszlopa van, mint sora.
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10. Tétel. Az el®z® tétel eredménye mellett a lineáris egyenletrendszernek a következ® lehet-
séges megoldásai lehetnek.

(1) Az egyenletrendszernek nincs megoldása.
(2) Az egyenletrendszernek pontosan egy darab megoldása van (melyet a lépcs®s alakból

visszafejtve kaphatunk meg.)
(3) Az egyenletrendszernek végtelen sok megoldása van (melyet a lépcs®s alakból vissza-

fejtve kaphatunk meg.)

A végtelen sok megoldás esetében a lépcs®s alakban van olyan változó (oszlop), mely
nem tartalmazza egyik sornak sem az els® nemnulla elemét. Ez lehet®séget teremt a változók
osztályozására.

11. De�níció. Az (1) egyenletrendszer b®vített mátrixának lépcs®s alakjában a soronkénti
els® nem nulla elemek oszlopainak megfelel® változókat kötött változóknak nevezzük.

12. De�níció. Az (1) egyenletrendszer nem kötött változóit szabad változóknak nevezzük.

13. Példa. Oldjuk meg a következ® egyenletrendszert.

x + 2y + 3z = 4
5x + 6y + 7z = 8
9x + 10y + 11z = 12
13x + 14y + 15z = 16


1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16

 (1)−→


1 2 3 4
0 −4 −8 −12
0 −8 −16 −24
0 −12 −24 −36


(2)−→


1 2 3 4
0 1 2 3
0 1 2 3
0 1 2 3

 (3)−→
(

1 2 3 4
0 1 2 3

)

(1) : Az 1. sor (-5)-szörösét hozzáadom a 2. sorhoz. Az 1. sor (-9)-szeresét hozzáadom a 3.
sorhoz. Az 1. sor (-13)-szorosát hozzáadom a 4. sorhoz.
(2) : A 2. sort elosztom (-4)-gyel. A 3. sort elosztom (-8)-cal. A 4. sort elosztom (-12)-vel.
(3) : A 3. sorból kivonom a 2. sort. A 4. sorból kivonom a 2. sort. Mivel csupa nulla sorokat
kapunk, el is hagyjuk azokat.

Megoldás visszafejtése:

• A harmadik oszlopnak megfelel® z változó szabad változó, tehát z ∈ R tetsz®leges
értéket felvehet.
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• y + 2z = 3 =⇒ y = 3− 2z
• x+ 2y + 3z = 4 =⇒ x = 4− 3z − 2y = 4− 3z − 2(3− 2z) = 4− 3z − 6 + 4z = −2 + z

Megkaptuk az egyenletrendszer végtelen sok megoldását. A képletbe behelyettesítve egy
tetsz®leges z értéket, megkapunk egy rögzített megoldást. Az általános megoldás felírható

(−2 + z, 3− 2z, z)

alakban, ahol z ∈ R.

14. Példa. Oldjuk meg a következ® egyenletrendszert.

x + y + 2z = 3
4x + 4y + 5z = 6
7x + 7y + 8z = 10

 1 1 2 3
4 4 5 6
7 7 8 10

 (1)−→

 1 1 2 3
0 0 −3 −6
0 0 −6 −11


(2)−→

 1 1 2 3
0 0 1 2
0 0 −6 −11

 (3)−→

 1 1 2 3
0 0 1 2
0 0 0 1


(1) : Az 1. sor (-4)-szeresét hozzáadjuk a 2. sorhoz. Az 1. sor (-7)-szeresét hozzáadjuk a 3.
sorhoz.
(2) : A második sort elosztom (-3)-mal.
(3) : A 3. sorhoz hozzáadom a 2. sor 6-szorosát.

Megoldás visszafejtése:

• Utolsó sor: 0 = 1 =⇒ Ellentmondás.

Azt kaptuk, hogy az egyenletrendszernek nincs megoldása.

Tehát összefoglalva az eddigi eredményeinket:

15. Tétel. Bármely lineáris egyenletrenszernek 0, 1 vagy végtelen sok meg-

oldása van.

• Az egyenletrendszernek pontosan akkor nincs megoldása, ha a b®vített mát-

rixának lépcs®s alakjában van ellentmondó sor:(
0 0 . . . 0 c

)
, ahol c 6= 0.
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• Az egyenletrendszernek pontosan akkor van végtelen sok megoldása, ha van

szabad változója.

• Az egyenletrendszernek pontosan akkor van egyetlen megoldása, ha a b®ví-

tett mátrixának lépcs®s alakjának ugyanannyi sora van, mint ahány isme-

retlen, azaz nincs szabad változó.
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