PREDIKATUMKALKULUS

Predikdtumkalkulus alapfogalmai, formalizalés,
tagadas, logikailag igaz formulak.

1. Bevezeto

Nézziik meg a kovetkez§ két kijelentést:

e Minden alméhoz tartozik egy fa, amirdl leesett.
e Barmely két racionélis szam kozott van irracionéalis szam.

Az eddig tanult itéletkalkulus alapjén ezek primitéletek lennének, de érezziik rajtuk, hogy tobb informéciot
hordoznak. Ezen probléma kikiiszobolése miatt ismerkedjiink meg a predikdtumkalkulussal.

2. Predikatumkalkulus, formalizalas

1. Definicié. Az els6rendd predikatumkalkulus szimboélumai:

AV, =43, (,) és avesszd”

3 egzisztencidlis kvantor: ,létezik”, yan olyan”, ,taladlhatd”, ,néhény”,  bizonyos”, ,valamely”, ...;

V univerzalis kvantor: ,barmely”, ,minden”, ,tetszéleges”, ,,az Osszes”, ...;

Z1,%2,...,&n, (n €N) individuumvaltozok, ezekre mint vizsgilandé objektumegyedekre kell gondolni,

ezen individuumvaltozok halmaza az individuumtartomany;

e predikdtumjelek nemiires halmaza: a predikitum olyan fliggvény, amely individuumvéltozokbol logikai
allitast készit;

e fiiggvényjelek (esetleg lires) halmaza: olyan fiiggvényekre kell gondolni, amely tobb objektumbol egy 1j

objektumot készit, azaz ezek szolgilnak a miiveletek kifejezésére.

2. Definicié (Kifejezés). Az elsérendii predikatumkalkulus kifejezései az alabbi rekurzidval megadhato
sorozatok:

e az x; individuumvaltozok és individuumkonstansok;

e ha ki,...,k, kifejesés, akkor barmely f fiiggvényjelre f(ki1,...,k,) is kifejesés, ha az f fliggvény n-
valtozos;

e az elsérendd predikdtumkalkulus minden kifejezése elGall az el6z6 két szabaly véges sokszori alkalmazaséaval.

3. Definici6 (Atomi formula). Az elsérendi predikatumkalkulus atomi formulai a P(kq,...,k,) alaka
jelsorozatok, ahol P egy n-valtozés predikatumjel, a k1, ..., k, pedig kifejezések.

4. Definicié (Formula). Az elsérendd predikatumkalkulus formulai

az atomi formuldk;

ha F' és G formuldk, akkor (FVG), (FAG), (F < GQ), (F — G), (-F) is formulak;

ha F formula és z; individuumvaltozo, akkor (Vz;) F és (Jz;) F' is formula;

az els6rendi predikdtumkalkulus minden formulaja el6all az el6z6 harom szabaly véges sokszori alkalma-
zéaséval.

FONTOS: a kvantor mindig az utana allé legrévidebb részformulara vonatkozik!
Most mar megvannak a formalizélashoz sziikséges eszkozeink és szabalyaink. Néziink néhany példat!

5. Példa. Formalizaljuk az alabbi mondatot: ,Minden strucc madéar.”

e Legyen U = {allatok} az individuumtartomény; az elemei azok az objektumok, melyekkel az allitasban
foglalkozunk.

e Predikatumjelek: S(x) : ,,x strucc”, M(z) : ,x madar”.

e Formalizalt allitas: (V) (S(z) — M(x)).

6. Példa. Formalizaljuk az alabbi mondatot: ,Minden strucc madér.”

e Legyen U = {struccok} az individuumtartomany; az elemei azok az objektumok, melyekkel az allitasban
foglalkozunk.

e Predikatumjel: M (z) : ,, madar”.

e Formalizalt allitas: (V) (M(z)) .



Az el6z6 két példa ravilagit arra, hogy fontos hogyan vélasztjuk meg az individuumtartoményt. Az el-
s6 konnyebben bévithets, példaul 0j predikdtum jelek bevezetésével konnyen formalizédlhaté a ,Minden hal
vizben él.” mondat, mig a masodik individuumtartomany nem engedi meg az &llitas formalizalasat. Konkrét
feladatoknal altalaban az individuumtartomany és a predikatumjelek elére adottak, ha nem, akkor szabadon
megvalaszthatoak.

7. Példa. Formalizaljuk az aldbbi mondatot: ,Minden szentnek maga felé hajlik a keze.”

e Legyen U = {emberek} az individuumtartomény; az elemei azok az objektumok, melyekkel az &llitasban

foglalkozunk.
e Predikatumjel: Sz(x) : ,x szent”, H(z,y) : ,,z-nek y felé hajlik a keze”.
e Formalizalt &llitas: (V) (Sz(z) — H(z,x)).

3. Tagadas

Gyakran van sziikségiink arra, hogy pontosan megfogalmazzuk egy allitas tagadasat. Allitasok tagadasara
van sziikség példaul kontrapozicios és indirekt bizonyitasok illetve elemi logikai atgondolasok sorén is. Vizsgaljuk
meg, hogy miként tudjuk egy predikdtumkalkulusbeli allitds tagadéasat felirni pusztédn az &llitas formulajabol.

8. Tétel. Predikdtumkalkulusban teljesil az aldbbi két logikai ekvivalencia:

~((V2) F) = (3z)(~F),
-((3x)F) = (Vz)(=F).

9. Tétel. Tetszileges A és B formula esetén teljesiilnek az aldbbi ekvivalencidk:

- (AAB)=(-A)V(-B)

- (AV B) = (-A) A (=B)
A— B=(-A)VB

-(A— B)=AA(-B)

A< B=(A— B)A(B— A)

Az el6z6 két tétel egy szabalyt ad a tagadasra. Mindig részformulanként kell tagadni, és ha a negaciojel egy
kvantorral talalkozik, akkor a kvantor megvaltozik, és a tagadas a részformulaban beljebb csuszik.

10. Példa. Formalizaljuk az aldbbi allitas tagadasat: ,Minden strucc madéar.”

e Az allitast mar formalizaltuk egy kordbbi példaban: (Vz) (S(x) — M(x)).

e Tagadjuk a formulat: = (Vz) (S(z) = M(x)) = (Fx) (- (S(z) = M(x))) = (Fx) (S(x) A (=M (x))) .

e Ha jelentéstartalmilag tagadjuk az allitast, akkor azt kell formalizilni, hogy ,Létezik olyan strucc, ami
nem madéar.” Ez pontosan az el6bb kapott negalt formulaval formalizalhato.

11. Példa. Adja meg a kovetkezs formula negaltjat: (V) ((=P(x)) A (y) (Q(z,y) — R(y))) .

= (Vz) (=P() A (Fy) (Q(x, y) = R(y))) (Fz) (= ((=P(x)) A (By) (Q(z,y) = R(y))))
= (G2) (= (=P(@)V (=) (Qz,y) = R(y))))
= (32) (P(z) vV ((vy) (= (Q(z,y) = R(y)))))
= (32)(P(z) V() (Qz,y) A (=R(Y)))))



4. Logikailag igaz formulak (tautologiik)

FONTOS: Nincs altalanos algoritmus arra, hogy egy predikdtumkalkulusbeli formularol eldontsiik azt, hogy
tautologia-e!

s

kell véghezvinni.

1. Vialasztunk egy nemiires A halmazt, ez lesz az interpretdcios tartomény.
2. Minden P predikdtumjelhez hozzarendeliink egy A-n értelmezett ugyanannyi véltozos predikiatumot.
3. Minden f fiiggvényjelhez hozzarendeliink egy A-n értelmezett ugyanannyi valtozos fiiggvényt.

Az el6z6 definicio tulajdonképpen arrdl szol, hogy egy adott formulanak értelmet adunk, azaz egy karakter-
sorozat helyett mar egy konkrét allitas formalizalasaként tekintiink ra. Technikailag barmely a = (a1, a9,...),
ai,as, ... € A sorozat esetén az a;-t az formula x; helyére beirva el tudjuk donteni, hogy a formula igaz-e vagy
sem.

13. Definicié. Egy predikatumkalkulusbeli formula tautolégia, azaz logikailag igaz formula, ha barmely in-
terpretacioja esetén tetszéleges a = (a1,as,...), a1,as,... € A sorozatra az x;-k helyére a;-ket irva logikailag
igaz értéket kapunk.

Még egyszer fontos kihangsiilyozni, hogy predikdtumkalkulus esetén nincs algoritmus, amivel el tudnink
donteni egy formuléardl, hogy tautologia-e, eltéréen az itéletkalkulustol.

14. Példa. Tautoldgia-e az aldbbi formula:

(3z) (P(2)) — (Vo) (P(2))?

Megoldéas: nem. Ha intuicié alapjén akarom indokolni a dolgot, akkor csak annyi az egész, hogy ha létezik
olyan objektum, amire valami teljesiil, az nem jelenti azt, hogy minden objektumra teljesiil. Nagyon egyszertien
meg tudjuk adni a formalis véalaszt is: legyen az interpretacids tartomany a természetes szdmok halmaza, és
P(z) jelentse azt, hogy = prim. Ekkor egy ¢ — h implikaciot kapunk, melynek értéke hamis. Talaltunk egy
interpretaciot, mely esetén a formula hamis, ezért nem tautoldgia.

15. Példa. Tautoldgia-e az aldbbi formula:

(= (Fz) (Vo) (mA(x) V =B(y))) « (Vx) By) (A(z) A B(y))?

Megoldas: a formula tautologia, mert az < jel bal és jobb oldalan &ll6 formula egymaéssal ekvivalens, a jobb
oldali adja meg mi lesz akkor, ha a bal oldaliban a negécidjelet beljebb vissziik a formuldban. Ha a < két
oldalan ekvivalens formulak allnak, akkor az tautoldgia, mint ahogy ezt mér itéletkalkulusbol tanultuk.

16. Példa. Tautoldgia-e az aldbbi formula:

(Fz) (B(w,y) =z =y) < (Vo) (= (B(z,y) > x=1y))?

Megoldas: megsejtjiik, hogy a formula nem tautologia, ezért keresiink olyan interpretaciot, melynél van
olyan kiértékelés, amelynél hamis értéket kapunk. Legyen A egy tetszéleges legalabb kételemi interpretéicios
tartomany, B pedig az azonosan hamis predikitum. Ekkor a bal oldal azt mondja, hogy létezik egy olyan
objektum, amely ha B-kapcsolatban all y-nal, akkor x = y. Viszont B azonosan hamis, ezért az implikacid
mindig igaz, igy a bal oldal annyit mond, hogy létezik olyan objektum, melyre igaz. Szandékosan ért véget
az el6z6 mondat. Hasonléan lathat6, hogy a jobb oldal azt mondja, hogy barmely objektum esetén hamis. Ha
létezik egy objektum, amelyre igaz, akkor ebbsl nem kovetkezhet az, hogy minden objektumra hamis. Igy ezen
interpretacié esetén barmely , kiértékelés” esetén hamis értéket kapunk.

Elsfordulhatnak olyan feladatok, melyekben a kovetkezs egyszerti ekvivalencidk ismerete segithet.

17. Tétel. Tetszileges F és G formula esetén

o (vVz) (Vy) F = (Vy) (Vx)

e (3z)(3y) F = (Jy) (Fz) F.

o (Vo) F == (V) (-F),

o (Fr) F == (32) (-F),

o (Vz) (FAG)=(Vz) FA(V2)G,
e (dz) (FVG)=(3x)FV (Iz)G.



5. Informatikai vonatkozasok

e Bonyolultsagelmélet: polinomiélis hierarchia, foldrajzi jaték, kvantifikalt Boole-formula, PSP.ACE prob-
lémak.
e Logika és informatikai alkalmazésai kurzus:
— Az itéletlogika és predikatumlogika kiterjesztése masodrendii logikéra.
— Logikai programozas és PROLOG nyelv (levezetések).
— Helyesség, teljesség, eldonthetség (lasd Bonyolultsagelmélet kurzus is).

Bizonyitas elmélet.

Modell elmélet.

Rezolicioés kalkulus, automatikus tételbizonyitéas.
Mesterséges intelligencia.

Szamitogépes nyelvészet, példaul beszédfelismerés.



