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BevezetésAz els® impulzust nem-asszoiatív struktúrák tanulmányozására a geometriaalapjainak megteremtése, ezen belül a nem-Desargues�féle síkok koordinátá-zásának kérdései adták századunk els® évtizedeiben. W. Blashke érdek-l®dését loopok és kvázisoportok iránt a di�ereniálgeometria topológiai kér-dései motiválták ([Bla38℄). R. Baer [Bae39℄, A.A. Albert [Alb43, Alb44℄és R.H. Bruk [Bru58℄ alkották meg a kvázisoportok és loopok önálló al-gebrai elméletét. Baer számára a loophoz rendelt geometria töltött be fontosszerepet, míg Bruk tárgyalásában az elmélet az univerzális algebra része. Al-bert a loop eltolásainak halmazát mint szelést tekintette az általuk generáltsoportban. A loopok és kvázisoportok elmélete ebben a három iránybanfejl®dött ki az utóbbi 50 évben. Fontos irány loopok topológiai algebrai,topológiai geometriai és di�ereniálgeometriai keretekben történ® vizsgálata,amelyK.H. Hofmann, H. Salzmann,M.A. Akivis és L.V. Sabinin nevé-hez f¶z®dik, ld. a [Che90℄ összefoglaló gy¶jteményt, valamint Nagy PéterT. és K. Strambah el®készület alatt álló [NS99℄ monográ�áját.A témakör nyugati nyelv¶ standard refereniái közé a [Bru58℄, [P�90℄,[Che90℄ és [BS83℄ m¶vek számítanak, orosz nyelven a [Bel76℄ m¶vet említjükmeg.Jelen dolgozatban a loopokat, kvázisoportokat és a hozzájuk társítottgeometriákat mint absztrakt objektumat tanulmányozzuk. Ennek a megkö-zelítésnek egyik fontos képvisel®je V.D. Belousov [Bel76℄.A loopelméleti kutatások kezdetét®l fogva kiemelt jelent®séggel bírt aMoufang-loopok osztálya ([Mou34℄, [Bru58℄). Ennek tanulmányozása sorántöbb olyan fogalom fejl®dött ki, amelyek egy b®vebb osztály, a Bol-loopokvizsgálatánál is hatékonynak bizonyult. Egy ilyen eszköz a loop szíve, amelyszorosan kapsolódik az x 7→ x−1 inverzképzés involutórikus m¶veletéhez (ld.[Bru58℄, [Gla64℄,[Gla68℄). Mint kiderült, ez az involuió a loophoz társított3-hálózat szimmetriájával is összefügg. Ezeket a szimmetriákat a [FN93℄ utánBol-tükrözéseknek nevezzük. 6



BEVEZETÉS 7A Bol-tükrözések által biztosított geometriai megközelítés nagyban leegy-szer¶síti néhány algebrai tulajdonság, mint például a loophoz társított izotó-piainvariáns fogalmak vizsgálatát, és pontosabb ismereteket nyújt a loophozkapsolt algebrai, geometriai és soportelméleti fogalmak egymáshoz való vi-szonyáról.A Bol-tükrözések elméletének továbbfejlesztése, illetve az elmélet alkal-mazása több irányban képzelhet® el. Az egyik lehetséges irány a véges Bol-loopok és involutórikus Bol-loopok témaköréhez, ezen belül a téziseink végénmegfogalmazott három problémához kapsolódik. Ezek a problémák a so-portelmélet nyelvén megfogalmazva is érdekl®désre tartanak számot. Egymásik szóba jöhet® alkalmazás az algebrai B-loopok témaköre, ahol is az els®természetes lépés az algebrai kommutatív Moufang-loopok leírása lehet.A disszertáióban közölt tudományos eredmények közül a kisebb súlyúak"Állítás", a fontosabbak "Tétel" megnevezéssel szerepelnek. Ezeknek szintemindegyike új eredményeket tartalmaz. Egyes esetekben, az új eredményink-b®l korábbi ismert tételek új bizonyítását nyerjük. Azoknál a tételeknél,amelyek nem saját eredmények, a tétel ímkéjében a szerz®(k) nevét is fel-tüntettük. Az állításoknál ezt nem tettük meg, ott a bizonyítások el®tt,illetve minden fejezet elején összefoglaló módon megadtuk a más szerz®kt®lszármazó eredmények refereniáit. Ugyanez vonatkozik a kisebb jelent®ség¶következményekre és megjegyzésekre is.Az els® fejezet áttekint® jelleg¶. Itt a élunk az volt, hogy a loopokés a 3-hálózatok elméletének legfontosabb részeit összefoglaljuk oly módon,hogy a szakterületen kevésbé járatos olvasók számára is könnyen megérthet®legyen. A fejezetben egy kés®bbiekben hasznos kölsönösen egyértelm¶ kap-solatot bizonyítunk a loopok nukleuszai, a megfelel® oldali eltolássoportentralizátora, és egy megfelel® párhuzamossági osztályt rögzít® kollineáióksoportja között (ld. 1.2.8 és 1.5.3 tételek).A második fejezetben Bol-loopok és B-loopok, valamint a hozzájuktartozó 3-hálózatok tulajdonságait tárgyaljuk. A Bol-loop szíve (ld. [Bel65,Rob66℄) és a Bol-tükrözések (ld. [FN93℄) fogalmának felhasználásával a loo-pok algebrai tulajdonságainak geometriai vonatkozásait vizsgáljuk. A feje-zet f® eredménye, hogy azon Bol-loopok geometriai jellemzése, amelyeknél azinvertálás jobb oldali pszeudo-automor�zmus (vö. a 2.3.3, 2.3.5 és 2.3.6 téte-lek). Ebben az újszer¶ megközelítésben áttekintést adunk G. Glaubermanloopelméleti eredményeir®l (ld. 2.4 alfejezet) és B-loopok egy struktúratéte-lét bizonyítjuk be (2.3.6 tétel).



8 BEVEZETÉSA harmadik fejezet f® eredménye (a 3.2.5 és 3.2.4 tételek), hogy a triali-tással rendelkez® soportok közvetlenül megfeleltethet®k a Moufang-looppalkoordinátázott 3-hálózatoknak. Ezeknek a tételek a Bol-tükrözések felhasz-nálásával S. Doro [Dor78℄ ikkében leírt trialitás-funktort általánosítja aMoufang-féle 3-hálózatok osztályára. A fejezetben ismertetjük a véges egy-szer¶ Moufang-loopok osztályozásának f®bb lépéseit (vö. 3.2.10 tétel). Azosztályozás, mely M.W. Liebek nevéhez f¶z®dik, a [Dor78℄-beli eredmé-nyeken alapszik. A fejezet végén a Cayley-számok osztásgy¶r¶jének konst-rukióját és a hozzájuk szorosan kapsolódó egyszer¶ Moufang-loopoknakL.J. Paige-féle leírását ismertetjük.A negyedik fejezetben speiális looposztályokkal foglalkozunk. A 4.1alfejezetben a bal konjugált zárt és a Burn-loopok osztályát vizsgáljuk, ezekalgebrai illetve a Φ : N0 → G(L) leképezés magjára vonatkozó tulajdonsá-gokat bizonyítunk (vö. 4.1.6 tétel). A 4.2 alfejezetben részletesen leírjuka [Bur78, Bur81℄-ben megadott loop-konstrukiókat. Ezek a konstrukiókaz el®z® alfejezetben vizsgált looposztályba tartoznak, az ottani eredménye-ink felhasználásával expliit kiszámoljuk a loopokhoz, illetve az általuk meg-határozott 3-hálózatokhoz tartozó automor�zmus- és kollineáiósoportokat(4.2.3, 4.2.6 és 4.2.8 tételek).A 4.3 alfejezetben 2 exponens¶ Bol-loopokat vizsgálunk. Mint kiderül,ezek a loopok is a Burn-féle osztályba tartoznak. Ilyen loopokra viszonylagkevés példa ismert, ezek mindegyike származtatható a [KK95℄ ikkbeli konst-rukióból, amelyr®l belátjuk, hogy két eleme generálja (4.3.1 tétel). A 4.4alfejezetben tárgyalt Bol-féle univerzális 2-loop tulajdonságot az el®z® alfeje-zetben vizsgált loopok motiválják. Az alfejezet eredményei Bol-féle 2-loopokfeloldhatóságára adnak szükséges és elegend® feltételeket: A 4.4.3 tétel sze-rint minden univerzális Bol-féle 2-loop feloldható, a 4.4.5 tétel szerint pedigha egy Bol-loop bármely két eleme 2-hatvány rend¶ részloopot generál, akkora loop feloldható. Ez a tétel teremt kapsolatot a 4.3.1 tétel és a fejezetbenmegfogalmazott három nyitott kérdés között.KöszönetnyilvánításokE helyen szeretném megköszönni mindazok munkáját és támogatását, akika disszertáió megírásában segítségemre voltak. Mindenekel®tt szüleimnekszeretnék köszönetet mondani a sok segítségért, türelmért, buzdításért éstanásért.Külön köszönet illeti Dr. Sz®nyi Tamás (ELTE) témavezet®met több-éves fáradozásáért, Dr. Korhmáros Gábor (Potenza, Olaszország) pro-fesszor urat, akinek a hatására ezzel a területtel foglalkozni kezdtem, és Dr.



BEVEZETÉS 9Karl Strambah professzor urat (Erlangen, Németország) érdekl®déséértés támogatásáért. Köszönettel tartozom az Universität Erlangen-Nürnberg(Németország) és az Università di Basiliata (Olaszország) egyetemek mate-matikai intézeteinek vendégszeretetéért is.A doktori tanulmányaimhoz 1995. és 1998. között az alábbi intézmé-nyekt®l kaptam anyagi támogatást: Országos Tudományos Kutatási Alap(F021271, T020066), a Magyar M¶vel®dési Minisztérium Fels®oktatási Ku-tatási és Fejlesztési Pályázata (FKFP-0152/1997), Soros Alapítvány (1995),Eötvös Állami Ösztöndíj (1998).



1. fejezetAlapfogalmakEbben a fejezetben, bevezet® jellegéb®l kifolyólag, nem szerepelnek jelent®-sebb önálló eredmények. Célunk az volt, hogy a loopok és a 3-hálózatokelméletének legfontosabb részeit összefoglaljuk oly módon, hogy az szakterü-leten kevésbé járatos olvasók számára is könnyen megérthet® legyen. A té-makör nyugati nyelv¶ standard refereniái közé a [Bru58℄, [P�90℄, [Che90℄ és[BS83℄ m¶vek számítanak, ezekb®l a fejezet állításai és tételei több-kevesebber®feszítéssel összeollózhatók.A kivételt talán az 1.2.8 és 1.5.3 tételek képezik, amelyek tartalma való-szín¶síthet®en más, a területtel foglalkozó kutatók számára is ismert, ebbena számunkra hasznos formátumban azonban eleddig � tudomásunk szerint �nem került publikálásra.1.1. Csoportelméleti fogalmakDolgozatunkban számos, a soportelméletb®l származó fogalmat és jelölésthasználunk, els®ként ezeket röviden összefoglaljuk. Az x, y, z, g és xi bet¶kkelértelemszer¶en egy G soport elemeit jelöljük.
xy = y−1xy, [x, y] = x−1y−1xy = x−1xy, [x1, . . . , xn] = x−1

1 . . . x−1
n x1 . . . xn,

Xg = {xg; x ∈ X}, gX = {gx; x ∈ X}, ahol X ⊆ G,
α ∈ Aut(G) esetén gα = α(g), [g, α] = g−1gα = g−1α(g),
InnAut(G) = {ϕx : G → G; x ∈ G} a G bels® automor�zmusainak soportja,ahol ϕx : g 7→ gx az x által indukált bels® automor�zmus,
Z(G) = {z ∈ G; gz = zg ∀g ∈ G} a G soport entruma,
CX(Y ) = {x ∈ X; xy = yx ∀y ∈ Y } az Y ⊆ G halmaz X-beli entralizátora(X ⊆ G).A G véges soportot p-soportnak nevezzük, ha a |G| rendje p-hatvány.Jelölje π prímszámok egy halmazát. A G véges soportot π-soportnak ne-10



1.2. ALGEBRAI MEGKÖZELÍTÉS 11vezzük, ha a |G| minden p prímosztójára p ∈ π teljesül. A G exponense aza legkisebb e pozitív egész, amelyre ge = 1 teljesül minden g ∈ G elemre.A H ≤ G részsoportot karakterisztikus részsoportnak nevezzük, ha minden
α ∈ Aut(G) automor�zmusra α(H) ≤ H .A G soport tranzitívan hat az X halmazon, ha minden x, y ∈ X elemrelétezik g ∈ G úgy, hogy g(x) = y. A G hatása élesen tranzitív, ha a g : x 7→ ysoportelem egyértelm¶en meghatározott. Az adott soporthatás esetén az
S ⊆ G halmazt élesen tranzitív halmaznak hívjuk, ha minden x, y ∈ X elemrepontosan egy s ∈ S elem létezik az s(x) = y tulajdonsággal.

Zn fogja jelölni az n-edrend¶ iklikus soportot, Z
∗
n pedig a modulo nmultiplikatív inverzzel rendelkez® elemek (multiplikatív) soportját. Mintismeretes, Aut(Zn) = Z∗

n. Sn az n elemen ható szimmetrikus soportot, Dnpedig az n-edrend¶ diédersoportot fogja jelölni.1.2. Algebrai megközelítésEbben az alfejezetben kvázisoportokkal és a hozzájuk tartozó geometriaipont-egyenes illeszkedési struktúrákkal foglalkozunk. A kvázisoportok osz-tálya a soport nem-asszoiatív általánosításának tekinthet®. Ezen osztályegy alosztálya az egységelemes kvázisoportok osztálya, melynek megnevezé-sére megfelel® magyar fordítás hiányában a loop szót fogjuk használni, angolhelyesírás szerint. A szó szerinti fordítás hurok lehetne, mivel azonban azáltalunk használt fogalmnak semmi köze sins az algebrai topológiában el®-forduló hurkokhoz, ezért a terminológia átvétele zavaró lenne. Megjegyezzük,hogy a létez® magyar és német szakirodalom is az angol elnevezést használja.1.2.1. De�níió. A binér m¶velettel ellátott (Q, ·) halmazt kvázisoportnaknevezzük, ha a szorzásm¶velet mindkét oldalról invertálható, azaz az
x · a = b, c · y = degyenletek minden a, b, c, d ∈ Q esetén az x illetve y változókban egyértelm¶enmegoldhatók. A megoldásokra az x = b/a és y = d\c jelöléseket alkalmazzuk.Az (L, ·) kvázisoportot loopnak nevezzük, ha létezik egységelem, azaz vanaz L halmazban egy kitüntetett e ∈ L elem, melyre minden x ∈ L eseténteljesül az

e · x = x · e = xazonosság.Ezeket a fogalmakat az univerzális algebra nyelvén is de�niálhatjuk. Ekkor akvázisoportot mint három binér m¶velettel rendelkez® (Q, ·, /, \) algebrát, a



12 1. FEJEZET. ALAPFOGALMAKloopot pedig mint három binér és egy unér m¶velettel rendelkez® (L, ·, /, \, e)algebrát adhatom meg, az
x · (x\y) = y, (x/y) · y = x, x\(x · y) = x, (x · y)/y = xilletve az

e · x = x · e = xazonosságokkal.A kés®bbiekben a loop egységelemét 1 fogja jelölni, a szorzásm¶veletrepedig az x·y helyett a rövidebb xy jelölést alkalmazzuk. Ily módon zárójeleketis megspórolunk: az xy · z pontosan kiírva (x · y) · z alakban állna.A most következ® két példa megmutatja, hogy az asszoiativitás elhagyá-sával milyen messzire eltávolodunk az ismer®s soportfogalomtól.
∗ 1 2 3
1 1 2 3
2 3 1 2
3 2 3 1

· 1 2 3 4 5
1 1 2 3 4 5
2 2 1 5 3 4
3 3 5 4 2 1
4 4 3 1 5 2
5 5 4 2 1 3Az els® (Z3, ∗) példa mutatja, hogy a kvázisoportok osztálya szigorúan b®-vebb a loopok osztályánál, s®t az egyik oldali egységelem megléte nem ga-rantálja a másik oldali egységelem létezését.A második (Z5, ·) példában már loopról van szó, melynek rendje 5, ésamely tartalmaz egy másodrend¶ elemet: 2 · 2 = 1. Még ennél is meglep®bblehet, hogy a hagyományos értelemben az elemek rendjér®l sins értelme be-szélni, hisz

3 · 3 = 4 és 4 · 3 6= 3 · 4,azaz már a 3 elem harmadik hatványát sem tudjuk egyértelm¶en megadni.Mindezek alapján tehát értelmes annak az általános kérdésnek a vizsgá-lata, hogy mely soportelméleti tételt tudjuk kiterjeszteni loopok valamelyosztályára. Beszélhetünk továbbámono-asszoiatív, hatvány-asszoiatív vagyéppen Lagrange-féle looposztályokról. Ezek a tulajdonságok írják le, hogyegy loopban egy elem pozitív ill. egész kitev®s hatványai egymással asszoi-atívan szorozhatók, valamint hogy egy loop részloopjainak a rendje osztja aloop rendjét.Ezek a példák azt is megmutatják, hogy a hagyományos soportelmé-leti tehnikák nem igazán használhatók sak maga a loop a �bels®� struk-túrájának vizsgálatakor. Ezért a loophoz �kívülr®l� rendelünk különböz®



1.2. ALGEBRAI MEGKÖZELÍTÉS 13permutáió- és szimmetriasoportokat, amelyek közvetett módon szolgáltat-nak informáiót a loopról.A legfontosabb ilyen soportok az eltolássoportok. Rögzítsünk egy tet-sz®leges (L, ·) loopot. Bevezetjük a λx : L → L bal és ρx : L → L jobb oldalieltolás
λx(y) = xy, ρx(y) = yx,valamint a bal illetve jobb oldali eltolássoport

Gbal(L) = 〈λx|x ∈ L〉, Gjobb(L) = 〈ρx|x ∈ L〉fogalmát. Az (L, ·) loop teljes eltolássoportjának vagy multiplikáiósoport-jának nevezzük az
M(L) = 〈Gbal(L), Gjobb(L)〉soportot. Nyilván mindhárom most de�niált soport egy-egy L-en hatótranzitív permutáiósoport. Mint várható, az egységelem stabilizátor rész-soportja is fontos szerepet játszik, ezért erre külön jelölést vezetünk be:

I(L) = M(L)1 és U(L) = Gbal(L)1.Az I(L) soport elemeit bels® leképezéseknek is nevezzük.Példaként tekintsük azt az egyszer¶ esetet, amikor L soport. Ekkor
Gbal(L) ∼= L ∼= Gjobb(L), U(L) = {1}valamint

M(L) ∼= (L × L)/Z, I(L) = InnAut(L),ahol Z = {(c, c−1); c ∈ Z(L)} az L Z(L) entrumával izomorf.Az (L, ·) loop bal oldali szelésének nevezzük a bal eltolások
S(L) = {λx|x ∈ L}halmazát. Hasonlóan de�niálhatnánk a loop jobb oldali szelését, de mivel akés®bbiekben szinte kivétel nélkül sak a bal oldali eltolások halmazát fogjukvizsgálni, ezért szelés alatt is mindig bal oldali szelést értünk.1.2.2. Állítás. Az (L, ·) loop esetén

U(L) = 〈λ−1
xy λxλy; x, y ∈ L〉és

I(L) = 〈λ−1
xy λxλy, ρ

−1
xy ρyρx, ρ

−1
x λx; x, y ∈ L〉.



14 1. FEJEZET. ALAPFOGALMAKBizonyítás. Ld. [Bru58, IV. Lemma 1.2.℄ 2Az univerzális algebrából általánosan ismert fogalmak és tételek termé-szetesen a loopok varietásában is érvényesek.1.2.3. De�níió. Az (L, ·) loop K ⊆ L nem üres részhalmazát részloopnaknevezzük, ha K zárt a �·�, �/" és �\� m¶veletekre. A K részloopot normálisrészloopnak nevezzük, ha minden x, y ∈ L esetén teljesülnek az
xK = Kx, x · yK = xy · K, x · Ky = xK · y, Kx · y = K · xyazonosságok. (Jelölés: K ⊳ L.)Egyszer¶en meggondolható, hogy a fenti négy követelmény közül az utolsóelhagyható, mert az következik az els® háromból. Az is következik, hogy a

K ≤ L részloop akkor és sak akkor normális, ha minden h ∈ I(L) bels®leképezésre h(K) = K.Az L loop K részhalmaza akkor és sak akkor normális részloop, ha Kel®áll mint egy L → L̄ szürjektív homomor�zmus magja, ekkor L̄ ∼= L/K.(Ld. [Bru58, IV. Lemma 1.6. és Theorem 1.5℄.)Az is nyilvánvaló, hogy K ⊳ L esetén beszélhetünk az L loop K szerinti
{xK; x ∈ L} mellékosztályairól, és a mellékosztályok halmazán a

xK · yK = xy · Km¶velet de�niálja az L/K faktorloopot. Az x 7→ xK leképezés szürjektívhomomor�zmus, melynek magja K.Az L normális részloop-struktúráját könnyen leírhatjuk az M(L) multip-likáiósoport segítségével.1.2.4. Állítás. Az (L, ·) loop normális részloopjai pontosan az M(L) L-enható permutáiósoport egységelemet tartalmazó imprimitivitási tartományai.Bizonyítás. Legyen el®ször K ⊳ L normális részloop, és de�niáljuk a
H = {g ∈ M(L); g(K) = K}soportot. A normalitás miatt I(L) ≤ H . A részloop-tulajdonság miatt

k ∈ K esetén λk(K) = ρk(K) = K, vagyis H tranzitívan hat K-n, azaz Kimprimitivitási tartomány.Fordítva, tekintsünk egy I(L) ≤ H ≤ M(L) részsoportot, és legyen K =
H(1). Mivel minden g ∈ M(L) elem egyértelm¶en felírható g = λxu = ρxvalakban (u, v ∈ I(L)), következik, hogy az x elem akkor és sak akkor van K-ban, ha λx, ρx ∈ H . Ekkor xK = K = Kx, vagyis K ≤ L részloop. Továbbá



1.2. ALGEBRAI MEGKÖZELÍTÉS 15
I(L) ≤ H miatt a bels® leképezések invariánsan hagyják K, ezért K ⊳ Lnormális részloop. Az, hogy a K ↔ H megfeleltetés kölsönösen egyértelm¶,triviális. 2Sajnos sak az egyik oldali eltolássoportot használva nem tudunk ilyenelegáns leírást adni a normális részloopokról. A kevésbé elegáns megadáshozmég két soportelméleti fogalmat kell értelmeznünk. Legyen U a G tetsz®le-ges soport egy részsoportja. Ekkor

coreG(U) =
⋂

g∈G

Ugaz U-ban bennefoglalt legnagyobb G-normálosztó. Rögzített U esetén az
N ⊳ G normálosztó lezártja az

N̄ = coreG(NU)normálosztó. Ha a G egy Ω-n ható permutáiósoport, és U = G1 stabilizátorrészsoport, akkor N̄ azon elemek halmaza, amelyek az N normálosztóhoztartozó összes imprimitivitási tartományt invariánsan hagyják.Ezen de�níió segítségével az alább kapsolatot mutatjuk meg Gbal(L)normálosztói és L normális részloopjai között.1.2.5. Állítás. (i) G(L) minden imprimitivitási tartománya részloop.(ii) Legyen N a G = Gbal(L) soport egy normálosztója. Ekkor K = N(1)akkor és sak akkor normális részloop, ha minden x ∈ L és k ∈ Kesetén λ−1
x λxk ∈ N̄ .(iii) Minden 2 index¶ részloop normális.Bizonyítás. Legyen K a G(L) soportnak egy, az egységelemet tartalmazóimprimitivitási tartománya. Az x ∈ K elem esetén 1 ∈ K miatt K∩λx(K) 6=

∅, tehát K = xK, azaz K = KK. Hasonlóan meggondolható K = K\K.Tegyük most fel, hogy x, y ∈ K és legyen z = x/y. Ekkor x = zy, azaz
K ∩ λz(K) = 6= ∅, s így K = zK ismét. Ebb®l viszont adódik z ∈ K, amibizonyítja (i)-t.A (ii) `akkor' iránya rögtön adódik az N̄ fenti jellemzéséb®l. Tekintsük a`sak akkor' irányt, legyen K = N(1). Ekkor N(x) = Nλx(1) = λxN(1) =
xK, amib®l K ≤ L és x · yK = xy · K könnyen látható. λ−1

x λxk ∈ N̄ pedigadja, hogy
λ−1

x λxk(yK) = yK ⇐⇒ xk · yK = x · yK = xy · K,vagyis xK · yK = xy · K teljesül, és K ⊳ L.



16 1. FEJEZET. ALAPFOGALMAKVégül (iii) az analóg soportelméleti tétel bizonyításának megismétlésévelkönnyen belátható. 2A következ® tétel részloopok és faktorloopok multiplikáiósoportját írjale.1.2.6. Állítás. Tekintsük az (L, ·) loop H ≤ L részloopját és K ⊳L normálisrészloopját. De�niáljuk az
MH = 〈λx, ρx; x ∈ H〉, TH = {g ∈ MH ; g|H = 1H},és

GH = 〈λx; x ∈ H〉, NK = {g ∈ M(L); g(xK) = xK}permutáiósoportokat. Ekkor TH ⊳ MH , NK ⊳ M(L) és
M(H) ∼= MH/TH , Gbal(H) ∼= GH/(TH ∩ GH),
M(L/K) ∼= M(L)/NK , Gbal(L/K) ∼= Gbal(L)/(NK ∩ Gbal(L)).Bizonyítás. A faktorloopokról szóló részt ld. [Bru58, IV. Lemma 1.3.℄. Arészloopokról szóló kijelentés nyilvánvaló. 2A soportok elméletében a entrum az, ami �belülr®l méri� a kommutati-vitástól való távolságot. Hasonló szerepet töltenek be a loopok elméletébenaz un. nukleuszok.1.2.7. De�níió. Az (L, ·) loop bal oldali, középs® illetve jobb oldali nukle-uszait az alábbi módon értelmezzük.

Nλ = {n ∈ L; nx · y = n · xy ∀x, y ∈ L},
Nµ = {n ∈ L; xn · y = x · ny ∀x, y ∈ L},
Nρ = {n ∈ L; xy · n = x · yn ∀x, y ∈ L}.Az L entruma pedig

C(L) = {c ∈ L; cx = xc ∀x ∈ L}.Az a tény, hogy az így de�niált halmazok az L részsoportjait alkotják, kide-rül a következ® állításunkból, de közvetlenül is könnyen leellen®rizhet® (ld.[P�90, I.3.4. Theorem℄). Az is nyilvánvaló, hogy itt karakterisztikus részloo-pokról1 van szó. Sajnos azonban a loopok esetén ebb®l még egyáltalán nem1Az L loop egy K részloopját karakterisztikus részloopnak nevezzük, ha L mindenautomor�zmusa invariánsan hagyja K-t. Mivel a de�níióvól következ®en a nukleuszokasszoiatívok, az ® esetükben karakterisztikus részsoportról beszélhetünk.



1.3. A GEOMETRIAI NÉZ�PONT 17következik, hogy ezek normális részloopok lennének, és valóban általábannem is azok. Természetesen
Z(L) = Nλ ∩ Nµ ∩ Nρ ∩ C(L)már normális részloop.Végül meggondolunk egy fontos kapsolatot a nukleuszok és a multipli-káiósoportok között (vö. [Gla64, Lemma 8.℄ bizonyításával).1.2.8. Tétel. Legyen π az L halmaz egy tetsz®leges permutáiója. π pon-tosan akkor entralizálja az (L, ·) bal oldali eltolássoportját, ha π = ρn,valamely n ∈ Nρ jobb oldali nukleuszelemre. Analóg állítás teljesül a jobboldali eltolássoport entralizátorára. Végül Z(L) ∼= Z(M(L)).Bizonyítás. Legyen n = π(1), ekkor minden x ∈ L esetén

π(x) = π(λx(1)) = λx(π(1)) = xn.Fordítva, de�níió szerint n ∈ Nρ pontosan akkor teljesül, ha λxρn = ρnλxfennáll. Ez bizonyítja az els® állítást, a többi rövid számolással következik.
21.3. A geometriai néz®pontAkármilyen meglep®en is hangozhat, a loopok és kvázisoportok vizsgála-tát eredend®en nem soportelméleti, hanem geometriai kérdések motiválták,mint pl. a nem Desargues-féle projektív síkok koordinátázása, vagy a di�e-reniálható sokaságokon megadható görbeseregek vizsgálata.Az alapvet® de�níió a következ®.1.3.1. De�níió. Legyenek adottak a P,V,H, T halmazok, P elemeit pon-toknak, a V,H, T halmazok elemeit pedig rendre függ®leges, vízszintes ésferde egyeneseknek nevezzük. A (P,V,H, T ) négyest 3-hálózatnak nevezzük,ha a pontok és egyenesek között egy illeszkedési reláió van értelmezve úgy,hogy az alábbi axiómák teljesülnek.(i) Minden P ∈ P pontra mindhárom egyenesosztályból pontosan egy egye-nes illeszkedik .(ii) Bármely két különböz® osztályba tartozó egyeneshez pontosan egy pontlétezik, amely mindkett®re illeszkedik. Ezt a pontot a két egyenes met-széspontjának vagy közös pontjának hívjuk.



18 1. FEJEZET. ALAPFOGALMAK(iii) Két azonos osztályba tartozó egyenesnek vagy nins közös pontja, vagyaz egyenesek egybeesnek. Az azonos osztályba tartozó egyeneseket pár-huzamosnak is mondjuk.A legtermészetesebb példa 3-hálózatra az, ha ponthalmaznak az euklidészisík pontjait, a három egyenesosztálynak pedig három párhuzamossági osz-tályt tekintünk. Világos, hogy a koordinátarendszer megfelel® választásávalelérhet®, hogy a vízszintesnek illetve függ®legesnek nevezett egyenesek sak-ugyan a sík x- ill. y-tengelyével párhuzamos egyenesek legyenek, a ferdeegyenesek pedig a −1 meredekség¶ párhuzamossági osztály elemei legyenek.Azaz a három egyenesosztály elemei
V = {(x = c)|c ∈ R},
H = {(y = c)|c ∈ R},
T = {(x + y = c)|c ∈ R}.Könnyen belátható, hogy ez a példa tetsz®leges (Q, ·) kvázisoport esetéreáltalánosítható. Legyen ugyanis P = Q × Q, az egyenesek pedig
V = {(x = c)|c ∈ Q},
H = {(y = c)|c ∈ Q},
T = {(x · y = c)|c ∈ Q}.Egyszer¶en leellen®rizhet®, hogy az egyenletek megoldhatósága garantálja ade�níióban megköveletelt illeszkedési axiómákat. (Az illeszkedést természe-tesen az �eleme� reláió helyettesíti.)Ennek az eljárásnak a megfordítása az alábbi egyszer¶ észrevételen múlik.1.3.2. Állítás. Legyen a (P,V,H, T ) 3-hálózat két rögzített ℓ1, ℓ2 egyeneseés legyen X egy olyan egyenesosztály, mely sem ℓ1-et sem ℓ2-t nem tartal-mazza. Ekkor az X irányú párhuzamos vetítés kölsönösen egyértelm¶ meg-feleltetést de�niál a két egyenesre illeszked® pontok halmazai között.Következésképp bármely két egyenes ponthalmaza azonos számosságú, ésez a számosság megegyezik a három egyenesosztály számosságával. Ezt aszámosságot a 3-hálózat rendjének nevezzük.Legyen most adott egy (P,V,H, T ) 3-hálózat, és rögzítsünk egy Q hal-mazt, melynek számossága megegyezik a 3-hálózat rendjével. Ekkor a fentiekszerint a három egyenesosztály elemeit megindexelhetjük a Q elemeivel. Ígya Q halmazon bevezethetünk egy kvázisoportm¶veletet az alábbi módon.Tetsz®leges x, y ∈ Q esetén jelölje Px,y az x-szel indexelt függ®leges és az y-nal indexelt vízszintes egyenes metszéspontját. Legyen z a Px,y-ra illeszked®ferde egyenes indexe és de�niáljuk a szorzásm¶veletet x · y = z-ként.



1.3. A GEOMETRIAI NÉZ�PONT 19Felmerül persze a kérdés, hogy a most de�niált kvázisoport milyen mér-tékben van egyértelm¶en meghatározva a 3-hálózat által, hisz az egyenesekindexelése tetsz®legesen történt. Tegyük ezért fel, hogy (R, ∗) egy másikkvázisoport, mely ugyanabból a 3-hálózatból adódik. Ekkor pl. a függ®-leges egyenesek egyaránt indexeltek a Q és az R elemeivel, ez de�niál egy
α : Q → R bijekiót. Hasonlóan, a vízszintes és a ferde egyenesek indexeléseitovábbi β, γ : Q → R bijekiókat határoznak meg. Az el®bbi gondolatme-net jelöléseit használva megállapíthatjuk, hogy az (R szerinti indexelésben)
α(x)-hez tartozó függ®leges, β(y)-hoz tartozó vízszintes és γ(z)-hez tartozóferde egyenesek is egy ponton mennek át. Azaz α(x) ∗ β(y) = γ(z), vagyáltalánosabban

α(x) ∗ β(y) = γ(x · y) (1.1)teljesül minden x, y ∈ Q esetén.1.3.3. De�níió. Azt mondjuk, hogy a (Q, ·) és az (R, ∗) kvázisoportok izo-tópok, ha létezik három α, β, γ : Q → R bijektív leképezés, amelyek kielégítikaz (1.1) egyenl®séget. Ekkor az 〈α, β, γ〉 hármast izotópizmusnak, magát ajelenséget pedig izotópiának hívjuk.Nyilvánvaló, hogy az izotópia ekvivaleniareláió. Mindezekb®l adódik azalábbi állítás.1.3.4. Állítás. Minden kvázisoporthoz egyértelm¶ módon hozzá tudunk ren-delni egy 3-hálózatot. Minden 3-hálózathoz hozzárendelhetünk egy kváziso-portot, itt azonban a hozzárendelés már nem lesz egyértelm¶. Igaz viszont,hogy két kvázisoporthoz akkor és sak akkor rendelhetünk izomorf 3-hálóza-tokat, ha azok izotópok.Megjegyzés. A (P,V,H, T ) és (P ′,V ′,H′, T ′) 3-hálózatokat akkor tekinthet-jük izomorfnak, ha léteznek bijektív P → P ′, V → V ′, H → H′, T → T ′illeszkedéstartó megfeleltetések. Az ilyen megfeleltetést iránytartó kollineá-iónak2 fogjuk hívni.A konstrukió tovább egyszer¶södik, ha a 3-hálózat koordinátázását egy
(L, ·) looppal akarjuk végezni. Mint látni fogjuk, ez egyenérték¶ egy speiálispontnak, az origónak a kiválasztásával.Tegyük ugyanis fel, hogy a koordinátázó kvázisoport loop, és vizsgáljukmeg az O = (1, 1) pontra illeszked® függ®leges és vízszintes egyeneseket. Azttaláljuk, hogy a ferde vetítés természetes módon megfelelteti egymásnak akét �tengely� pontjait, mivel de�níió szerint az P1,x és Px,1 pontok közösferde egyenesre illeszkednek.2Nem iránytartó kollineáió alatt természetesen egy pontot pontra, egyenest egyenesreképez® illeszkedéstartó leképezést értünk.
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(1, 1)1.1. ábra. A loopm¶velet geometriai de�níiója.Fordítva, ha rögzítünk egy tetsz®leges O origót a 3-hálózatban, akkor afügg®leges egyenesek indexelése már egyértelm¶en meghatározza a másik kétosztály indexelését: megköveteljük, hogy az azonos elemmel indexelt függ®-leges és ferde egyenesek a vízszintes tengelyen, a vízszintes és ferde egyeneseka függ®leges tengelyen messék egymást. Ez ekvivalens azzal, hogy az origókoordinátája (1, 1) alakú és 1 a koordináta kvázisoport egységeleme.Az 1.1. ábra mutatja, hogy ebben az esetben hogyan értelmezhet® geo-metriailag az x-tengelyen (=az origóra illeszked® vízszintes egyenesen) aloopm¶velet. A továbbiakban mindig feltételezzük, hogy a szóbanforgó 3-hálózatot looppal koordinátázzuk.Miel®tt lesz¶rnénk az imént meggondolt tények néhány algebrai jelleg¶következményét, de�niáljuk a f®izotópia fogalmát.1.3.5. De�níió. Az 〈α, β, id〉 alakú izotopizmusokat f®izotopizmusnak ne-vezzük.A fenti geometriai meggondolások algebrai megfogalmazása a következ®.1.3.6. Állítás. Minden kvázisoportnak van loopizotópja. Ha az (L, ◦) és
(M, ∗) loopok izotópok, akkor létezik egy, az (L, ◦) loophoz izomorf (M, •)loop, amely az (M, ∗) loophoz f®izotóp. Azaz izomor�a erejéig minden izotó-pia helyettesíthet® f®izotópiával.Bizonyítás. Az els® állítás egyszer¶en azt mondja, hogy minden 3-hálózatkoordinátázható looppal. A második állítás is nyilvánvalóvá válik, ha meg-gondoljuk, hogy geometriai szempontból mit is jelent a f®izotópia: adott a Qalaphalmaz és az egyenesosztályok két különböz® indexelése a Q elemeivel,ahol azonban a ferde egyeneseket azonos módon indexeltük.Most úgy kell de�niálnunk az (M, •) loopot, hogy a fenti feltételek telje-süljenek. Ehhez a ferde egyenesek indexelése (M, •) szerint egyezzék meg az
(M, ∗) szerinti indexeléssel. Mivel a ferde egyenesek a (L, ◦) szerint is meg



1.4. KOLLINEÁCIÓK 21vannak indexelve, ezért ez de�niál egy ϕ : L → M kölsönösen egyértem¶megfeleltetést. A függ®leges és vízszintes egyenesek (M, •) szerinti indexelé-sét de�niáljuk mint az (L, ◦) szerinti indexelés ϕ-vel való konjugáltját. Ekkor
ϕ : L → M egy izomor�át ad meg, a fentebb elmondottak szerint az (M, ∗)és (M, •) loopok pedig f®izotópok lesznek. 2Megjegyzés. A bizonyítás gondolatmenetében nem használtuk ki, hogy akiindulási (L, ◦) és (M, ∗) kvázisoportok loopok, tehát a tétel állítása kvá-zisoportok esetén igaz marad. Nyilván (M, •) pontosan akkor lesz loop, ha
(L, ◦) loop.Mint azt a következ® állítás mutatja, a f®izotóppal történ® számolás loo-pok esetében nagyfokú egyszer¶sítést tesz lehet®vé.1.3.7. Állítás. Legyen (L, ∗) az (L, ·) = (L, ·, /, \) loop f®izotóp loopja. Ek-kor léteznek a, b ∈ L elemek úgy, hogy minden x, y ∈ L esetében

x ∗ y = x/b · a\yáll fenn. Minden x, y ∈ L esetén teljesül továbbá
λ∗

x = λx/bλ
−1
a , ρ∗

y = ρa\yρ
−1
b ,ahol λx, ρy az (L, ·), λ∗

x, ρ
∗
y pedig az (L, ∗) loopok eltolásai.Bizonyítás. A feltételek szerint x ∗ y = α(x) · β(y). Legyen e az (L, ∗)egységeleme, és de�niáljuk az a = α(e) és b = β(e) elemeket. 21.4. KollineáiókMost megvizsgáljuk azokat az algebrai eszközöket, amelyekkel 3-hálózatokkollineáióit le tudjuk írni.1.4.1. De�níió. Rögzítsünk egy tetsz®leges (L, ·) loopot. Az (L, ·) loop ön-magával vett izotopizmusait autotopizmusnak nevezzük, azaz a 〈α, β, γ〉 hár-masnak minden x, y ∈ L esetén teljesítenie kell az

α(x) · β(y) = γ(x · y)feltételt.Legyen a = α(1) és b = β(1). Ekkor az x = 1 és y = 1 helyettesítéssel
a · β(y) = γ(y) és α(x) · b = γ(x) adódik, azaz γ = λaβ = ρbα, vagyis az αés β leképezések már egyértelm¶en meghatározzák γ-t. A következ® állításszerint az (α, β) párnak konkrét geometriai jelentés adható.



22 1. FEJEZET. ALAPFOGALMAK1.4.2. Állítás. Legyen (L, ·) a (P,V,H, T ) 3-hálózat koordinátaloopja. Le-gyenek α, β : L → L invertálható leképezések. Ekkor az
(x, y) 7→ (α(x), β(y))leképezés akkor és sak akkor lesz a 3-hálózat iránytartó kollineáiója, halétezik egy γ : L → L invertálható leképezés úgy, hogy az 〈α, β, γ〉 hármas az

(L, ·) loop autotopizmusa. Ekkor γ = λaβ = ρbα. A γ leképezés geometriaijelentése az (α, β) kollineáió hatása a ferde egyenesosztályon.Bizonyítás. Nyilvánvaló módon sak azt kell vizsgálnunk, hogy az (α, β) leké-pezés megtartja-e a ferde egyenseket. Ehhez pedig elegend® meggondolnunk,hogy minden x, y ∈ L esetén az (1, xy), (x, y) és (xy, 1) pontok képei azonosferde egyenesre illeszkednek:
a · β(xy) = α(x)β(y) = α(xy) · b,amib®l λaβ = ρbα következik. A γ = λaβ = ρbα helyettesítéssel viszont azegyenlet

α(x)β(y) = γ(xy),alakúra változik, ami ekvivalens azzal, hogy az 〈α, β, γ〉 hármas autotopiz-mus, és az utolsó állítás is adódik. 2Érdemes megvizsgálni azt az esetet, amikor az (α, β) kollineáió rögzítiaz y-tengelyt. Ekkor, a fenti jelöléssel a = α(1) = 1 és γ = β = ρbα. Azaz αés b = β(1) egyértelm¶en meghatározza a kollineáiót, amelyhez az
〈α, ρbα, ρbα〉alakú autotopizmus tartozik. De�níió szerint ez azt jelenti, hogy teljesül az

α(x) · (α(y) · b) = α(xy) · b (1.2)azonosság. Eszerint α majdnem automor�zmus, sak az asszoiativitás hiá-nya rontja el a dolgot. Adódik viszont a következ® de�níió.1.4.3. De�níió. Azt mondjuk, hogy α az (L, ·) loop jobb oldali pszeudo-automor�zmusa b kísér®elemmel, ha minden x, y ∈ L elempár esetén teljesüla (1.2) egyenl®ség. Analóg módon beszélhetünk bal oldali pszeudo-automor-�zmusról is.Ezen alfejezet hátralev® részében néhány, a kollineáiókhoz kapsolódó fontostulajdonságot és tételt tárgyalunk.



1.4. KOLLINEÁCIÓK 231.4.4. Állítás. Legyen P és Q egy tetsz®leges 3-hálózat két pontja és legyenek
(L, ·) illetve (L, ∗) a P illetve Q origójú koordinátaloopok. A két loop akkor éssak akkor izomorf, ha létezik a 3-hálózatnak olyan iránytartó kollineáiója,amely a P -t a Q-ba képezi.Bizonyítás. Ha létezik egy P 7→ Q kollineáió, az meghatároz egy kölsönösenegyértelm¶ megfeleltetést a P -re illetve Q-ra illeszked® vízszintes tengelyekközött, ami az L-nek egy permutáióját jelenti. Ez a szorzás geometriaide�níiója szerint izomor�zmus.Fordítva, ha ϕ : (L, ·) → (L, ∗) izomor�zmus, akkor de�niáljuk a kolline-áiót az alábbi módon: a P origójú koordinátarendszerben (x, y) koordiná-tákkal rendelkez® R pont képe legyen a Q origójú rendszerben (ϕ(x), ϕ(y))koordinátájú R′ pont. Az R 7→ R′ megfeleltetés a 3-hálózat iránytartó kolli-neáiója, amely P -t Q-ba képezi. 2Megjegyzés. G-loopnak nevezzük azokat a loopokat, amelyek izomorfak min-den izotópjukhoz. Az el®z® állítás szerint (L, ·) akkor és sak akkor G-loop,ha a loophoz tartozó 3-hálózat iránytartó kollineáióinak soportja tranzití-van hat a ponthalmazon. A következ® állításból a terminológia megválasztá-sára is magyarázatot kapunk.Legyen N az (L, ·) loophoz tartozó 3-hálózat, és minden c, d ∈ L elempáresetére de�niájuk a pontok egy leképezését:

T(c,d) : (x, y) 7→ (cx, yd).1.4.5. Állítás. Az (L, ·) loop akkor és sak akkor soport, ha minden c, d ∈
L esetén T(c,d) kollineáió. Ebben az esetben a T(c,d) alakú leképezések egy
L × L-lel izomorf soportot alkotnak, mely szigorúan tranzitívan hat a 3-hálózat ponthalmazán.Bizonyítás. Az els® kijelentés könnyen leellen®rizhet® az 1.4.2 állítás alapján.A második megállapítás is adódik, ha az izomor�zmust a (c, d) 7→ T(c,d−1)megfeleltetéssel de�niáljuk. 2Végül egy egyszer¶ példán keresztül megmutatjuk, hogy bizonyos esetek-ben a 3-hálózat szimmetriasoportjának tulajdonságaiból következtethetünka koordinátaloop bels® struktúrájára. Az ilyen tárgyalásmódot Felix KleinErlangeni Programjával való analógiája miatt Klein-féle megközelítésnak isnevezik.1.4.6. Tétel (Barlotti, Strambah, [BS83℄). Az (L, ·) looppal koordiná-tázott N 3-hálózatnak akkor és sak akkor létezik pont-tranzitív Abel-féleiránytartó kollineáiósoportja, ha L Abel-soport.
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1.2. ábra. A kommutativitást jellemz® Thomsen-kon�guráió.Bizonyítás. Az `akkor' irány rögtön adódik az 1.4.5 állításból. Legyen most Aegy Abel-féle pont-tranzitív kollineáiósoport. Nyilván a különböz® vízszin-tes egyenesekhez tartozó stabilizátor részsoportok konjugáltak egymáshoz
A-ban. Ez sak úgy lehetséges, ha az x-tengely Ax stabilizátora az összes víz-szintes egyenest �xen hagyja. Így Ax elemei mind (α, id) alakúak. Az 1.4.2állítás szerint λaβ = ρbα, itt azonban β = id, b = 1, azaz α = γ = λa.Továbbá 〈λa, id, λa〉 autotopizmus, azaz

ax · y = a · xy.Viszont A pont-tranzitivitása miatt minden a ∈ L elemhez létezik (α, id) ∈
Ax kollineáió, amelyre a = α(1), tehát L soport. Végül, az a 7→ (λa, id)izomor�zmus az L loop és az Ax Abel-soport között. 21.5. Univerzális tulajdonságok, kon�guráiókEbben a fejezetben azokat a tulajdonságokat fogjuk vizsgálni, amelyek a 3-hálózat geometriai (koordinátamentes) jellemz®it írják le.1.5.1. De�níió. Legyen P egy loopokra (kvázisoportokra) jellemz® tulaj-donság. Azt mondjuk, hogy az (L, ·) loop (kvázisoport) rendelkezik a P uni-verzális változatával, ha (L, ·)-lel együtt minden izotópja rendelkezik P -vel. A
P -t univerzális tulajdonságnak nevezzük, ha a P -vel rendelkez® loopok (kvá-zisoportok) osztálya zárt az izotópizmusra.Az alábbi klasszikus eredmények egyszer¶ geometriai okfejtéssel is belátha-tók.1.5.2. Állítás. (i) Az asszoiativitás univerzális tulajdonság.(ii) Minden univerzálisan kommutatív loop Abel-soport.
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1.3. ábra. Az asszoiativitást jellemz® Reidemeister-kon�guráió.Bizonyítás. Ld. a [P�90, II.3.1. és II.3.4. tételek℄-et, valamint az 1.4.5állítás. 2Vegyük észre, hogy egy loopm¶veletek segítségével felírt egyenl®ség a3-hálózatban mindig egy záródási kon�guráióval írható le. Az univerzá-lis kommutativitásnak a Thomsen-kon�guráió, míg az asszoiativitásnak aReidemeister-kon�guráió néven ismert alakzatok felelnek meg a 3-hálózat-ban, lásd az 1.2. és 1.3. ábrákat. (Vö. [P�90, II.3. fejezet℄.)Az ilyen záródási alakzatok számos esetben a 3-hálózat egy kollineáiójá-nak is megfelelnek. A Reidemeister-kon�guráió például pontosan azt írja le,hogy az ábrán vastag nyíllal jelölt vízszintes irányú eltolás illeszkedéstartó.Persze ebben az alakzatban a vízszintes irány nins kitüntetett helyzetben,ugyanúgy beszélhetnénk függ®leges vagy ferde irányú eltolásokról.A fejezetet a nukleuszok geometriai jellemzésével zárjuk. Ebb®l rögtönfog adódni, hogy a loop nukleuszai izotópiainvariánsok, vagyis izotóp loopokmegfelel® nukleuszai izomorfak.Legyen (L, ·) egy loop Nλ bal oldali nukleusszal, n ∈ Nλ rögzített nukle-uszelem. Az nx·y = n·xy azonosságot úgy is kifejezhetjük, hogy az mondjuk,hogy a 〈λn, id, λn〉 hármas autotopizmus. Az 1.4.2 állítás szerint ez ekvivalensazzal, hogy a (λn, id) pár az L-hez tartozó 3-hálózat kollineáiója.Fordítva, tekintsünk egy (π, id) alakú kollineáiót. A 1.4.2 állítás szerintekkor 〈π, id, γ〉 autotopizmus, ahol γ = λn = π, n = π(1). Ez pedig pontosanazt jelenti, hogy n ∈ Nλ bal oldali nukleuszelem. Ezt az észrevételt az 1.2.8tétellel együtt az alábbi módon foglalhatjuk össze.1.5.3. Tétel. Létezik egy kölsönösen egyértelm¶ megfeleltetés a bal oldalinukleusz elemeihez tartozó
{λn; n ∈ Nλ}



26 1. FEJEZET. ALAPFOGALMAKbaleltolások, a jobb oldali eltolássoport
CM(L)(Gjobb(L)) = {λn; n ∈ Nλ}entralizátora és az összes vízszintes egyenest rögzít®

{(λn, id); n ∈ Nλ}kollineáiók soportja között. 2



2. fejezetBol-loopokEbben a fejezetben olyan speiális looposztályokat vizsgálunk, amelyekbenaz asszoiativitás bizonyos gyenge formái vannak jelen. Ezek közül a �leger®-sebbnek�, azaz a soportokhoz legközelebb állóaknak a Moufang-loopok osz-tályát tekinthetjük, amire a klasszikus példa az oktávok, vagy más néven aCayley-számokmultiplikatív struktúrája. A mi tárgyalásunkban a Bol-loopoka Moufang-loopok természetes általánosításai, pontosabban a Moufang-loo-pokat mint a Bol-loopok speiális esetét fogjuk tekinteni.A 2.1 alfejezetben a Bol-loopok és a hozzájuk tartozó 3-hálózatok a szak-irodalomból általánosan ismert tulajdonságait tárgyaljuk. A következ® 2.2alfejezetben a disszertáió egyik alapfogalmát, a Bol-tükrözéseket, illetve ahozzájuk kapsolódó szív fogalmát de�niáljuk. A 2.2.1 állítás és a 2.2.2 tétel[FN93℄-ból, a 2.2.4 állítás pedig V.D. Belousov [Bel65℄ és D.A. Robinson[Rob66℄ ikkeiben szerepel.A 2.3 alfejezet 2.3.3, 2.3.5 és 2.3.6 tételei saját publikálatlan eredménye-ink, jóllehet a 2.3.4 következmény más bizonyítással [Rob66℄-ban is szerepel.R.H. Bruk nagyszer¶ [Bru58℄ munkájában már foglalkozik Moufang-loopok szívével és a hozzájuk társított B-loopokkal. A Bol-loopok osztályána szív fogalmát els®ként [Bel65℄-ban vizsgálták. A 2.3.1 állítás mindkét esetreismert, ld. [Bru58, VII. Theorem 5.2.℄ és [Bel65℄.A 2.3.7 állítás más módszerrel és jóval b®vebben tárgyalva van a [Gla64,Theorem 4℄-ben és az azt követ® Corollary-ban. Az általunk megfogalmazotteredményt bizonyítják [NS98, Theorem 3.8℄-ben megint sak egy teljesen másösszefüggésben, analitikus B-loopokra, az érint® algebra fogalmának felhasz-nálásával. A 2.3.8 állítás a [Bru58, VII. Theorem 5.3. és Lemma 5.3.℄-alállítható párhuzamba, de annál er®sebb, hisz gyengébb feltételb®l (Moufang-loop helyett Bol-loop) indul ki. Némileg más formában pedig szerepel a[NS98, Theorem 3.8.℄-ben is. 27
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2.1. ábra. A bal inverz tulajdonság.A 2.4 alfejezet minden eredményeG. Glauberman [Gla64, Gla68, Gla66℄munkáiból következik, a jelen bemutatásban az újdonság a megközelítésbenvan, ami leginkább a 2.4.5 tételben mutatkozik meg.2.1. De�níiókA Bol-tulajdonság többféle módon de�niálható. Mi azt az utat választjuk,melyb®l azonnal kit¶nik a tulajdonság univerzális volta.2.1.1. De�níió. Azt mondjuk, hogy az (L, ·) loop rendelkezik a bal inverztulajdonsággal, ha minden x ∈ L elemhez létezik egy x′ ∈ L úgy, hogy minden
y ∈ L esetén teljesül

x′ · (xy) = y.Az x′ elemet az x bal oldali inverzének nevezzük, és x−1-el jelöljük. Az (L, ·)loopot (bal oldali) Bol-loopnak nevezzük, ha univerzális bal inverz tulajdon-ságú, azaz minden izotópja rendelkezik a bal inverz tulajdonsággal.A 2.1. ábra mutatja a bal inverz tulajdonság geometriai jelentését. Ha az
x−1 elem létezik, akkor x−1x = 1 és x−1 · xx−1 = x−1, ami egyszer¶sítve
xx−1 = 1-et ad. Ekkor tehát x−1 = x\1 = 1/x áll fent.Az ábrából rögtön adódik, hogy a bal inverz tulajdonsághoz kapsolódózáródási kon�guráió szintén felfogható, mint egy (nem iránytartó) kollineá-ió. A P 7→ P ′ leképezést megadhatjuk, mint egy y-tengelyre vett tükrözést.2.1.2. De�níió. Legyen ℓ egy N 3-hálózat rögzített függ®leges egyenese.Az ℓ egyenesre vett Bol-tükrözésnek nevezzük az N ponthalmazának alábbileképezését: a P -b®l vízszintes illetve ferde egyenest bosátunk az y-tengelyre,a metszéspontokban vett ferde illetve vízszintes egyenesek metszéspontja adjaa P ′ képet.
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(x = m)2.2. ábra. A Bol-kon�guráió és Bol-tükrözés.Ez a tükrözés ferde egyenest minden esetben vízszintes egyenesre képez, ésfordítva, de a függ®leges egyeneseket sak speiális esetekben tartja meg. Haa tengely megegyezik az y-tengellyel, akkor ez a speiális feltétel pont a balinverz tulajdonság.Ezek szerint a Bol-tulajdonság, ami a bal inverz tulajdonság univerzálisváltozata, ekvivalens azzal, hogy a 3-hálózat minden függ®leges egyeneséretudunk tükrözni, vagy másképp mondva, a 2.2. ábrán látható alakzat mindigzáródik. Az x = m függ®leges egyenesre, mint tengelyre vett Bol-tükrözést
σm-mel fogjuk jelölni:

σm : (x, y) 7→ (m · x−1m, m\xy). (2.1)A bal inverz és a Bol-tulajdonság algebrai megfogalmazása a következ®.A bal inverz tulajdonság valójában azt mondja, hogy minden x ∈ L esetén
λ−1

x = λx−1teljesül. Ez egyenérték¶ azzal, hogy λ−1
x ∈ S(L) bármely x ∈ L elemre.Az 1.3.7 állítás szerint (L, ·) f®izotópjainak bal eltolásai

S(L)∗ = S(L)λ−1
a = {λxλ

−1
a |x ∈ L}alakúak, a bal inverz tulajdonság ebben az izotópban

λaλ
−1
x = (λxλ

−1
a )−1 ∈ S(L)λ−1

aalakú, ami a
λaλ

−1
x λa ∈ S(L) (2.2)egyenl®séggel ekvivalens, és aminek minden a, x ∈ L elemre teljesülnie kell.Az eredeti (L, ·) loop bal inverz tulajdonsága miatt (2.2) egyenérték¶ a

λxλyλx ∈ S(L) ∀x, y ∈ L



30 2. FEJEZET. BOL-LOOPOKegyenl®séggel. Ha viszont λxλyλx = λz valamilyen z ∈ L elemre, akkormindkét oldalt az egységelemre alkalmazva kapjuk, hogy z = x · yx. A
λxλyλx = λx·yx egyenlet midnkét oldalát egy tetsz®leges z elemre alkalmazva,az

x · (y · xz) = (x · yx) · z (2.3)azonosságot kapjuk.Fordítva, a (2.3) azonosság ekvivalens a λxλyλx ∈ S(L) tartalmazás-sal. Az y = 1/x választással elérhetjük, hogy x · yx = x teljesüljön, azaz
λxλ1/xλx = λx. Ebb®l viszont rögtön adódik λ−1

x = λ1/x ∈ S(L), azaz (2.2)teljesül. Az pedig ekvivalens azzal, hogy (L, ·) minden izotópja bal inverztulajdonságú. Beláttuk tehát a következ® állítást2.1.3. Állítás. Az (L, ·) loopra az alábbiak ekvivalensek.(i) (L, ·) Bol-loop, azaz minden loopizotópja bal inverz tulajdonságú.(ii) A loopban teljesül a (2.3) azonosság.(iii) A loophoz tartozó 3-hálózatban záródik a 2.2. ábrán látható ú.n. Bol-kon�guráió.Mint dolgozatunk elején említettük, loopoknál általában az elemek rendjér®lsem beszélhetünk. Most megmutatjuk, hogy ez a probléma Bol-loopok eseté-ben nem lép fel. A fentiek szerint ugyanis a Bol-tulajdonság egyik megfogal-mazása a λxλyλx ∈ S(L) azonosság. Az y = 1 illetve y = x helyettesítésekkel
λ2

x ∈ S(L) illetve λ3
x ∈ S(L), majd indukióval folytatva λk

x ∈ S(L) adódik(k ∈ N). Mivel már láttuk, hogy λ−1
x ∈ S(L), kapjuk, hogy

λk
x ∈ S(L), k ∈ Z.Ez azt jelenti, hogy x és x−1 egy asszoiatív-kommutatív részloopot generál,és L hatvány-asszoiatív, azaz x hatványai egyértelm¶en meghatározottak.Így az x elem rendjér®l is van értelme beszélnünk, ami megegyezik a λxsoportelem rendjével.Tegyük most fel, hogy valamely k > 0 szám esetén λk

x-nak van egy y�xpontja. Ez azt jelenti, hogy xk · y = y, azaz λk
x = id, vagyis λx azonoshosszúságú iklusokba rendezi az L elemeit. Következésképp, ha |L| véges,akkor λx, azaz x rendje osztja |L|-et. Ezzel beláttuk a következ® állítást (vö.[Bur78℄).2.1.4. Állítás. A Bol-loopok hatványasszoiatívok. Véges Bol-loop eseténminden elem rendje osztja a loop rendjét. 2



2.2. BOL-TÜKRÖZÉSEK, A BOL-LOOP SZÍVE 312.2. Bol-tükrözések, a Bol-loop szíveEzen fejezett®l fogva (L, ·) egy (bal oldali) Bol-loopot fog jelölni.Az (2.1) képlet szerint a σm tükrözés az (x, y) pontot az (m ·x−1m, m\xy)pontba képezi. Speiális esetként σ1 : (x, y) 7→ (x−1, xy), amib®l
σmσ1 : (x, y) 7→ (m · xm, m\y),azaz

σmσ1 = (λmρm, λ−1
m ) (2.4)adódik.2.2.1. Állítás. De�niáljuk az

N = 〈σx; x ∈ L〉, N0 = 〈σxσ1; x ∈ L〉kollineáiósoportokat. Ekkor N0 iránytartó kollineáiósoport, az N soportegy 2 index¶ részsoportja. N-et és N0-at normalizálja az összes iránytartókollineáió. Az N soport nem iránytartó, a ferde és a vízszintes irányokatfelseréli.Bizonyítás. Legyen ϕ egy olyan kollineáió, amely a függ®leges irányt meg-tartja. Ekkor ϕσmϕ−1 = σm′ , ahol az (x = m) tengely ϕ melleti képénekegyenlete (x = m′). Eszerint minden σxσy szorzat írható σxσ1 σy′σ1 alakban,azaz N0 elemei pontosan a páros sok Bol-tükrözés szorzataként el®álló kol-lineáiók, azaz N = N0 ∪ N0σ1 és |N : N0| = 2. A többi állítás triviálisanadódik. 2A (2.4) képlet azt mondja, hogy az N0 soport elemei úgy hatnak a víz-szintes egyenesek halmazán, ahogy a Gbal(L) eltolássoport hat a loop tartó-halmazán. Ezt fejezi ki pontosan a következ® tétel.2.2.2. Tétel (M. Funk, Nagy P.T.). A
Φ : σxσ1 7→ λ−1

xgenerátor elemeken de�ninált leképezés egyértelm¶en kiterjeszthet® egy szin-tén Φ-vel jelölt N0 → Gbal szürjektív homomor�zmussá, melynek magja akoordinátaloop bal oldali nukleuszának egy részsoportjával izomorf.Bizonyítás. Lásd [FN93, Theorem 3.1.℄. 22.2.3. De�níió. Az L halmazon de�niáljuk az
x + y = x · y−1xm¶veletet. Az így de�niált (L, +) grupoidot az L Bol-loop szívének nevezzük.



32 2. FEJEZET. BOL-LOOPOKA szívnek geometriai jelentést is adhatunk, amib®l azonnal következik a fo-galom izotóp-invarieniája (ld. [Rob66℄). A (2.1) képlet szerint ugyanis σmaz x ∈ L elemmel indexelt függ®leges egyenest az m + x elemmel indexeltegyenesbe képezi. A konjugálás szabályai alapján
σxσyσx = σx+y.A szívet tehát a Bol-tükrözések Σ = {σx|x ∈ L} halmazán is de�niálhatom,a konjugálással mint m¶velettel:

σx ⊕ σy = σxσyσx.Ezzel beláttuk a következ® állításunk els® részét.2.2.4. Állítás. A Bol-loophoz rendelt szív izotóp-invariáns, azaz az izotóploopokhoz rendelt szívek izomorfak. Ezen kívül a szív eleget tesz az alábbiazonosságoknak:(1) x + x = x;(2) x + (x + y) = y;(3) x + (y + z) = (x + y) + (x + z).Bizonyítás. A konjugálás útján de�niált m¶velet segítségével a szükségesszámolás egyszer¶en adódik. 22.3. B-loopokA következ®kben egy olyan looposztályt vizsgálunk, amelynél a szív közvet-lenül tartalmazza a loop teljes struktúráját. Ehhez az els® lépést az alábbiegyszer¶ észrevétel szolgáltatja.2.3.1. Állítás. Az (L, ·) Bol-loop (L, +) szíve akkor és sak akkor kvázi-soport, ha a loopban az x 7→ x2 m¶velet bijektív. Véges loop esetében ezekvivalens azzal, hogy a loop |L| rendje páratlan.Bizonyítás. A feltétel szükségessége nyilvánvaló, hisz x2 = r1(x), ahol ryjelöli az x 7→ x + y szívbeli eltolást. Az a + y = b alakú egyenlet megoldásaa 2.2.4 állítás alapján y = a + b.Tekintsük az x+a = b egyenletet és tegyük fel, hogy x 7→ x2 invertálhatóleképezés; jelölje x 7→ x
1

2 az inverzet. Azt állítjuk, hogy
x = a

1

2 · (a 1

2 · b−1a
1

2 )−
1

2 a
1

2



2.3. B-LOOPOK 33megoldás. Valóban, a Bol-azonosságok felhasználásával adódik
[a

1

2 · (a 1

2 · b−1a
1

2 )−
1

2 a
1

2 ] · a−1[a
1

2 · (a 1

2 · b−1a
1

2 )−
1

2 a
1

2 ] =

a
1

2 · (a 1

2 · b−1a
1

2 )−1a
1

2 = a
1

2 · (a− 1

2 · ba− 1

2 )a
1

2 = b.Tudjuk, hogy Bol-loop elemeinek rendje osztja a loop rendjét, ezért ha |L|páratlan, akkor minden elem rendje páratlan; legyen x ∈ L rendje 2k + 1.Ekkor x = (x−k)2, azaz x
1

2 = x−k, vagyis az x 7→ x2 leképezés invertálható.Fordítva, ha |L| páros, akkor |L \ {1}| páratlan, így ezen a halmazon az x 7→
x−1 leképezésnek kell legyen egy y 6= 1 �xpontja. De y = y−1 egyenérték¶ az
y2 = 1 egyenl®séggel, azaz x 7→ x2 nem injektív. 2Megjegyzés. A bizonyítás utolsó lépése [Gla64℄-b®l származik.A továbbiakban feltételezzük, hogy a szóbanforgó loop páratlan rend¶,azaz az x 7→ x

1

2 leképezés értelmes. Az (L, +) kvázisoporthoz tartozó loo-pizotópot az alábbiak szerint tudjuk kiszámítani:
x ◦ y = r−1

1 (x) + l−1
1 (y) = x

1

2 + y−1 = x
1

2 · yx
1

2 ,ahol r1(x) = x + 1 = x2 és l1(y) = l−1
1 (y) = 1 + y = y−1. Az így ka-pott (L, ◦) loopnak néhány fontos tulajdonságát tudjuk levezetni. Els®kéntmegmutatjuk, hogy (L, ◦) Bol-loop.Az 1.3.7 állítás szerint az új λ◦

y eltolások lxl
−1
1 = lxl1 alakúak, és az lyeltolások invariánsan hagyják az S+ = {lx; x ∈ L} halmazt. Így adódik,hogy S◦ = S+l1 és

λ◦
xS

◦λ◦
x = lyl1S

+l1lyl1 = S+l1 = S◦.Tehát (L, ◦) valóban Bol-loop. Ez alapján beszélhetünk az x ∈ L elem
(L, ◦) loopbeli rendjér®l is. Könnyen látható, hogy ez a rend megegyezik azeredeti (L, ·) loopbeli renddel, hisz x

1

2 egy asszoiatív-kommutatív részloopotgenerál, amelyre megszorítva a két szorzásm¶velet megegyezik.A másik könnyen leellen®rizhet® fontos tulajdonság, hogy a J : x 7→ x−1inverzképzés m¶velete loop-automor�zmus. Itt elegend® meggondolni, hogyminden x, y ∈ L esetén a Bol-azonosságokból következik, hogy (x · yx)−1 =
x−1 · y−1x−1. (Ld. [P�90, IV.6.12. Theorem℄.)2.3.2. De�níió. Azokat a páratlan rend¶ véges Bol-loopokat, amelyekbenaz invertálás automor�zmus (jobb pszeudo-automor�zmus) Bruk-loopoknak(gyenge Bruk-loopoknak) vagy röviden sak B-loopoknak (B′-loopoknak)nevezzük.A B′-loopok osztályának bevezetését az indokolja, hogy ez az osztály geo-metriailag is leírható, azaz a B′-loop tulajdonság izotópinvariáns.



34 2. FEJEZET. BOL-LOOPOK2.3.3. Tétel. Legyen (L, ·) egy Bol-loop, jelölje N a Bol-tükrözések általgenerált kollineáió-soportot és legyen Nx-teng az x-tengely N-beli stabi-lizátora. Az invertálás J : x 7→ x−1 m¶velete akkor és sak jobb pszeudo-automor�zmus, ha Nx-teng az x-tengely valamely pontját stabilizálja. Ha a�xpont koordinátája (c, 1), akkor c a J kísér®eleme.Bizonyítás. Mivel a G(L)1 stabilizátort az λ−1
xy λxλy (x, y ∈ L) elemek gene-rálják, (2.4) szerint az Nx-teng soportot az

(λxyρxyλx−1ρx−1λy−1ρy−1 , λ−1
xy λxλy)elemek generálják. Másrészr®l, mivel a Bol-azonosságot a λxρxy = ρyλxρxegyenl®séggel is ki tudjuk fejezni, így

λxyρxyλx−1ρx−1λy−1ρy−1 = λxyλ
−1
x λ−1

y ρx−1(y−1·yx) = λxyλ
−1
x λ−1

yteljesül. De�níió szerint c akkor és sak akkor kísér®eleme a J jobb pszeudo-automor�zmusnak, ha fennáll y−1 · (x−1 · c) = (yx)−1 · c, ami a
c = (λxyλ

−1
x λ−1

y )(c)egyenl®séggel ekvivalens, tehát azzal a ténnyel, hogy az Nx-teng generátor-elemei �xen hagyják a (c, 1) pontot. 2Az alábbi következmény az 1.5.2 állítás (ii) pontjával állítható párhu-zamba.2.3.4. Következmény. Az univerzális B-loopok pontosan az Abel-sopor-tok.Bizonyítás. Az L Bol-loop összes izotópja a 2.3.3 tétel szerint kizárólagolymódon lehet B-loop, ha Nx-teng triviálisan hat az x-tengelyen. Ekkor
Nx-teng elemei az összes függ®leges egyenest rögzítik, vagyis az 1.5.3 tételszerint (λn, id) alakúak. Ez azonban sak n = 1 esetén lehetséges, azaz
Nx-teng = {id}. Azaz N0 regulárisan hat a vízszintes egyenesek halmazán,vagyis G(L) regulárisan hat L-en. Ebb®l következik, hogy L soport, az
(xy)−1 = x−1y−1 tulajdonság miatt pedig Abel-soport. 22.3.5. Tétel. (i) A B′-loop tulajdonság izotópia-invariáns.(ii) Egy B-loop minden izotópja B′-loop.(iii) Minden B′-loop izotóp egy B-loophoz.



2.3. B-LOOPOK 35Bizonyítás. (i) Az el®bbi jelölést használva elegend® arra rámutatnunk, hogyaz N soport tranzitívan hat a vízszintes egyenesek halmazán (ld. 2.2.2 tétel),s ezért az Nx-teng hatása az x-tengelyen ekvivalenia erejéig független az
x-tengely megválasztásától. Ezzel megmutattuk (i)-et, amib®l (ii) azonnaladódik.(iii) Legyen (L, ·) egy B′-loop, N a hozzátartozó 3-hálózat. Tekintsükaz Nx-teng kollineáió-soport egy az x-tengelyre illeszked® P �xpontját.Legyen (L, ◦) a P -vel mint origóval koordinátázó loop. Ekkor (L, ◦) egy
(L, ·)-lel izotóp B-loop. 2Az eddigi ismereteinket következ®képpen foglalhatjuk össze.2.3.6. Tétel. Legyen (L, ·) egy páratlan rend¶ Bol-loop. Ekkor az L halma-zon az

x ◦ y = x
1

2 · yx
1

2m¶velettel értelmezhetjük az (L, ◦) B-loopot, amelyet társított B-loopnak ne-vezünk. Továbbá:(i) Az L-hez társított B-loop izotópiainvariáns.(ii) A két loopm¶velet akkor és sak akkor egyezik meg, ha (L, ·) kommu-tatív Moufang-loop.1(iii) A két loop (L, ·) és (L, ◦) akkor és sak akkor izomorf, ha (L, ·) B-loop.(iv) A két loop (L, ·) és (L, ◦) akkor és sak akkor izotóp, ha (L, ·) B′-loop.Bizonyítás. (i) Mivel a társított B-loop de�níió szerint a loop szívének mintkvázisoportnak a loop-izotópja, ezért a 2.2.4 állítás alapján izotópinvariáns.Az xy = x
1

2 ·yx
1

2 egyenl®ségb®l adódik yx
1

2 = x
1

2 y minden x, y ∈ L elemre,tehát (L, ·) kommutatív, s így egyben Moufang-loop is, (ii) következik.A (iii) pont `sak akkor' iránya nyilvánvaló. Az `akkor' irány a [Gla64℄-ben szerepl®, B-loopkra vonatkozó x · y2x = (xy)2 azonosságból következik.Ez az azonosság ugyanis az
x2 ◦ y2 = (xy)2 (2.5)egyenl®séget vonja maga után, s így (L, ·) és (L, ◦) valóban izomorfak, ha

(L, ·) B-loop.A (iv) pont `sak akkor' iránya a 2.3.5 tétel (ii)-b®l adódik. Tegyükmost fel, hogy (L, ·) egy B′-loop. A 2.3.5 tétel (iii) pontja alapján létezikegy vele izotóp (L,⊗) B-loop, ami a tételünk (iii) pontja szerint izomorf a1Az állításban szerepl®Moufang-loop fogalmát a dolgozat következ® részében de�niáljukés tárgyaljuk behatóan.



36 2. FEJEZET. BOL-LOOPOKsaját társított loopjával, ami az (i) pont miatt izomorf az eredeti (L, ·) looptársított loopjával. 2Az eddigiekb®l az derült ki, hogy az (L, ·) loophoz társított (L, ◦) B-loop az eredeti loop Abel-soport tulajdonságól való �távolságát" méri. Akövetkez® állítás mutatja, hogy a dolog ennyire nem egyszer¶, hiszen nem-asszoiatív vagy nem-kommutatív L esetén is lehet (L, ◦) Abel-soport.2.3.7. Állítás. Legyen (L, ·) egy páratlan rend¶ Bol-loop G(L) baloldali el-tolássoporttal. Az (L, ◦) társított B-loop akkor és sak akkor Abel-soport,ha G(L) nilpotens és nilpoteniaosztálya legfeljebb 2.Bizonyítás. Vegyük észre, hogy
λ◦

x(y) = x
1

2 · yx
1

2 = λ
x

1
2
ρ

x
1
2
(y).Ez de�niál egy

Ψ :

{

N0 → G(L, ◦)
(λyρy, λ

−1
y ) 7→ λ◦

y2szürjektív homomor�zmust az (L, ·)-hoz rendelt 3-hálózat kollineáiósoport-jából G(L, ◦)-be. Ezzel azt is megmutattuk, hogy G(L, ◦) úgy hat L-en,mint az N0 a függ®leges egyenesek halmazán (ld. (2.4)). A Ψ magjába azon
N0-beli elemek tartoznak, amelyek minden függ®leges egyenest �xen hagy-nak, azaz (id, ρm) alakúak, ahol m ∈ Nρ. A jobb nukleusz de�níiója miatt
ker Ψ ≤ Z(N0) adódik. Ha tehát (L, ◦) Abel-soport, akkor N0/Z(N0) isaz, és N0 nilpotens legfeljebb 2 nilpoteniosztállyal. De mivel G(L) is el®áll,mint N0 homomorf képe, az állítás `sak akkor' részét beláttuk.Tegyük most fel, hogy G(L) nilpoteniaosztálya legfeljebb 2. Könnyenleellen®rizhet®, hogy minden ilyen soportban teljesül

[a−1, b−1] = [a, b].Legyen most
(a0, a) = (λx1

ρx1
, λ−1

x1
) · · · (λxn

ρxn
, λ−1

xn
) ∈ N0tetsz®leges elem és jelölje ã = λx1

· · ·λxn
a ferde egyeneseken vett hatását.2Ekkor aã = λ−1

x1
· · ·λ−1

xn
λx1

· · ·λxn
∈ G(L)′ ≤ Z(G(L)), azaz ã = a−1c, c ∈

Z(G(L)) és
[ã, b̃] = [a−1, b−1] = [a, b].Ráadásul, mivel Z(G(L)) minden eleme ρk (k ∈ Nρ) alakú, adódik, hogy N ′

0elemei 〈u, ρk, ρk〉, k ∈ Nρ alakúak, ekkor viszont u = 1 kell, hogy teljesüljön.2Az 1.4.2. állításból következik, hogy (λxρx, λ−1

x
) hatása a ferde egyeneseken λx.



2.4. STRUKTÚRAELMÉLET B-LOOPOKRA 37Ez azt jelenti, hogy N ′
0 ≤ ker Ψ, azaz G(L, ◦) Abel-soport, s így (L, ◦)maga is Abel-soport. 2Az alfejezet utolsó állítása azt az esetet írja le, amikor a társított loopm¶velete kommutatív.2.3.8. Állítás. Legyen (L, ·) egy páratlan rend¶ Bol-loop. Ekkor a hozzátársított (L, ◦) loop akkor és sak akkor kommutatív Moufang loop, ha minden

x, y ∈ L esetén teljesül
(x · yx)2 = x2 · y2x2.Bizonyítás. (L, ◦) akkor és sak akkor kommutatív, ha minden x, y ∈ Lesetén teljesül

x2 ◦ y2 = y2 ◦ x2 ⇐⇒ λx·y2x = λy·x2y

⇐⇒ λxλ
2
yλx = λyλ

2
xλy

⇐⇒ λ2
xλ

2
yλ

2
x = (λxλyλx)

2

⇐⇒ x2 · y2x2 = (x · yx)2. 22.4. Struktúraelmélet B-loopokraEddig láttuk, hogy minden B-loop el®fordul mint egy páratlan rend¶ Bol-loophoz társított loop. A következ®ben bemutatjuk B-loopoknak egy másik,tisztán soportelméleti konstrukióját. Ez a megfontolás, sakúgy, mint azel®z® rész, Glauberman [Gla64, Gla68, Gla66℄ munkásságára vezethet® vissza.A továbbiakban G mindig egy véges soportot fog jelölni, J pedig G-nekegy involutív automor�zmusát.2.4.1. De�níió. Azt mondjuk, hogy a J a G-nek Glauberman-automor�z-musa, ha a J anti-�x elemeinek3 S = {x ∈ G|xJ = x−1} halmaza generálja
G-t és minden anti-�x elem páratlan rend¶.Az alábbi igen mély tétel kulsfontosságú.2.4.2. Tétel (Glauberman Z∗-tétele). Legyen G véges soport J Glau-berman-automor�zmussal. Jelölje π az xy elemek o(xy) rendjei prímténye-z®inek halmazát. Ekkor G π-soport. Speiálisan, G rendje páratlan, tehát
G feloldható.3Az x elem a J automor�zmus anti-�x eleme, ha xJ = x−1.



38 2. FEJEZET. BOL-LOOPOKBizonyítás. Ld. [Gla66℄ és [Gla68, Theorem 15.℄. 2A Glauberman-automor�zmussal rendelkez® soportok és a B-loopok kö-zött szoros összefüggés van. Legyen ugyanis (L, ·) egy véges B-loop, és jelölje
J : x 7→ x−1 az inverzképzés m¶veletét. J automor�zmus volta egyenerték¶a

JλxJ = λ−1
x , (x ∈ L)azonossággal, ami viszont azt jelenti, hogy J indukálja a G(L) baloldali elto-lássoportnak egy involutív automor�zmusát, és az S(L) szelés elemei anti-�xek, az anti-�x elemek generálják G(L)-t. Megmutatjuk, hogy S(L)-enkívül nins több anti-�x elem. A (2.5) egyenl®ség (xy)2 = x · (y2 · x) alakbaírva a

λ2
xy = λxλ

2
yλxegyenl®séget vonja maga után, amib®l

λ−1
xy λxλy = λxyλ

−1
x λ−1

y = Jλ−1
xy λxλyJadódik. Azaz G(L)1 elemei mind J-�xek. És mivel G(L) elemeit egyértel-m¶en fel tudom írni λxu alakban (x ∈ L, u ∈ G(L)1), kapjuk, hogy G(L)1elemei pont a �x, az S(L) elemei pedig pont az anti-�x elemek. Követke-zik továbbá, hogy J a G(L) soport Glauberman-automor�zmusa. Beláttuktehát az alábbi állítást (vö. [Gla64, Theorem 1,2℄).2.4.3. Állítás. Az (L, ·) B-loop esetén, a J : x 7→ x−1 inverzképzés a G(L)eltolássoport egy Glauberman-automor�zmusát generálja. J �xelemeinek asoportja a G(L)1 stabilizátor részsoport, az anti-�x elemek halmaza pedigaz S(L) szelés. 2Fordítva, induljunk most ki a (G, J) párból, ahol J a G soport Glauber-man-automor�zmusa. Legyen U = CG(J) és jelölje és S az anti-�x elemekhalmazát. De�níió szerint S elemei páratlan rend¶ek, azaz S ∩ U = {1}.Az is nyilvánvaló, hogy az S halmaz U-invariáns. Tekintsünk egy tetsz®leges

g ∈ G elemet. A gJg−1 elem anti-�x, tehát páratlan rend¶, így az alábbileképezés értelmes:
pr(g) = (gJg−1)−

1

2 , pr : G → S.Teljesül továbbá
(g−1 pr(g))J = g−J (gJg−1)

1

2 = g−1 (gJg−1)−1 (gJg−1)
1

2 = g−1 pr(g) ∈ U,ami azt jelenti, hogy g = pr(g)u ∈ SU . Másrészr®l a g = su el®állításegyértelm¶, hisz st−1 ∈ U (s, t ∈ S) egyenérték¶ az s2 = t2 formulával,amib®l s = t következik.



2.4. STRUKTÚRAELMÉLET B-LOOPOKRA 392.4.4. Állítás. Legyen J a G soport Glauberman-automor�zmusa, U =
CG(J) és jelölje S a J anti-�x elemeinek halmazát. Vezessük be S-en akövetkez® m¶veletet.

s, t ∈ S : s ◦ t = pr(st).Ekkor (S, ◦) B-loop, melynek baloldali eltolássoportja G/K-val izomorf, ahol
K = coreG(U). Továbbá, J a loop inverzképzése által generált automor�zmus.Bizonyítás. Könnyen leellen®rizhet®, hogy x = pr(s−1t) és y = s−1pr(st)s−1

S-beli elemek az s ◦ x = t és y ◦ s = t egyenletek megoldásai, 1 ∈ S pedigegységelem, tehát (S, ◦) loop. Érvényes továbbá minden s ∈ S esetén a
pr(s pr(x)) = pr(sx)egyenl®ség. Ennek felhasználásával megmutatható az

s ◦ (t ◦ (s ◦ r)) = (s ◦ (t ◦ s)) ◦ rBol-azonosság. A Gbal(B, ◦) ∼= G/K állítás abból következik, hogy stU =
(s ◦ t)U miatt a

t 7→ s ◦ t és a tU 7→ stUhatások ekvivalensek. 2A 15. oldalon de�niált fogalmak felhasználásával az alábbi struktúratételttudjuk bebizonyítani B-loopokra (vö. [Gla64, Lemma 5(v)℄).2.4.5. Tétel. Legyen (L, ·) B-loop, G = G(L), és jelöljük J-vel a loopbeli
x 7→ x−1 inverzképzés m¶veletét és az általa generált Glauberman-automor-�zmust egyidej¶leg. Ekkor létezik egy megfeleltetés a G J-invariáns normál-osztói és az L normális részloopjai között az alábbiak szerint:(i) Az N ⊳ G J-invariáns normálosztó esetén κ(N) = N(1) ⊳ L normálisrészloop.(ii) Legyen K ⊳ L normális részloop és de�niáljuk a H = {g ∈ G; g(K) =

K} részsoportot. Ekkor ν(K) = coreG(H) zárt normálosztó.(iii) Teljesül κ(ν(K)) = K és ν(κ(N)) = N̄ .(iv) A K ⊳ L normális részloop esetén G(L/K) ∼= G(L)/ν(K).Bizonyítás. El®ször megmutatjuk, hogy N ⊳ G esetén K = N(1) normálisrészloop. Ehhez három észrevétel szükséges. Egyrészt minden g ∈ G esetén
(gN)

1

2 = g
1

2 N , mivel a gyökvonás valójában egy megfelel® hatványra emelés.



40 2. FEJEZET. BOL-LOOPOKMásrészt k = n(1) ∈ K (n = λku ∈ N) esetén λk = pr(n) ∈ N . Harmadrésztpedig minden x ∈ L, k ∈ K esetén
λxk = λx n, n ∈ N.Valóban,

λ2
xk = λxλ

2
kλx = λ2

xn1 ⇒ λxk = λxn2,az el®z® megjegyzés alapján. Ekkor viszont
λxk1·yk2

= (λxk1
λ2

yk2
λxk1

)
1

2

= (λxn1 λ2
yn2 λxn1)

1

2

= (λxλ
2
yλxn3)

1

2

= λxyn4.Minkét oldalba 1-et helyettesítve adódik
∀x, y ∈, ∀k1, k2 : xk1 · yk2 = xy · k3,ami pontosan azt jelenti, hogy K ⊳ L. Ezzel (i)-t beláttuk.Tételezzük most fel, hogy K ⊳ L, és de�niáljuk H-t és N = ν(K)-t atételben leírtak szerint. Egyrészt, mivel minden k ∈ K esetén λk ∈ H .Másrészt U = G(L)1 ≤ H , hiszen a K normális részloopra minden x, y ∈ Lesetén teljesül x · yK = xy · K. Továbbá, xK = Kx az x−1 · kx = k′ ∈ Kegyenl®séget vonza maga után, azaz minden x ∈ L elemre

λ−1
x λkλx = λk′u ∈ H, (u ∈ U).Ez viszont az jelenti, hogy λk ∈ N , N tranzitívan hat K-n és zárt. Ezzelmegmutattuk (ii)-t.A (iii) ponthoz elegend® meggondolni, hogy κ(ν(K)) = ν(K)(1) = H(1) =

K, valamint N̄ = ν(κ(N)) következik NU = N̄U , azaz N(1) = N̄(1)-b®l.Végül bebizonyítjuk (iv)-t. Rögzítsünk egy K ⊳ L normális részloopot.Az el®z® fejezet 1.2.5 állítása szerint elegend® belátni, hogy ν(K) pontosanazon G(L)-beli elemek halmaza, amelyek a K mellékosztályait invariánsanhagyják. Nyilván ν(K) része ennek a halmaznak. Tekintsünk most egy helemet, amelyre g(xK) = xK minden x ∈ L-re. h(K) = h(1)K = K miatt
h ∈ H = {g ∈ G; g(K) = K}. Ezen kívül, bármely g ∈ G elemre

(ghg−1)(xK) = g(h(g−1(x)K)) = g(g−1(xK) = xK,azaz ghg−1 ∈ H , és h ∈ coreG(H) = ν(K). 2



2.5. PÉLDÁK 41A bizonyításból az is következik, hogy G(L)-nek nins nem-triviális tran-zitív J-invariáns normálosztója. Egy ilyen N normálosztó ugyanis szükség-képpen tartalmazza az összes λx eltolást (x ∈ L), tehát N = G(L). (Vö.[Gla64, Lemma 8(iii)℄.)Mivel |G(L)| páratlan, G(L)′ 6= G(L) nem tranzitív, azaz H = G(L)′U 6=
G(L). Másrészt H egy J-invariáns, zárt normálosztó G(L)-ben, így a fentitétel miatt K = H(1) ⊳ L valódi normális részloop. Ráadásul G(L/K) =
G(L)/H Abel-soport, azaz L/K Abel-soport, és K tartalmazza az L′ kom-mutátor-asszoiátor részloopot. Azaz L′ 6= L. Ezzel beláttuk az alábbi állí-tást, ami mellesleg ekvivalens a fent idézett Z∗-tétellel (vö. [Gla68, Theorem14 és az azt követ® Corollary 1℄).2.4.6. Tétel ([Gla68, Theorem 14℄). Minden véges B-loop feloldható. 2Megjegyzés. Igaz, hogy az utóbbi tételt sak [Gla68℄-ben bizonyítják be, avégeredmény megel®legzésével Glauberman [Gla64℄-ben megmutatja, hogy a
B-loopok osztályára teljesülnek Sylow és Cauhy véges soportokra vonat-kozó tételei.2.5. PéldákA legkisebb nem-asszoiatív Bol-loop nyolelem¶ (ld. [Bur78℄). Hat ilyenloop van, ezek két izotópiaosztályt alkotnak. Az egyik ilyen loop szorzótáb-lája:

1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 2 3 4 5 6 7 8
2 2 1 6 7 8 3 4 5
3 3 6 1 5 4 2 8 7
4 4 7 8 1 6 5 2 3
5 5 8 4 3 1 7 6 2
6 6 3 2 8 7 1 5 4
7 7 4 5 2 3 8 1 6
8 8 5 7 6 2 4 3 1A loop szelése:

S = { (1), (1 2)(3 6)(4 7)(5 8),
(1 3)(2 6)(4 5)(7 8), (1 4)(2 7)(3 8)(5 6),
(1 5)(2 8)(3 4)(6 7), (1 6)(2 3)(4 8)(5 7),
(1 7)(2 4)(3 5)(6 8), (1 8)(2 5)(3 7)(4 6) }.Mint látható, a loop exponense 2.



42 2. FEJEZET. BOL-LOOPOKA következ® példánk általános konstrukió. Legyen T egy páratlan rend¶soport. Ekkor a 2.3.1 állítás szerint (T, +) kvázisoport, a hozzátartozó
(T, ◦) loop pedig B-loop, ahol

x ◦ y = x
1

2 yx
1

2 .Persze a 2.3.7 állítás szerint sak akkor kapunk valódi (azaz nem Abel-soport) B-loopot, ha T nem nilpotens, vagy a nilpoteniaosztálya legalább3. Fontos megjegyezni, hogy nem minden B-loop származtatható páratlanrend¶ soportból. Szemidirekt szorzathoz hasonló konstrukióval gyártha-tunk pl. 15 elem¶ nem-asszoiatív B-loopot [NR81℄, viszont egy 15-ödrend¶soport Abel-féle, ami pedig izomorf a társított B-loopjához.A harmadik példánk nem véges loopot ad. Ennek ellenére joggal nevez-hetjük B-loopnak, hiszen Bol-loop, az invertálás automor�zmus, és a gyök-vonás m¶velete is elvégezhet® a páratlan rend¶ B-loopoknál látott tulaj-donságok mellett. A konstrukió a hiperbolikus geometriából származik, ahiperbolikus sík eltolásaival van összefüggésben. (Jóllehet ez a mi termino-lógiánkból nem derül ki.)Legyen G = GL+(n, R) a pozitív determinánsú valós n × n mátrixoksoportja, jelölje S a pozitív de�nit szimmetrikus mátrixok halmazát, éslegyen U = SO(n). Bármely X ∈ G mátrixnak létezik egyértelm¶
X = PApolárfelbontása, ahol P =

√
X tX ∈ S és A ∈ H . Itt J-t mint az X 7→ (X t)−1automor�zmust tudjuk értelmezni. Ekkor tetsz®leges X ∈ G elemre

pr(X) =
√

X tX,és A, B ∈ S esetén
A ◦ B = pr(AB) =

√
AB2ABol-loop. Ez a példa azt is mutatja, hogy a B-loopok feloldhatóságáról szóló2.4.6 tétel (mint Glauberman Z∗-tétele) szigorúan sak a véges esetben érvé-nyes.További példák és konstrukiók a dolgozat hátralév® részében is szerepel-nek, továbbá ilyenek széles tárháza és áttekintése található [Che90℄-ban.



3. fejezetMoufang-loopok és 3-hálózatokA Moufang-loopok elnevezése Ruth Moufang német matematikusra utal,aki els®ként vizsgálta ezt a struktúrát kvázisoport néven az 1934-ben megje-lent [Mou34℄ ikkében. Kés®bb sokan foglalkoztak ezzel a témakörrel, hisz aMoufang-loopok az asszoiativitáshoz legközelebb álló fontos looposztálynaktekinthet®k.S. Doro [Dor78℄ ikkében leírta a kapsolatot a Moufang-loopok és atrialitással rendelkez® soportok között. Ez a kapsolat meglehet®sen bonyo-lult, különösen ha a loop nukleusza nem triviális. A 3.2 alfejezetben ezt akapsolatot egy egyszer¶bb geometriai megközelítésb®l tárgyaljuk, természe-tesen a Bol-tükrözések felhasználásával. F® eredményünk (a 3.2.5 és 3.2.4tételek), hogy a trialitással rendelkez® soportok közvetlenül megfeleltethe-t®k a Moufang-looppal koordinátázott 3-hálózatoknak, tudomásunk szerintúj. Ezeket az eredményeket a [Nag99℄ dolgozatban is összefoglaltuk.Az alfejezet végén ismertetjük a véges egyszer¶ Moufang-loopok osztályo-zásának f®bb lépéseit (3.2.10 tétel). Az osztályozás, mely M.W. Liebeknevéhez f¶z®dik, a trialitással rendelkez® véges egyszer¶ soportok leírásánalapszik. Az utolsó 3.3 alfejezetben a Cayley-számok osztásgy¶r¶jének konst-rukióját és a hozzájuk szorosan kapsolódó egyszer¶ Moufang-loopoknakL.J. Paige-féle leírását ismertetjük.3.1. Moufang-loopokMint a (bal) Bol-azonosság de�niálásakor hangsúlyoztuk, ez a tulajdonságaszimmetrikus, azaz el®fordulhat, hogy a szorzásm¶velet sak az egyik ol-dalon rendelkezik szép tulajdonságokkal. Ez nem történhet meg, ha a Bol-43



44 3. FEJEZET. MOUFANG-LOOPOK ÉS 3-HÁLÓZATOKazonosság duálisát is megköveteljük.(Bal oldali) Bol-azonosság: x · (y · xz) = (x · yx) · zDuális (jobb oldali) Bol-azonosság: (xy · z) · y = x · (yz · y)3.1.1. De�níió. A kétoldali Bol-loopokat Moufang-loopnak nevezzük. EgyMoufang-loop által koordinátázott 3-hálózatot Moufang-hálózatnak nevezünk.Hangsúlyozzuk ki Bol-tükrözések egy triviális, de fontos tulajdonságát. Egykollineáió akkor és sak akkor Bol-tükrözés, ha egy adott egyenes (a tengely)pontjait �xen hagyja, és a tengelyét®l különböz® két párhuzamossági osz-tályt felseréli. Tehát Bol-tükrözések konjugáltja is Bol-tükrözés, és két Bol-tükrözés pontosan akkor konjugált, ha létezik egy olyan kollineáió, amelyaz egyiknek a tengelyét a másikéba viszi.A Moufang-féle 3-hálózatok tehát pont azok, ahol minden egyenesre el-végezhet® a Bol-tükrözés. S®t, ha tudjuk, hogy a hálózat Bol-féle (azaz afügg®leges egyenesekre tudunk tükrözni), és létezik egy függ®leges vagy ferdeegyenes, amire szintén tudunk tükrözni, akkor minden egyenesre tudunk,mert a függ®leges tengely¶ tükrözések által generált kollineáiósoport tran-zitívan hat a vízszintes és ferde egyenesek egyesített halmazán.Másrészt azt is tudjuk, hogy az y-tengelyre való tükrözés egyenérték¶ abal inverz tulajdonsággal. Hasonlóan meggondolható, hogy az x-tengelyrevaló tükrözés a jobb inverz tulajdonsággal ekvivalens. Azt kaptuk tehát,hogy egy Bol-loop pontosan akkor Moufang-féle, ha rendelkezik a jobb inverztulajdonsággal.3.1.2. Lemma. Egy Bol-loop esetén a jobb inverz tulajdonság ekvivalens az
xy · x = x · yx azonossággal. (Ezen azonosság által leírt tulajdonságot �e-xibilitásnak nevezik.) Azaz, egy Bol-loop pontosan akkor Moufang-féle, hateljesül a �exibilitás azonossága.Bizonyítás. A Bol-tulajdonság miatt azonosan teljesül xy = (x · yx)x−1.Ebb®l a jobb inverz tulajdonság megléte esetén azonnal adódik a �exibilitás.Fordítva, �exibiltást feltételezve az (xy ·x)x−1 = xy azonosságot kapjuk, ami
z = xy helyettesítéssel a jobb inverz tulajdonság zx · x−1 = z azonosságávalekvivalens. 2Egy másik fontos észrevétel a következ®. Legyen (L, ·) egy olyan loop,amely egyaránt rendelkezik a jobb és a bal inverz tulajdonsággal. Akkor
x = xy · y−1 miatt (xy)−1 ·x = y−1 teljesül, amib®l a soportokban jól ismert

(xy)−1 = y−1x−1azonosság adódik. Vagyis Moufang-loopokban az invertálás anti-automor�z-mus, a szorzás �szimmetrikus", azaz az azonosságok dualizálhatók.



3.1. MOUFANG-LOOPOK 453.1.3. Állítás. Az (L, ·) loop pontosan akkor Moufang-féle, ha az alábbi há-rom azonosság valamelyike (s így persze mindegyike) teljesül.(M1) x · (y · xz) = (xy · x) · z.(M2) (xy · z) · y = x · (y · zy).(M3) xy · zx = (x · yz) · x.Bizonyítás. (Ld. [Bru58, VII. Lemma 3.1.℄.) Tegyük fel, hogy L Moufang-loop. (M1) következik a Bol-tulajdonságból és a �exibilitásból. Ha pedig(M1)-b®l indulunk ki, akkor z = 1 helyettesítéssel kapjuk a �exibilitást, az-zal pedig (M1) egyszer¶en a Bol-azonossággal ekvivalenssé válik (vö. 3.1.2lemma). Látható, hogy (M2) az (M1) duálisa, azzal nem kell külön foglal-kozni.Az (M3) vizsgálatát kezdjük azzal, hogy a három azonosságot lefordítjuka 3-hálózat kollineáióinak nyelvére. Ez megtehet®, hisz a fenti azonosságokrendre ekvivalensek azzal a ténnyel, hogy a
〈ρxλx, λ

−1
x , λx〉, 〈ρ−1

x , λxρx, ρx〉, 〈λx, ρx, ρxλx〉hármasok autotopizmusok, azaz, az 1.4.2 állítás szerint, a
(ρxλx, λ

−1
x ), (ρ−1

x , λxρx), (λx, ρx) (3.1)leképezések a 3-hálózat kollineáiói. Látható, hogy az (M3)-hoz tartozó kolli-neáió a másik kett® szorzata, vagyis (M3) következik (M1)-b®l és (M2)-b®l.Tegyük most fel, hogy az L loopban (M3) azonosan teljesül. Az x =
y−1 illetve x = z−1 helyettesítésekkel megkapjuk a bal illetve jobb inverztulajdonságot, tehát az L-hez tartozó 3-hálózatban az x- és y-tengelyekretudunk tükrözni. De a (λx, ρx) kollineáiók által generált kollineáiósoporttranzitíven hat mind a függ®leges, mind a vízszintes egyenesek halmazán,azaz minden egyenesre tudunk tükrözni, s így a 3-hálózat Moufang-féle, Lpedig Moufang-loop. 2Nagy jelent®ség¶ az alábbi Moufang-loopokra vonatkozó tétel.3.1.4. Tétel (Moufang tétele). Ha a, b, c az L Moufang-loop három elemeúgy, hogy teljesül ab · c = a · bc, akkor {a, b, c} az L egy asszoiatív részloopjátgenerálja. Speiálisan, L di-asszoiatív, azaz bármely két elem által generáltrészloop asszoiatív.Bizonyítás. Ld. [Bru58, 117. oldal℄. 2



46 3. FEJEZET. MOUFANG-LOOPOK ÉS 3-HÁLÓZATOK3.2. Moufang-hálózatok és soportok trialitássalEz a fejezet szoros szálakkal kapsolódik S. Doro [Dor78℄ ikkéhez, jóllehet amegértéséhez nem szükséges [Dor78℄ ismerete, az eddig elmondottak alapjánaz anyag önmagában is érthet®.A legfontosabb de�níió a következ®.3.2.1. De�níió. Azt mondjuk, hogy a (G, S) pár soport trialitással, ha Gsoport, S ≤ Aut(G), S = 〈σ, ρ; σ2 = ρ3 = (σρ)2 = 1〉 ∼= S3, és minden
g ∈ G esetén teljesül a

[g, σ] [g, σ]ρ [g, σ]ρ
2

= 1trialitás-azonosság.A továbbiakban a (G, S) jelölés mindig trialitással rendelkez® soportra utal,
σ és ρ pedig az S megfelel® elemeit, σ1 = σ, σ2 = σρ és σ3 = ρσ pedigmindig az S három involúióját fogja jelölni. Szükségünk lesz még a Ci = σG

ijelölésre.A következ® lemma lényegében megegyezik az R.A. Parkernak tulajdoní-tott [Lie87, Lemma 3.2℄-vel.3.2.2. Lemma. A (G, S) pár akkor és sak akkor soport trialitással, haminden τi ∈ Ci, τj ∈ Cj (i 6= j) esetén (τiτj)
3 = 1. Ekkor a (G, 〈τi, τj〉) párszintén soport trialitással.Bizonyítás. Az els® állítás feltétele a Ci konjugáltosztályokról mond valamit,amik nem változnak, ha az S-r®l áttérünk a 〈τi, τj〉 soportra. Ezért az els®állításból következik a második.Az els® állításhoz elegend® az i = 1, j = 2, τ1 = σ, τ2 = (σρ)g esetetvizsgálni, tetsz®leges g ∈ G elemre. Ekkor

1 = (σ(σρ)g)3 ⇐⇒ 1 =σg−1σρg · σg−1σρg · σg−1σρg
⇐⇒ 1 = gσg−1σρ · gσg−1σρ · gσg−1σρ
⇐⇒ 1 = [g−1, σ]ρ[g−1, σ]ρ−2[g−1, σ]ρ

= [g−1, σ] [g−1, σ]ρ
−1

[g−1, σ]ρ,ami ekvivalens azzal, hogy a trialitás-azonosság teljesül minden g ∈ G elemre.
2 A következ® lemma már sejteti a kapsolatot a Moufang-hálózatok és atrialitással rendelkez® soportok között.



3.2. MOUFANG-HÁLÓZATOK ÉS CSOPORTOK TRIALITÁSSAL 473.2.3. Lemma. Legyen P az N Moufang-féle 3-hálózat tetsz®leges rögzítettpontja és ℓi, (i = 1, 2, 3) a P -re illeszked® három egyenes, a megfelel® σi (i =
1, 2, 3) Bol-tükrözésekkel. Ekkor az S = 〈σ1, σ2, σ3〉 ∼= S3 kollineáiósoporth¶en hat az {ℓ1, ℓ2, ℓ3} halmazon. Ez a hatás ekvivalens az N párhuzamosságiosztályain indukált hatással.Bizonyítás. Mint a fejezet elején hansúlyoztuk, egy Bol-tükrözés konjugáltjais Bol-tükrözés a megfelel® tengellyel. Ezért σ1σ2σ1 = σ3 = σ2σ1σ2, amibizonyítja az els® állítást. A további állítások triviálisok. 2A fenti lemmák segítségével be tudjuk bizonyítani a tételeinket.3.2.4. Tétel. Legyen M az N Moufang-hálózat összes Bol-tükrözése általgenerált kollineáiósoport, és legyen M0 ≤ M az iránytartó kollineáiókbólálló részsoport. Rögzítsünk egy tetsz®leges P N -beli pontot, és legyen S a
P -re illeszked® egyenesek tükrözései által generált soport. Ekkor M = M0Sés az (M0, S) pár soport trialitással.Bizonyítás. NyilvánM0⊳M = M0S, így S a konjugálássalM0 automor�zmus-soportja. A 3.2.2 lemma miatt elegend® belátni, hogy 〈σg

1 , σ
h
2 〉 ∼= S3 minden

g, h ∈ M0 esetén, ahol σ1 és σ2 P -re illeszked® különböz® egyenesekre vetttükrözések. Viszont g és h iránytartóak, azaz σg
1 , σ

h
2 tengelyei metszik egy-mást egy P ′ pontban, így a 3.2.3 lemma alapján 〈σg
1 , σ

h
2 〉 ∼= S3. 2Ennek a megfordítása is igaz.3.2.5. Tétel. Legyen (G, S) egy soport trialitással. Ekkor az alábbi konst-rukió egy N (G, S) Moufang-féle (duális) 3-hálózatot1 határoz meg. A háromegyenesosztályt feleltessük meg a három C1, C2 és C3 konjugáltosztálynak. Há-rom, páronként nem párhuzamos σg

1, σh
2 , σf

3 (g, h, f ∈ G) egyenes akkor éssak akkor illeszkedjék egy pontra, ha
〈σg

1 , σ
h
2 , σf

3 〉 ∼= S3.Továbbá, ha G1 = [G, S]S, akkor az M(N ) N -beli tükrözések által generáltsoportra teljesül
M(N ) ∼= G1/Z(G1).Bizonyítás. A de�níió szerint párhuzamos egyenesek nem metszik egymást.A trialitás-azonosság 3.2.2 lemmabeli megfogalmazása pedig garantálja, hogy1Egy pont-egyenes illeszkedési struktúra duálisát a pontok és az egyenesek szerepénekfelserélésével kaphatjuk meg. A fenti esetben ez egyszer¶en azt jelenti, hogy mindenpontot azonosítunk a ráilleszked® egyenesek halmazával.



48 3. FEJEZET. MOUFANG-LOOPOK ÉS 3-HÁLÓZATOKkét, nem párhuzamos egyenesnek legyen metszéspontja, és erre a metszés-pontra pontosan egy további egyenes illeszkedjen, és ez a harmadik egye-nes a harmadik párhuzamossági osztályba tartozzon. Ezzel beláttuk, hogy
N (G, S) valóban 3-hálózat.A Moufang-tulajdonság is közvetlenül adódik, hiszen minden egyenestazonosítottunk egy involutív kollineáióval, amely (a konjugálás útján) azegyenesre illeszked® pontokat rögzíti és az egyenesét®l különböz® párhuza-mossági osztályokat felseréli.Végül, mivel G1 = [G, S]S = 〈C1, C2, C3〉, és egy N -beli tükrözések úgyhat az N egyenesein, mint a Ci elemei az ∪Ci-n a konjugálással, ezért adódikaz M(N ) ∼= G1/Z(G1) izometria. 2Az egyszer¶ véges Moufang-loopok osztályozása a trialitással rendelkez®egyszer¶ véges soportok osztályozásán alapul. A Moufang-loopok és a tria-litással rendelkez® soportok közötti kapsolatot els®ként Doro mutatta mega [Dor78℄ ikkében. Az ® konstrukiójának hátránya, hogy a hozzárendelésbonyolult, és különösen az lehet, ha a loop nukleusza nem triviális. A mi el-járásunkból a loopok teljesen kimaradnak, és a geometriai felépítés egyszer¶és szemléletes.A Doro-féle megközelítésben még egy fontos lépés van, amelynél úgy érez-zük, hogy a loopokra épül® bizonyítás nehézkesebb, mint a geometriai.3.2.6. Állítás. Legyen (G, S) egy véges soport trialitással és tegyük fel, hogy
ρ ∈ InnAut(G). Ekkor minden [g, σ] elem rendje 3, és [G, S] 3-soport.Továbbá, az N (G, S) 3-hálózat által meghatározott loop entrálisan nilpotens.Bizonyítás. Legyen H = GS. Ha ρ ∈ InnAut(G), akkor léteznek r ∈ G,
c ∈ CH(G) elemek, hogy ρ = rc. Ekkor viszont

ρ = [ρ, σ] = [r, σ]c′,ahol c′ ∈ CH(G), hiszen CH(G) ⊳ H . Ez azt jelenti, hogy
ρ[σ, r] = ρ−1σρ · r−1σr ∈ CH(G).Legyen τ1 = σr, τ2 = σ2 = σρ. A 3.2.2 lemma szerint S̃ = 〈τ1, τ2〉 ∼= S3 és

(G, S̃) soport trialitással, valamint a Ci konjugáltosztályok is változatlanok.Ami viszont fontos változás, hogy ρ̃ = τ1τ2 entralizálja G-t, azaz a trialitás-azonosságból [g, τ1]
3 = 1 lesz. Ez viszont ekvivalens a számunkra kívánatos

[g, σ]3 = 1 azonossággal.Ez utóbbiból Glauberman Z∗-tétele miatt adódik, hogy a [G, σi] (i =
1, 2, 3) soportok 3-soportok. Ezek viszont normalizálják egymást és közö-sen generálják [G, S]-t, azaz [G, S] is 3-soport. Ebb®l következik, hogy a



3.2. MOUFANG-HÁLÓZATOK ÉS CSOPORTOK TRIALITÁSSAL 49meghatározott N (G, S) hálózat rendje, s így a koordinátaloop rendje is, 3-hatvány. Márpedig [Gla68, Theorem 4℄ szerint a véges Moufang-féle 3-loopokentrálisan nilpotensek. 2A fentiek alapján a véges egyszer¶ Moufang-loopok osztályozása az alábbilépésekben történik.3.2.7. Állítás. Legyen ϕ : N1 → N2 egy irány- és illeszkedéstartó leképezéskét 3-hálózat között.(i) Tegyük fel, hogy ϕ(P1) = P2 teljesül a P1, P2 pontokra. Ekkor ϕ ter-mészetes módon de�niál egy ϕ̄ : L1 → L2 homomor�zmust, ahol Li az
Ni 3-hálózat koordinátaloopja Pi origóval. Fordítva, egy ϕ̄ : L1 → L2loop-homomor�zmus egyértelm¶en meghatároz egy ϕ : N1 → N2 illesz-kedéstartó leképezést.(ii) Tegyük most fel, hogy a Ni hálózatok (i = 1, 2) Moufang-félék és ϕ egyszürjektív homomor�zmus. Jelölje (Mi, S) az Ni hálózathoz tartozótrialitásos soportot. Ekkor a σℓ 7→ σϕ(ℓ) leképezések egy ϕ̃ : M1 → M2szürjektív S-homomor�zmust indukálnak, ahol σℓ az N1 ℓ egyeneséheztartozó Bol-tükrözés. Fordítva, egy M1 → M2 S-homomor�zmus egyirány- és illeszkedéstartó leképezést de�niál az N (M1, S) és N (M1, S)hálózatok között.Bizonyítás. Az (i) állítás els® része következik a loopm¶velet 1.1 ábrán sze-repl® geometriai de�níiójából, a második rész triviális. A (ii) állításhozelegend® meggondolni, hogy a σℓ-ek egy reláiója a 3-hálózat záródási kon�-guráiójának felel meg, a kon�guráió ϕ-képe indukálja reláió teljesülését a

σϕ(ℓ)-eknél. A fordított irány a 3.2.5 tételb®l adódik. 2A fenti állítás értelmében beszélhetünk egyszer¶ 3-hálózatokról, vagyisolyanokról, amelyek sak triviális homomor�zmusokkal bírnak. Ezek után akövetkez® állítás adódik.3.2.8. Állítás. Ha L egy egyszer¶ Moufang-loop, akkor a hozzátartozó 3-hálózat is egyszer¶, azaz a meghatározott (M0, S) trialitással rendelkez® so-port S-egyszer¶. �Ahhoz hasonlóan, ahogy a (2.4) egyenl®ségnél kiszámoltuk a függ®leges ten-gelyekhez tartozó Bol-eltolásokat2, Moufang-hálózat esetén a másik két irány-hoz tartozó eltolásokat is kiszámolhatjuk. Azt kapjuk, hogy az M0 soportota (3.1) sorban szerepl® kollineáiók generálják. Most mindhárom irányhoz2Bol-eltolásnak a két párhuzamos tengelyre történ® tükrözés szorzatát nevezzük.



50 3. FEJEZET. MOUFANG-LOOPOK ÉS 3-HÁLÓZATOKde�niálhatunk egy Φi : M0 → M(L) (i = 1, 2, 3) szürjektív homomor�zmus,amely a kollineáiók adott egyenesosztályon vett hatását tekinti.Tekintsük most azt az esetet, amikor a 3-hálózatunk a K egyszer¶ so-porttal koordinátázható. A 4.1.6 tétel bizonyításának módszerével megmu-tatható, hogy Ki = ker Φi
∼= K ′ = K,

K1 = {(id, ρa); a ∈ K}
K2 = {(λa, id); a ∈ K}
K3 = {(ρ−1

a , λa); a ∈ K}.Nyilván Ki∩Kj = {1} és Φ1(K2K3) = M(K), így M0 = K1K2K3
∼= K×K×

K. Az S3 pedig a komponensek permutálásával hat K3-n, azaz M ∼= K ≀ S3.Részletesebb számolással adódik az az eset, amikor a hálózat koordináta-loopja egy nem-asszoiatív Moufang-loop.3.2.9. Állítás (Doro). Legyen L egy nem-kommutatív véges egyszer¶ Mou-fang-loop. Ha L asszoiatív, akkor M0
∼= L × L × L és M ∼= L ≀ S3. Ha Lnem-asszoiatív, akkor M0 egy véges egyszer¶ soport.Bizonyítás. Ld. [Dor78, Proposition 1℄. Doro bizonyításának ötletét felhasz-nálva ezt az állítást is be lehet látni geometriai érveléssel. 23.2.10. Tétel (Liebek). a) A trialitással rendelkez® véges egyszer¶ so-portok pontosan a D4(q) osztály tagjai.b) Legyen S = 〈σ1, σ2, σ3〉 ∼= S3 a G = D4(q) soport automor�zmusainakegy soportja úgy, hogy a (G, S) pár soport trialitással. Ekkor S a D4(q)soport gráf-automor�zmusaiból áll.Bizonyítás. Ld. [Lie87, Proposition és Theorem 4.1℄. A bizonyítás felhasz-nálja a véges egyszer¶ soportok osztályozását. A bizonyításban fontos szerepjut a 3.2.6 állításnak, amely szerint S elemei küls® automor�zmusok. 2A D4(q) soport gráf-automor�zmusai: g g�

�

T
T

g

g

σ1

σ2

σ3Megjegyzés. Az utóbbi tételt M. Dettweiler [Det95℄ munkájában [Lie87℄-t®lfüggetlenül, más módszerekkel szintén bebizonyította.



3.3. PÉLDÁK EGYSZER� MOUFANG-LOOPOKRA 513.3. Példák egyszer¶ Moufang-loopokraAz M0 = D4(q) esetben a loopot expliit is meg tudjuk konstruálni. Ezzela konstrukióval L.J. Paige [Pai56℄ ikkében találkozhatunk el®ször. Paigemegmutatta, hogy ha R egy nem-asszoiatív egyszer¶ alternatív algebra, amitartalmaz legalább egy, az egységelemét®l különböz® idempotens elemet, ak-kor L/Z(L) (L az R invertálható elemeinek halmaza) egy egyszer¶ Moufang-loop, vagy pedig tartalmaz egy 2 index¶ normális részloopot, ami egyszer¶Moufang-loop.Legyen V egy háromdimenziós vektortér az F test felett, és jelölje �·� és�×� rendre a szokásos bels®- és vektoriális szorzatot. Legyen R az
A =

(

a u

v b

)alakú 2 × 2 mátrixok halmaza, ahol a, b ∈ F és u,v ∈ V . Értelmezzük R-enaz
Ā =

(

b −u

−v a

)konjugálást és az
(

a u

v b

)

◦
(

c x

y d

)

=

(

ac + u · y ax + du + v × y

cv + by + u× x bd + v · x

)szorzásm¶veletet. Ekkor (R, +, ◦) egy nem-asszoiatív algebra, amely elegettesz a fenti, Paige-féle feltételeknek. Továbbá az A 7→ Ā konjugálás anti-automor�zmus, és teljesül
A ◦ Ā = det(A) · 1,ahol a
det(A) = ab − uvm¶velet egy (R, ◦) → (F, ·) mor�zmus.Tehát az invertálható elemek pontosan azok, amelyekre ab−uv 6= 0, ezek-nek az L halmaza Moufang-loopot alkot. Z(L), mint várható, a diagonáliselemekb®l áll, és L/Z(L)-nek azon elemeinek S halmaza, amelyek �determi-nánsa� négyzet F -ben, egy maximum 2 index¶ normális részloopot alkotnak.A fentiek szerint S egyszer¶ Moufang-loop, az általános jelölés erre a loopra

M(F ).Az L loop multiplikáió-soportja SO+
8 (F )-el, a bels® leképezések so-portja pedig SO7(F )-el izomorf, ahol SO+

8 az f(A) = det(A) = ab − u1v1 −



52 3. FEJEZET. MOUFANG-LOOPOK ÉS 3-HÁLÓZATOK
u2v2 − u3v3 nem-elfajuló kvadratikus alakhoz tartozó nyoldimenziós forgás-soport (ld. [Fre85℄).Két esetet vizsgálunk meg. Legyen el®ször F = Fq. Az L/Z(L) elemei akonstrukió szerint azonosíthatók a 7-dimenziós F felett projektív tér azonpontjaival, amelyek nem illeszkednek az ab−u1v1−u2v2−u3v3 = 0 egyenlet¶kvadrikára. Ennek a kvadrikának [Hir79, Theorem 5.2.6℄ szerint (q3 +1)(q4−
1)/(q − 1) pontja van, tehát |L/Z(L)| = q3(q4 − 1). Az S indexe 1 vagy 2attól függ®en, hogy q páros vagy páratlan. Kaptuk tehát, hogy

|M(q)| =

{

q3(q4 − 1), ha q páros,
1
2
q3(q4 − 1), ha q páratlan.3.3.1. Tétel (Liebek [Lie87℄). Legyen M egy véges egyszer¶ Moufang-loop. Ekkor M vagy asszoiatív, vagy pedig izomorf az M(q) loopok vala-melyikéhez. �Egy érdekes megjegyzés, hogy a fentiek szerint |M(2)| = 120. Ismeretesazonban, hogy M(q) sak 1, 2 és 3 rend¶ elemeket tartalmaz. Következés-képp Cauhy tétele nem érvényes véges Moufang-loopok esetén.A másik megvizsgálandó eset F = R. A fenti konstrukió egy 7-dimenziósanalitikus Moufang-loopot szolgáltat. Ez különbözik a klasszikus 7-dimenziósMoufang-looptól, a normált Cayley-számoktól. A Cayley-számok konstruki-ója a komplex számok és a kvaterniók analógiájára történik. Legyen O = R8,és rögzítsünk egy {e0 = 1, . . . , e7} bázist. De�niáljuk a szorzást el®ször a bá-ziselemeken, majd terjesszük ki O-ra disztributívan.

e2
i = −1, eiej = −ejei, (i, j = 1, . . . , 7),

eiej = ek ⇐⇒ ejek = ei, (i, j, k = 1, . . . , 7, i 6= j),

e1e3 = e2, e2e6 = e4, e4e5 = e1, e3e6 = e5, e1e7 = e6, e2e7 = e5, e4e7 = e3.A kapott (O, +, ·) algebra a Cayley-számok osztásgy¶r¶je.Mint ismeretes, a komplex számok megalkotásánál a valós test teljes ren-dezettsége elveszik. A komplex testb®l a kvaterniók ferdetestjébe való át-téréskor a szorzásm¶velet kommutativitása t¶nik el, míg a kvaternióktól aCayley-számok osztásgy¶r¶jébe való továbblépéskor a szorzás asszoiativi-tása is megsz¶nik, a multiplikatív struktúra egy (modulo entrum egyszer¶)Moufang-loopot alkot. Az általánosított Frobenius-tétel szerint ez a folyamatnem folytatható (vö. [Fri81, 251. oldal℄ valamint [Fre85, 1.5.14. Hurwitz-sher Satz℄ és [Lie87℄).



4. fejezetSpeiális looposztályok
Ebben a fejezetben Bol-loopoknak speiális osztályaival foglalkozunk. Ezenosztályok egyik része azonosságokkal de�niálható, másik részük pedig konkrétkonstrukiókhoz kapsolódik.A 4.1 alfejezetben a bal konjugált zárt és a Burn-loopok osztályát de�niál-juk. Az alfejezet minden állítása a saját eredményünk, kivéve a 4.1.2 állítás(iii) pontját, mely az [NS94℄ ikkben már szerepel. Ezek az eredmények a[Nag94℄ és [Nag98a℄ ikkekben kerültek publikálásra, a pontos hivatkozásoka bizonyítások elején találhatók.A 4.2 alfejezetben részletesen leírjuk a [Bur78, Bur81℄-ben megadott loop-konstrukiókat. Ezek a konstrukiók az el®z® alfejezetben vizsgált looposz-tályba tartoznak, az ottani eredményeink felhasználásával expliit kiszámol-juk a loopokhoz, illetve az általuk meghatározott 3-hálózatokhoz tartozóautomor�zmus- és kollineáiósoportokat. A f® eredmények a 4.2.3, 4.2.6és 4.2.8 tételek, ezek mindegyike szerepel a [Nag98a℄ ikkben.A 4.3 alfejezetben 2 exponens¶ Bol-loopokat vizsgálunk. Mint kiderül,ezek a loopok is a Burn-féle osztályba tartoznak. Ilyen loopokra viszonylagkevés példa ismert, ezek mindegyike származtatható a [KK95℄ ikkbeli konst-rukióból, amelyet behatóan megvizsgálunk. A loopok eltolássoportjairavonatkozó eredmények nem újak, a 4.3.1 tétel viszont egy még publikálatlansaját eredmény.A 4.4 alfejezetben tárgyalt Bol-féle univerzális 2-loop tulajdonságot azel®z® alfejezetben vizsgált loopok motiválják. Az alfejezetben a [Nag98b℄ikkben publikált eredményeinket ismertetjük, kivéve a publikálatlan 4.4.5tételt. Ez a tétel teremt kapsolatot az el®z® alfejezet 4.3.1 tétele és azalfejezetek végén megfogalmazott három nyitott kérdés között.53



54 4. FEJEZET. SPECIÁLIS LOOPOSZTÁLYOK4.1. Bal konjugált zárt és Burn-féle loopok4.1.1. De�níió. Az (L, ·) loopot bal konjugált zártnak nevezzük, ha az
S(L) bal oldali szelés invariáns a G(L) bal oldali eltolássoportban. A balkonjugált zárt Bol-loopokat Burn-loopoknak is nevezzük.A teljesség kedvéért említést teszünk a konjugált zárt loopok fogalmáról, ezekazok, aholmindkét oldali metszet invariáns halmaz az M(L) multiplikáióso-portban. Ilyen loopokat els®ként a [GR90℄ ikkben vizsgáltak, ahol többekközött megmutatták, hogy ezek a loopok a már említett G-loopok osztá-lyába (ld. az 1.4.4 állítás utáni megjegyzést) tartoznak. Bal konjugált zártés Burn-loopok vizsgálatával el®ször a [NS94℄ ikkben foglalkoztak, az utóbbielnevezés is innen származik.Egy további megjegyzés, hogy a 2.5. alfejezetben de�niált 8-adrend¶ Bol-loop B8-hoz izomorf.4.1.2. Állítás. (i) Egy bal inverz tulajdonságú loopban a bal oldali és aközéps® nukleusz megegyezik.(ii) Egy (bal) Bol-loopban a bal oldali (=középs®) nukleusz normális rész-loop.(iii) Az (L, ·) Bol-loop akkor és sak akkor Burn-féle, ha minden elem négy-zete benne van a bal oldali nukleuszban.Bizonyítás.

n ∈ Nµ ⇐⇒ xn · y = x · ny ∀x, y ∈ L

⇐⇒ λxλn ∈ S(L) ∀x ∈ L

⇐⇒ λn−1λx ∈ S(L) ∀x ∈ L

⇐⇒ n−1x · y = n−1 · xy ∀x, y ∈ L

⇐⇒ n−1 ∈ Nλ ⇐⇒ n ∈ Nλ.Ezzel beláttuk (i)-et. (ii) is könnyen adódik, ha meggondoljuk, hogy az
(x · yx)z = x(y · xz) Bol-azonosság a λxρxz = ρzλxρx egyenl®séggel is le-írható, ami átalakítva ρxzρ

−1
x = λ−1

x ρzλx. Ez mutatja, hogy M(L)-ben a
Gbal(L) normalizálja Gjobb(L)-et, azaz Gjobb(L) ⊳ M(L). Ebb®l következik,hogy CM(Gjobb) ⊳ M , de 1.2.8 állítás szerint

CM(Gjobb) = {λn; n ∈ Nλ},s így Nλ = CM(Gjobb)(1) ⊳ L a 1.2.4 állítás alapján.(iii)-hez rögzítsünk egy x ∈ L tetsz®leges elemet, ekkor
λx2S = λ2

xλ
−1
x Sλ−1

x = λxSλ−1
x ,



4.1. BAL KONJUGÁLT ZÁRT ÉS BURN-FÉLE LOOPOK 55azaz minden x ∈ L esetén x2 ∈ Nλ pontosan akkor teljesül, ha λxSλ−1
x = S.

2Megjegyzés. Az állítás (i) részét ld. [Nag94, Proposition 2.1.℄-ben. Az (i) és(ii) állítások régóta ismertek Moufang-loopok esetében, ott a dualitás miatta jobb és a bal oldali nukleusz szerepe persze felserélhet® (vö. [P�90, I.4.3.Theorem℄). Ezzel szemben [RR93℄-ban D.A. Robinson és K.H. Robinsonolyan Bol-loopot konstruáltak, amelyben a nukleuszok N = Nλ∩Nρ metszetenem normális részloop. Az (iii) rész némileg pontatlanabb formában már[NS94℄-ban is megtalálható.4.1.3. Állítás. Az (L, ·) loop akkor és sak akkor bal konjugált zárt, ha min-den a ∈ L elemre a ρ−1
a λa leképezés jobb pszeudo-automor�zmus a kísér®elem-mel. Ez a tulajdonság ekvivalens azzal, hogy minden a ∈ L esetén (ρ−1

a λa, λa)az L-hez társított 3-hálózat egy iránytartó kollineáiója.Bizonyítás. (Ld. [Nag94, Proposition 2.7.℄.) Tekintsük a
ρ−1

a λa(x) · (ρ−1
a λa(y) · a) = ax/a · ay, ρ−1

a λa(xy) · a = a · xyegyenl®ségeket. A z = ay helyettesítés után azt látjuk, hogy ρ−1
a λa pontosanakkor jobb pszeudo-automor�zmus a kísér®elemmel, ha minden x, z ∈ Lelemre teljesül ax/a · z = a · (x · a\z). Ez utóbbi ekvivalens azzal, hogyminden a, x elemre λaλxλ

−1
a ∈ S(L), vagyis azzal, hogy L bal konjugált zárt.Az állítás utolsó része az 1.4.2 állításból következik. 24.1.4. Állítás. Legyen N egy bal konjugált zárt L loop által koordinátázott3-hálózat és jelöljük Γ-val az N teljes iránytartó kollineáiósoportját. Ekkoraz origó Γ alatti pályája függ®leges egyenesek uniója.Bizonyítás. (Ld. [Nag94, Corollary 2.8.℄.) A 4.1.3 állítás szerint minden

a ∈ L elemre (ρ−1
a λa, λa) iránytartó kollineáió. Az ezen kollineáiók általgenerált soport �xen hagyja az y-tengelyt és tranzitívan hat rajta, tehátaz y-tengely része az origó pályájának. Tegyük fel, hogy P a pálya egytetsz®leges pontja. Ez azt jelenti, hogy létezik egy iránytartó kollineáió,amely a jelenlegi origót P -be viszi. Az 1.4.4 állítás szerint a P -hez mintorigóhoz tartozó koordinátaloop (L, ·)-tal izomorf, tehát bal konjugált zárt,és az el®bbi okfejtés szerint a P -re illeszked® függ®leges egyenes része az origópályájának. 2Az alfejezet hátralév® részében a 2.2.2 tételben szerepl® Φ homomor�z-mus magját leíró állításokat bizonyítunk. A továbbiakban végig a 2.2.2 tétel



56 4. FEJEZET. SPECIÁLIS LOOPOSZTÁLYOKjelöléseit használjuk, egyetlen módosítással. A ker Φ kollineáió-soport de-�níió szerint rögzíti az összes vízszintes egyenest, ezért ker Φ-t természetesmódon azonosíthatjuk a függ®leges egyenesek halmazán vett hatásával. Azazminden elemét azonosítjuk az ®t megadó permutáiópár els® elemével.4.1.5. Állítás. Tekintsünk egy L Bol-loop által koordinátázott 3-hálózatot,és használjuk a 2.2.2 tétel jelöléseit.(i) Ha L-ben a J : x → x−1 inverzképzés m¶velete jobb pszeudo-automor-�zmus, akkor ker Φ = {id}.(ii) Általában, a fenti azonosítással ker Φ = ∪kHk, ahol
Hk = 〈[λx1

, . . . , λxk
]; x1, . . . , xk ∈ L, n ≤ k, λx1

· · ·λxk
∈ S(L)〉.Teljesül továbbá ker Φ ⊳ G(L).Bizonyítás. (i) (Ld. [Nag94, Proposition 2.5.℄.) Tegyük fel, hogy J jobbpszeudo-automor�zmus és tekintsük ker Φ egy tetsz®leges (α, id) elemét. Ek-kor (α, id) ∈ Nx-teng, és a 2.3.3 tétel szerint α(c) = c. De az 1.5.3 tételszerint α = λn valamely n ∈ Nλ elemre. Ez sak n = 1 esetén lehetséges,azaz α = id.(ii) (Ld. [Nag98a, Lemma 2℄.) ker Φ egy általános eleme

(α, id) = (λx0
ρx0

. . . λxk
ρxk

, λ−1
x0

. . . λ−1
xk

)alakú. λxk
. . . λx0

= id miatt xk · (. . . · (x2 ·x1x0) . . .) = 1 és λx0
= λ−1

x1
. . . λ−1

xk
.A korábban már használt λxρxy = ρyλxρx azonosság többszöri alkalmazásávalkapjuk, hogy

λx0
ρx0

. . . λxk
ρxk

= λx0
· · ·λxk

ρxk·(...·(x2·x1x0)...)

= λx0
· · ·λxk

= λ−1
x1

· · ·λ−1
xk

λx1
· · ·λxk

= [λx1
, . . . , λxk

].A bal inverz tulajdonság miatt az x1, . . . , xn ∈ L elemekhez pontosan akkorlétezik egy x0, amelyre λx0
· · ·λxk

= id, ha λx1
· · ·λxk

∈ S(L). Ezzel az állításels® részét beláttuk.A második részhez gondoljuk meg, hogy ker Φ egy (λn, id) eleme esetén aferde egyenesen vett hatás λn, (ld. az 1.4.2 állítást), azaz megegyezik a füg-g®leges egyeneseken vett hatással. Az N0-at generáló (λxρx, λ
−1
x ) kollineáiókferde egyenesen vett hatása λx. Azaz, N0 úgy hat a ferde egyenesek halma-zán, mint G(L) L-en, és ker Φ⊳N0 pedig úgy, mint ker Φ a fenti azonosítással.Tehát az azonosítás után ker Φ ⊳ G(L). 2



4.1. BAL KONJUGÁLT ZÁRT ÉS BURN-FÉLE LOOPOK 574.1.6. Tétel. Legyen L egy véges Burn-loop és használjuk a fejezet eddigijelöléseit.(i) ker Φ = Hs, ahol s = max{|L : Nλ| − 1, 2}.(ii) Ha s ≤ 7, akkor s ∈ {2, 3} és
ker Φ = [S(Nλ), G(L)] = 〈[λn, λx]|n ∈ Nλ, x ∈ L〉.Speiálisan, ker Φ = L′, ha L soport.Bizonyítás. (Ld. [Nag98a, Proposition 1 és az azt követ® Corollary℄.) (i)Legyen L egy véges Burn-loop. Ekkor minden n ∈ Nλ és x, y ∈ L elemre

[λn, λx], [λ
2
x, λy] ∈ H2. Ennek felhaszálásával könnyen beláthatók az alábbiazonosságok.Legyen αi ∈ S(L) és ᾱi ∈ S(Nλ).1. [α1, . . . , αi, αi+1, . . . , αk] ≡ [α1, . . . , αi+1, α

αi+1

i , . . . , αk] (mod H2);2. [α1, . . . , (αiᾱi), . . . , αk] ≡ [α1, . . . , ᾱi, αi, . . . , αk] (mod H2);3. [α1 · · ·αk, ᾱi] ∈ H2;4. [α1, . . . , αi, ᾱi, . . . , αk] ≡ [α1, . . . , αk] (mod H2).5. Ha az 1., 2. vagy 4. reláiók egyik oldala eleme Hk-nak, akkor a másikoldal is.A 4. reláió bizonyításánál a 3. reláiót használjuk. Az 5. kijelentés H2 ⊳
Hk ⊳ G(L)-b®l következik.Ha L = Nλ, azaz L soport, akkor minden x, y ∈ L esetén λxλy ∈
S(L), tehát ker Φ = L′ = H2 = H3 = . . .. Tegyük tehát fel, hogy |L :
Nλ| ≥ 2 és rögzítsünk Nλ L-beli mellékosztályainak egy B reprezentáns-rendszerét úgy, hogy 1 ∈ B. Vegyük L-nek tetsz®leges x1, . . . , xk elemeit,melyekre λx1

. . . λxk
∈ S(L). Minden elemet xi = nibi alakba írhatunk,ahol ni ∈ Nλ és bi ∈ B. A fenti 2. és 4. pont szerint [λx1

, . . . , λxk
] ≡

[λb1 , . . . , λbk
] (mod H2). A fenti azonosságok és b2

i ∈ Nλ többszöri felhasz-nálásával [λx1
, . . . , λxk

] ≡ [λb′
1
, . . . , λb′m ] (mod H2) adódik, ahol b′1, . . . , b

′
ma B\{1} különböz® elemei. Továbbá λx1

· · ·λxk
= λb′

1
· · ·λb′mλn valamely

n ∈ Nλ elemre, azaz λx1
· · ·λxk

∈ S(L) miatt λb′
1
· · ·λb′m ∈ S(L) is teljesül.Ekkor viszont [λx1

, . . . , λxk
] ∈ Hm (m ≤ |B| − 1).(ii) Az L/Nλ legfeljebb 7 rend¶ 2 exponens¶ Bol-loop, vagyis egy elemiAbel-féle 2-soport (ld. [Bur78℄). Az s = 1 eset triviális, s = 2 nem fordulhatel®. Tegyük fel, hogy s = 4 és legyen B = {1, a, b, ab}. Ekkor minden x ∈ Lelem x = aibj ·n alakban írható. Tegyük fel, hogy λaλb ∈ S(L). Ekkor λi

aλ
j
b ∈
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S(L) és minden x = aibj · n elemre λaλx = λi+1

a λj
b ∈ S(L). Ez azt jelenti,hogy a ∈ Nλ, ami ellentmondás. Ezek miatt viszont λaλbλab ∈ S(L) semlehetséges, hisz ekkor λaλbλab = λn kellene fennálljon, amib®l λaλb ∈ S(L)következik. Így tehát ker Φ generátorai között sak [λn, λx] alakú elemekjönnek szóba. 24.2. Burn-konstrukiók és soportinvariánsaikEgy loopot megadhatunk tisztán soportelméleti módszerekkel is, a bal oldalieltolássoport felhasználásával. Ez a megadási mód a következ® észrevételenalapszik. Ha az (L, ·) loopnál G(L)-et L-en ható permutáiósoportként te-kintjük, az S(L) szelés permutáiók egy élesen tranzitív halmaza.1 Tekintsükmost az S élesen tranzitív halmazt a G soportban. Rögzítsünk egy e ∈ Lelemet. Ekkor S(L) elemeit megindexelhetjük L elemeivel az sx(e) = x elvalapján. Most de�niálhatunk egy m¶veletet L-en: x · y = sx(y). Ezzel am¶velettel (L, ·) akkor és sak akkor loop, ha id ∈ S. Ekkor ugyanis e egy-ségelem, az ax = b megoldása nyilván x = a\b = s−1

a (b), és xa = b megoldásaaz az S éles tranzitivitása miatt egyértelm¶en meghatározott x elem, amelyre
sx(a) = b.Legyen most G tetsz®leges soport U ≤ G részsoporttal és S ⊂ G rész-halmazzal. Tegyük fel, hogy S rendelkezik az alábbi tulajdonságokkal.(S1) S az U jobb oldali mellékosztályainak reprezentáns rendszere.(S2) id ∈ S.(S3) S Bol-típusú, azaz minden s, t ∈ S esetén st−1s ∈ S.Ekkor S egy, az L = G/U mellékosztály-rendszeren ható élesen tranzitívhalmaz, amely egy Bol-loopot határoz meg e = U egységelemmel. Valóban,(S1) miatt S indexelhet® L elemeivel úgy, hogy sx(e) = x (x ∈ L). Rögzítsükmost az a, b ∈ L elemeket, és legyen ab = sa(b). Az el®bbiek szerint

(s−1
a sabs

−1
a )(a) = (s−1

a sab)(e) = s−1
a (ab) = b,viszont (S2) és (S3) miatt s−1

a sabs
−1
a ∈ S, létezik tehát s ∈ S elem, amelyre

s(a) = b. Tegyük fel, hogy a t ∈ S elem szintén bír ezzel a tulajdonsággal.Ekkor az st−1s és s elemek U-nak ugyanabban a mellékosztályában állnak,(S1) miatt st−1s = s, azaz s = t teljesül. Tehát S valóban élesen tranzitívhalmaz.1Vagyis minden x, y ∈ L elempárra pontosan egy s ∈ S(L) elem található, amelyre
s(x) = y.



4.2. BURN-KONSTRUKCIÓK ÉS CSOPORTINVARIÁNSAIK 59Ezek után megadjuk az R.P. Burn nevéhez f¶z®d® looposztályok konst-rukióját. A leírásunk némileg különbözik az eredetit®l, de a vele való ekvi-valenia könnyen belátható.A B4n loopok (n ≥ 2): Tekintsük az α, β, γ elemek és a α2n = β2 =
γ2 = (αβ)2 = id, βγ = γβ reláiók által generált G8n soportot. G8n nyilvánizomorf D4n × Z2-hoz, ahol D4n = 〈α, β〉 4n-rend¶ diédersoport és Z2 =
〈γ〉. Jelölje B4n a 〈β〉 részsoport jobb oldali mellékosztályainak halmazát ésde�niáljuk a az S(B4n) szelést mint

S(B4n) = {α2i, α2j+1β, αkβγ; i, j ∈ Zn, k ∈ Z2n}.Ekkor minden n ≥ 2 esetén S(B4n) kielégíti az (S1), (S2), (S3) feltételeket, afent ismetertetett módon B4n-en értelmezett m¶velet egy valódi Bol-loopothatároz meg.A C4n loopok, n ≥ 2 páros: Tekintsük a
H8n = 〈α, β, γ; α2n = β2 = γ2 = (αβ)2 = id, αγ = γα, βγ = γβαn〉soportot. Legyen C4n a 〈β〉 részsoport jobb oldali mellékosztályainak hal-maza és de�niáljuk az

S(C4n) = {α2i, α2j+1β, αkβγ; i, j ∈ Zn, k ∈ Z2n}szelést, amely C4n-en az el®z®höz hasonlóan egy valódi Bol-loopot határozmeg (ld. [Bur81℄).A két S(B4n) és S(C4n) szelés esetén, a Bol-tulajdonság leellen®rzésétnagyban leegyszer¶síti az az észrevétel, hogy pontosan a λx = α2i elemekreteljesül λxS(L) = S(L). Ez azt jelenti, hogy a B4n és C4n loopok bal nukle-uszának elemeihez tartozó eltolások
S(Nλ) = {α2i; i ∈ Zn}.Ez után a Bol-tulajdonságot már sak az αβ, βγ és αβγ elemekre kell le-ellen®rizni. Hasonló módszerrel az is könnyen meggondolható, hogy a kétszóbanforgó S(B4n) és S(C4n) szelés invariáns halmaz a G8n illetve H8n baloldali eltolássoportban, vagyis a B4n és C4n loopok Burn-loopok.Az alfejezet hátralev® részében a [Nag98a℄ ikk azon eredményeit ismer-tetjük, amelyek pontosan meghatározzák a fejezet elején megadott B4n és

C4n loopokhoz tartozó automor�zmus- és kollineáió-soportokat. Vezessükbe a px = ρ−1
x λ−1

x jelölést. Ekkor az N0 soport generátorai σ1σx = (px, λx)alakban írhatók. A következ® lemma segítségével kiszámítjuk az y-tengely
N0 alatti pályáját.
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B4n,

n páratlan B4n,

n páros C4n,

n ≡ 2(4)

C4n,

n ≡ 0(4)

ker Φ Zn Zn

2
Zn

2
Zn

2

|N0(y-tengely)| n n
2

n n
24.1. táblázat. Φ magja és az y-tengely pályája N0 alatt4.2.1. Lemma. Legyen (L, ·) egy Burn-loop és de�niáljuk a

F = 〈px; x ∈ L〉, U = 〈λ2
x; x ∈ L〉soportokat. EKkor az F (1) és U(1) pályák egybeesnek. Speiálisan, F (1) ⊆

Nλ.Bizonyítás. Felhasználva, hogy S(L) konjugált zárt kapjuk, hogy
(py1

. . . pyk
)(1) = (λ−1

y1
. . . λ−2

yk
. . . λ−1

y1
)(1) = (λ−2

y′

k

. . . λ−2
y′

1

)(1) ∈ U(1),ami azt jelenti, hogy F (1) ⊆ U(1). Másrészt pedig
(λ2

zpy1
. . . pyk

)(1) = (λzλ
−1
y′

1

. . . λ−2
y′

k

. . . λ−1
y′

1

λz)(1) = (p−1
z py′

1
. . . py′

k
)(1) ∈ F (1),ami azt mutatja, hogy F (1) invariáns U alatt. Tehát F (1) = U(1). 24.2.2. Lemma. Legyen (L, ·) egy Burn-loop és legyen U ≤ G(L) egy olyanAbel-soport, amely tartalmazza az összes bal nukleusz elemhez tartalmazóeltolást. Ekkor a Φ−1(U) kollineáió-soport is Abel-féle.Bizonyítás. Tekintsünk egy tetsz®leges (u, v) ∈ Φ−1(U) kollineáiót. Az 1.4.2állítás szerint (u, v) ferde egyeneseken vett hatása λav, ahol a = u(1), s ígya 4.2.1 miatt a ∈ Nλ. Ebb®l következik, hogy λa ∈ U és λav ∈ U . Mivelazonban U Abel-soport, ez azt jelenti, hogy a Φ−1(U) kommutátor-elemeitriviálisan hatnak a vízszintes és a függ®leges egyenesek halmazán, tehát azegész ponthalmazon is. 2Az alfejezet hátralev® részében a [Nag98a℄ ikk azon eredményeit ismer-tetjük, amelyek pontosan meghatározzák a fejezet elején megadott B4n és

C4n loopokhoz tartozó automor�zmus- és kollineáió-soportokat. Gondol-juk meg, hogy a 4.1 táblázat a helyes értékeket tartalmazza. Mint láttuk,



4.2. BURN-KONSTRUKCIÓK ÉS CSOPORTINVARIÁNSAIK 61mind B4n-ben mind pedig C4n-ben, a bal nukleusz elemeihez tartozó eltolá-sok pontosan az {α2i; i = 1, . . . , n} elemek. Tehát Nλ
∼= Zn, és a 4.1.6(ii)tétel szerint kiszámolva ker Φ a 4.1 táblázatban szerepl® értékeket veszi fel.Az y-tengely pályájára vonatkozóan a 4.2.1 lemmát használjuk. A lemmajelöléseivel elmondhatjuk, hogy az N0(y-tengely) x-tengelyre vett vetületepont az F (1) = U(1) halmazt adja. Az U pedig a megfelel® méret¶ ik-likus soport, mint az a B4n és C4n loopok szelésének reláióiból könnyenkiszámítható.Ezzel be is láttuk a következ® tétel els® állítását.4.2.3. Tétel. Legyen (L, ·) a B4n vagy C4n (n ≥ 2) loopok valamelyike. Ek-kor

ker Φ ∼=
{

Zn L = B4n és n páratlan,
Zn

2
különben.Továbbá N0 = ker Φ⋊Ḡ, ahol Φ izomor�zmust indukál a Ḡ ≤ N0 részsoportés G(L) között. Jelöljük Ḡ megfelel® generátorait ᾱ, β̄ és γ̄-val, és δ-val aiklikus ker Φ generátorát. Ekkor ᾱ és γ̄ triviálisan hat ker Φ-n, és β̄δβ̄ = δ−1.Bizonyítás. (Ld. [Nag98a, Theorem 3 és Table 1℄.) Ha L a B4n, n ≥ 2 vagy

C4n, n ≡ 0 (mod 4) loopok valamelyikével izomorf, akkor a 4.1 táblázatszerint ker Φ regulárisan hat az N0(y-teng) pályán. Vagyis ebben az esetben
Ḡ = Ny−tengely választással N0 valóban ker Φ ⋊ Ḡ szemidirekt szorzatkéntírható fel.Tegyük most fel, hogy L = C4n, n ≡ 2 (mod 4). Legyen m = α2(1).Ekkor m rendje n L-ben, m a Nλ iklikus soport egy generátora, és feltehet-jük, hogy a ker Φ egy δ generátora (λ−2

m , id) alakú. Legyen X az x = 1és az x = m
n

2 egyenlet¶ függ®leges egyenesekb®l álló halmaz. De�niál-juk a Ḡ soportot, mint az X halmaz stabilizátorát N0-ban. A βγ elembal eltolás C4n-ben, tekintsük a hozzátartozó (pa, λa) N0-generátort. Mivel
pa(1) = (βγ)2(1) = αn(1) = m

n

2 , ez a generátor felseréli az X két egyene-sét. Ezért |Ḡ : N0,y−teng| = 2 és |N0 : Ḡ| = n/2. Ebb®l következik, hogy
Ḡ ∩ ker Φ = {id}, s így Ḡ transverzális ker Φ-hez.A bizonyítás befejezéséhez megviszgáljuk Ḡ hatását ker Φ-n. Alkalmazzuka 4.2.2 lemmát az U = 〈α, γ〉 soportra, és azt kapjuk, hogy ᾱ és γ̄ kommutál
ker Φ-vel. Továbbá L bármely választása esetén β̄ ∈ Ny-teng, tehát β̄ =

(β, β) ∈ N0,(1,1) és δβ̄ = δ−1. 2A következ® tétel a loopok automor�zmus-soportját írja le. Ez a tételabban az értelemben kilóg a sorból, hogy az eddig tárgyalt soportokkal el-lentétben a loop automor�zmus-soportja nem izotópia-invariáns.2 Legyen2Már a pszeudo-automor�zmusok 1.4.3 de�níiójánál látható, hogy L automor�zmusai
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(L, ·) egy loop u pedig az L egy automor�zmusa. Az uλxu

−1 = λu(x) konjugá-lás útján u a G(L) soport egy automor�zmusát indukálja amely invariánsanhagyja az S(L) szelést és a G(L)1 stabilizátor részsoportot. Fordítva, le-gyen u a G(L) soport egy automor�zmusa, amely a G(L)1 részsoportot ésaz S(L) halmazt normalizálja. Ekkor u a G(L)1 szerinti mellékosztályokon,azaz L-en egy permutáiót indukál, amely �xen hagyja 1-et. Továbbá minden
x ∈ L esetén uλxu

−1 = λy valamely y-ra. Mindkét oldalt 1-re alkalmazvakapjuk, hogy y = u(x), vagyis uλxu
−1 = λu(x) és u ∈ Aut(L).Az általunk vizsgált B4n és C4n loopok mindegyike esetén az 1 stabi-lizátora {id, β}. Els®ként kiszámoljuk ennek a soportnak az Aut(G)-belinormalizátorát, azaz CAut(G)(β)-t, ahol G a G8n és H8n soportok valame-lyike.4.2.4. Lemma. A korábbi jelöléseinket használva megállapítjuk, hogy

CAut(G)(β) ∼=







Z∗
n × S3 ha G = G8n, n páratlan

Z∗
n × D8 ha G = G8n, n páros

Z∗
2n × Z2 ha G = H8n, n > 2 párosTovábbá, minden esetben a CAut(G)(β) soport elemei normalizálják a megfe-lel® szelést, azaz CAut(G)(β) izomorf a megfelel® loop automor�zmus-soport-jával.Bizonyítás. 1. eset: G = G8n, n páratlan. De�niáljuk a G A = 〈α2〉 és

B = 〈αn, β, γ〉 részsoportjait. Mivel |A| = n páratlan, A karakterisztikusrészsoport és G = A ⋊ B. Ezenkívül B = Z(G)〈β〉 is invariáns CAut(G)(β)-ban. Tehát CAut(G)(β) = Aut(A) × CAut(B)(β) ∼= Z∗
n × S3.Másrészr®l pedig S(L) = A{id, αnβ, βγ, αnβγ}. Mivel az

{id, αnβ, βγ, αnβγ}halmaz invariáns CAut(B)(β) alatt, következik az állításunk.2. eset: G = G8n, n páros. Tekintsük az α és γ elemek képét egy lehetsé-ges soport-automor�zmus alatt. A G8n soport reláióinak felhasználásávalmegmutatható, hogy általánosan sak az
α 7→ αiγk, β 7→ β, γ 7→ αjnγeset fordul el®, ahol i ∈ Z∗

2n, j, k ∈ Z2. Számolás útján adódik, hogy ezeka leképezések egy Z∗
n × D8-vel izomorf soportok alkotnak. Továbbá, mivelpontosan az origót �xen hagyó kollineáió-soportnak feleltethet®k meg. Az origó külön-böz® megválasztásakor ez a soport általában különböz® lesz.



4.2. BURN-KONSTRUKCIÓK ÉS CSOPORTINVARIÁNSAIK 63ebben az esetben az automor�zmusokat expliit leírtuk, az is közvetlenülellen®rizhet®, hogy ezek az automor�zmusok invariánsan hagyják a szelést.3. eset: G = H8n, n > 2 páros. A fentiekhez hasonló megfontolások utánkapjuk, hogy ebben az esetben CAut(G)(β) elemeit a
α 7→ αi, β 7→ β, γ 7→ αjnγ, (i ∈ Z

∗
2n, j ∈ Z2)leképezések indukálják, és minden ilyen elem invariánsan hagyja a szelést. 2Megjegyzés. A részletes számolásokat ld. [Nag98a, Lemma 8,9 és 10℄.4.2.5. Lemma. Legyen (L, ·) a tárgyalt loopok valamelyike. Ekkor L mindenbal pszeudo-automor�zmusa automor�zmus.Bizonyítás. Tegyük fel, hogy u egy bal pszeudo-automor�zmus c kísér®elem-mel, azaz minden x, y ∈ L elemre teljesül

(c · u(x)) · u(y) = c · u(xy).Ezt kifejezhetjük az λcu(x)u = λcuλx azonossággal is, amib®l uS(L)u−1 =
λ−1

c S(L) következik.A következ® eredmények [Bur81℄-b®l származnak. Ha L = B4n, akkor az
L f®izotópjainak az alábbi négy szelés szerinti reprezentáió felel meg: S(L),
αβS(L), αβγS(L) illetve βγS(L). Ha n páros, akkor ezek a szelések 3n + 1,
n+3, n+3 illetve n+1 2-rend¶ elemet tartalmaznak. Ha n páratlan, S(L) 3n2-rend¶ elemet tartalmaz, a másik három reprezentáió pedig n + 2 darabot(n > 2). Ez azt jelenti, hogy c sak úgy lehet L bal oldali kísér®eleme, ha
λcS(L) = S(L) teljesül, vagyis c ∈ Nλ és u automor�zmus.Legyen most L = C4n. Ismét használjuk a f®izotópokat, ezek S(C4n),
αβS(C4n), αβγS(C4n) illketve βγS(C4n), amelyek rendre n + 1, n + 3, 3 egy
1 involúiót tartalmaznak. Ha n > 2, akkor a fenti érveléssel látható, hogy
c ∈ Nλ és u automor�zmus. 2Az L = C8 esettel itt nem foglalkozunk, sak a vonatkozó eredménye-ket ismertetjük. A bizonyítás megtalálható a [Nag94℄ ikkben, illetve a kiskomplexitás miatt számítógéppel (pl. a GAP programmal) is könny¶szerrelkiszámolható.A fentiek alapján az alábbi tétel (ld. [Nag98a, Theorem 5℄) minden pont-ját bebizonyítottuk.4.2.6. Tétel. Legyen (L, ·) a B4n vagy C4n (n ≥ 2) loopok valamelyike. Ek-kor Aut(L) ∼=















Z∗
n × S3 ha L = B4n, n páratlan

Z∗
n × D8 ha L = B4n, n páros

Z∗
2n × Z2 ha L = C4n, n > 2, n páros

D8 ha L = C8



64 4. FEJEZET. SPECIÁLIS LOOPOSZTÁLYOKTovábbá ezen loopok mindegyikére igaz, hogy az összes bal oldali pszeudo-automor�zmusuk automor�zmus.Az utolsó tételünk a B4n (n ≥ 2) és a C4n (n ≥ 2 páros) loopok általkoordinátázott 3-hálózat teljes Γ kollineáió-soportját írja le.Jelölje L a felsorolt loopok valamelyikét. Legyen N az L által koordiná-tázott 3-hálózat. Jelöljük P -vel az origó P (1, 1) Γ alatti pályáját. A 4.1.4állítás szerint P függ®leges egyenesek uniója, az x-tengellyel vett metszetepedig azon loopelemeket jelöli ki, amelyek el®fordulnak bal oldali kísér®elem-ként. A mi esetünkben ezek pontosan az Nλ elemei, tehát |P | = 4n2.Vezessük be a Λ0 = 〈α, γ〉 jelölést. Egy Λ0-hoz nem tartozó tipikus αiβγjelem Λ0-beli entralizátorának rendje 4, így ha n > 2, akkor Λ0 az egyetlen2 index¶ Abel-soport G(L)-ben. Nyilván Λ0 regulárisan hat L-en.De�niáljuk a Γ alábbi részsoportjait.
T = {(λm, id) : m ∈ Nλ}, Λ = Φ−1(Λ0),
A = {(σ, σ) : σ ∈ Aut(L)}, M = TΛ.4.2.7. Lemma. Az M soport a Γ egy Abel-féle normálosztója. M izomorfaz Nλ × Λ0 direkt szorzattal és regulárisan hat az origó P pályáján.Bizonyítás. El®ször megmutatjuk, hogy M Abel-soport. A 4.2.2 lemma bi-zonyításában elmondottak szerint Λ és T elemeinek vízszintes és ferde egye-neseken vett hatása eleme az 〈α, γ〉 permutáió-soportnak, ami Abel-féle, sígy M kommutátor-részsoportja triviális.Azt tudjuk, hogy N0 ⊳ Γ, és ker Φ az N0 azon elemeib®l áll, amelyektriviálisan hatnak a vízszintes egyenesek halmazán, tehát ker Φ ⊳ Γ szintén.Ebb®l, és a tényb®l, hogy Λ0 karakteriszikus G(L)-ben, következik, hogy

Λ ⊳ Γ. Nyilván T ⊳ Γ szintén, így M ⊳ Γ.Tekintsünk egy tetsz®leges (u, v) ∈ M(1,1) elemet. Ekkor v ∈ 〈α, γ〉 és
v(1) = 1, tehát v = id. Ebb®l következik, hogy u = λm, m ∈ Nλ, vagyis
u = id szintén.Tekintsük most M hatását a függ®leges egyeseken. Az y-tengely M sze-rinti pályája ugyanaz, mint az y-tengely Γ szerinti pályája, vagyis pontosanaz x = m (m ∈ Nλ) egyenlet¶ egyenesek halmaza. Ezen a halmazon T egyregulárisan ható normálosztó, tehát az M/T kiterjesztés felhasad. De mivel
M Abel-féle, ezért M = My−teng×T . Továbbá M/T ∼= Λ/ ker Φ ∼= Λ0, hiszen
Λ ∩ T = ker Φ.Végezetül |M | = 4n2 = |P |-b®l következik, hogy M tranzitívan, tehátregulárisan hat P -n. 2



4.3. INVOLUTÓRIKUS BOL-LOOPOK 654.2.8. Tétel. Legyen Γ az L loop által koordinátázott 3-hálózat teljes kolli-neáió-soportja, ahol L = B4n vagy C4n (n ≥ 2). Ekkor Γ felírható mint
M ⋊ Aut(L), ahol M egy, az origó Γ-pályáján regulárisan ható Abel-féle kol-lineáió-soport, és Aut(L) hatása a konjugálás szerinti.Bizonyítás. (Ld. [Nag98a, Theorem 6℄.) Az 1.4.2 állításból következik, hogy
Γ(1,1) pontosan A, ami nyilván izomorf Aut(L)-hez. A 4.2.7 lemma szerint Megy a P = Γ((1, 1)) pályán regulárisan ható Γ-normálosztó. Tehát Γ felírható
M ⋊ A ∼= M ⋊ Aut(L) szemidirekt szorzatként. 2Megjegyzés. Ez az eredmény egy érdekes analógiát mutat a soport 3-háló-zatok esetével, mikor is Γ ∼= (G × G) ⋊ Aut(G) (ld. [BS83, Theorem 10.1℄.)4.3. Involutórikus Bol-loopokA 4.1.2 állítás (ii) és (iii) részeib®l adódik, hogy egy L Burn-loop esetén az
L/Nλ faktorloop minden elemének a rendje 2. Az ilyen loopokat involutórikusloopoknak is nevezik (ld. [KS88℄). Fordítva, egy involutórikus Bol-loop kon-jugált zárt, vagyis Burn-loop, hiszen a λxλyλx ∈ S(L) és a λ−1

x λyλx ∈ S(L)azonosságok ekvivalensek. Involutórikus Bol-loop esetén nyilván J = id, s ígya 4.1.2 állítás (i) részéb®l következik, hogy ilyen loopok esetén ker Φ = {id}.A 2.5. alfejezetben megadott 8-adrend¶ Bol-loop példa egy nem-asszo-iatív involutórikus Bol-loopra. Egy másik fontos példa E. Kolb és A.Kreuzer [KK95℄ munkájából származik.Legyen R = F4[[u]] a formális Laurent-sorok gy¶r¶je. R lokális gy¶r¶,minden ideálja (uk) alakú, legyen R(k) = R/(uk). Jelölje x̄ az F4 = {0, 1, τ, 1+
τ}-beli konjugálás R-re illetve R(k)-ra való kiterjesztését (együtthatónként),és de�niáljuk az alábbi m¶veletet.

x ⊕ y =
x + y

1 + ux̄yA 0 ∈ R láthatóan egységelem, az F4 kettes karakterisztikája miatt pedig
x ⊕ x = 0. Megmutatjuk, hogy (R,⊕) Bol-loop.

R-et felfoghatjuk, mint az R hányadosteste által meghatározott a�n egye-nest. Reprezentálja PSL2(R) egy elemét az
La =

(

1 a
uā 1

)mártix, látható, hogy a reprezentált elem az x ∈ R elemmel val bal oldalieltolás. Az
S =

{(

1 a
uā 1

)

; a ∈ R

}



66 4. FEJEZET. SPECIÁLIS LOOPOSZTÁLYOKhalmaz Bol-zárt és tranzitív R-en, tehát élesen tranzitív, és a meghatározott
(R,⊕) loop egy involutórikus Bol-loop. Mivel az összes számolás igaz az R(k)faktorgy¶r¶ben, ezért minden k > 0 esetén (R(k),⊕) véges involutórikus Bol-loop, |R(k)| = 4k. Jelölje G illetve G(k) az R illetve R(k) loopokhoz tartozó baloldali eltolássoportokat, és legyen U = G0 illetve U(k) = G(k),0 az egységelemstabilizátora. Most kiszámoljuk U-t, s ehhez el®ször de�niáljuk az alábbimultiplikatív soportokat.

R1 = {x ∈ R; x = 1 + u(. . .)},
E1 = {x ∈ R1; xx̄ = 1}.Megmutatjuk, hogy U ∼= E1.

La,b = L−1
a⊕bLaLb

=

(

1 a+b
1+uāb

u ā+b̄
1+uab̄

1

)(

1 + ab̄u a + b
u(ā + b̄) 1 + ābu

)

=

(

(1+aāu)(1+bb̄u)
1+ābu

0

0 (1+aāu)(1+bb̄u)

1+ab̄u

)

=

(

1+ab̄u
1+ābu

0

0 1

)

,azaz
La,b(x) =

1 + ab̄u

1 + ābu
· x és U ∼= E1.Tekintsük most a

ϕ : R1 → E1, y 7→ y

ȳleképezést és legyen x ∈ E1 tetsz®leges elem. Ekkor τ + τ 2x ∈ R1 és ϕ(τ +
τ 2x) = x. Tehát E1 = Im ϕ, s mivel ker ϕ = F2[[u]], kaptuk, hogy

U ∼= R1/F2[[u]].Vegyük észre, hogy minden eddigi számolás az R(k) faktorgy¶r¶ben is elvégez-het® és a de�níiók is értelmesek, ezért az utóbbi eredmény U(k) struktúrájátis leírja. Speiálisan, |U(k)| = 2k−1 Abel-soport és |G(k)| = 23k−1.A de�níió felhasználásával rövid számolás útján megkaphatjuk, hogy
Z(R) = ∅ és

Z(R(k)) = {αuk−1; α ∈ F4} ∼= Z2 × Z2.Ebb®l azonnal adódik, hogy
R(k) = R(k+1)/Z(R(k+1)).



4.4. BOL-FÉLE UNIVERZÁLIS 2-LOOPOK 67Egy másik fontos és könnyen leellen®rizhet® tény, hogy egy α ∈ F∗
4 elemmelvaló szorzás loop-automor�zmus, ezek az automor�zmusok nyilván tranzití-van hatnak Z(R(k)) \ {0}-n.Ezek felhasználásával bizonyítjuk a következ® állítást.4.3.1. Tétel. Az (R(k),⊕) involutórikus Bol-loopot két elem generálja.Bizonyítás. k szerinti teljes indukióval bizonyítunk, k = 1 esetén az állításnyilvánvaló. Rögzítsünk egy k > 1 számot, ekkor az indukiós feltétel miatt

R(k−1) = 〈x̄, ȳ〉, ahol x̄ = xZ, ȳ = yZ, x, y ∈ R(k) és Z = Z(R(k)).Tegyük fel továbbá, hogy 〈x, y〉 6= R(k), és rögzítsünk egy x, y ∈ K < Lmaximális részloopot. Elegend® megmutatni, hogy Z ≤ K, mert ekkor az
〈x̄, ȳ〉 ≤ K/Z 6= R(k−1) ellentmondás adódik.Tételezzük tehát fel, hogy Z 6≤ K, és legyen z ∈ Z \ K. K maximalitásamiatt 〈K, z〉 = K〈z〉 = L, tehát |L : K| = 2. Az 1.2.5 állítás (iii) pontjaszerint ekkor K ⊳ L normális részloop.A fent elmondottak szerint az F∗

4 ≤ Aut(L) tranzitívan hat Z \ {0}-n, ígylétezik egy α ∈ F∗
4 elem, amelyre α(z) ∈ K. Legyen N = K ∩ α(K), ekkor

|L : N | = 4 és z, α(z) 6∈ N miatt Z ∩ N = {0}. Vagyis R(k) = N × Z és
N ∼= R(k−1). Ez viszont azt jelenti, hogy |Z(R(k))| > 4, ami nem lehetséges.(A bizonyítás módszerét vö. [Bru58, VI. Theorem 2.3.℄) 2Az alfejezetet involutórikus Bol-loopokhoz kapsolódó nyitott kérdésekkelfejezzük be.1. probléma. Igaz-e, hogy minden véges involutórikus Bol-loop feloldható?A következ® alfejezetben látni fogjuk (4.4.2 lemma), hogy a kérdés ek-vivalens azzal, hogy minden véges involutórikus Bol-loop rendje kett®hat-vány, illetve azzal, hogy a G(L) bal oldali eltolássoport 2-soport. S. Heiss[Hei96℄ munkájában megmutatta, hogy G(L) feloldhatóságából következik,hogy 2-soport, valamint, hogy G(L) nem lehet véges egyszer¶ soport. P.Cameron és Korhmáros Gábor [CK93℄ ikkbeli eredményéb®l követ-kezik, hogy ha G(L) 2-tranzitívan hat L-en, akkor L elemi Abel-soport kelllegyen.2. probléma. Igaz-e, hogy minden L involutórikus Bol-loop esetén a G(L)1stabilizátor részsoport Abel-féle?Az ismert példák esetén a válasz igen.4.4. Bol-féle univerzális 2-loopokEbben az alfejezetben a [Nag98b℄ ikk eredményeit ismertetjük.



68 4. FEJEZET. SPECIÁLIS LOOPOSZTÁLYOK4.4.1. De�níió. Az (L, ·) Bol-loopot 2-loopnak nevezzük, ha minden ele-mének a rendje 2-hatvány és univerzális 2-loopnak nevezzük, ha L mindenizotópja 2-loop.A kulslemma a következ®.4.4.2. Lemma. Egy adott (L, ·) Bol-loop esetén a következ® állítások ekvi-valensek.(i) A loop |L| rendje 2-hatvány.(ii) L univerzális 2-loop.(iii) A G(L) bal oldali eltolássoport 2-soport.Bizonyítás. A G(L) soport tranzitívan hat L-en, ezért (iii)-ból következik(i). Mivel pedig a loop rendje izotópiainvariáns fogalom, és minden elemrendje osztja loop rendjét, így (i)-b®l következik (ii).Tegyük most fel, hogy (ii) teljesül, és rögzítsük az ℓ, m ∈ L elemeket.A (2.1) egyenl®ségb®l tudjuk, hogy a σm Bol-tükrözés az (x, y) pontot az
(m · x−1m, m−1 · xy)-ba viszi. Eszerint a σℓσm = (α, β) kollineáióra teljesül

σℓσm : (x, y) 7→ (ℓ · (m−1 · xm−1)ℓ, ℓ−1 · my).az 1.4.2 állítás alapján kiszámíthatjuk a kollineáió ferde egyeneseken vett γhatását:
γ = λℓ·m−2ℓλ

−1
ℓ λm = λℓλ

−1
m .Az 1.3.7 állítás szerint β = λℓ−1λ−1

m−1 és γ = λℓλ
−1
m egyaránt baleltolások (L, ·)valamely izotópjában, s így a feltétel szerint rendjük 2-hatvány. Létezik tehátegy k természetes szám úgy, hogy (σℓσm)2k �xen hagyja az összes vízszintesés ferde egyenest, azaz (σℓσm)2k

= id. És mivel a Bol-tükrözések invariánshalmazt alkotnak az N = 〈σm; m ∈ L〉 soportban, Baer tétele (ld. [Kur77,71. oldal℄) szerint N 2-soport. Ekkor azonban N0 ≤ N és G(L) = Φ(N0) is2-soportok. 2Ebb®l következik a tétel.4.4.3. Tétel. Minden véges univerzális Bol-féle 2-loop feloldható.Bizonyítás. a 4.4.2 lemma szerint G(L) 2-soport. Tekintsük G(L)-nek egy,az egységelemet is tartalmazó maximális imprimitivitási tartományát, jelöl-jük ezt K-val. Az 1.2.5 állítás (i) és (iii) pontjai miatt K egy 2-index¶normális részloop. Ezzel a bizonyítást be is fejeztük. 2Mint [Nag98b℄-ban geometriai úton beláttuk, Moufang-loopok esetébena 2-loop-tulajdonság univerzális. Továbbá a Moufang-loopok esetében a bal



4.4. BOL-FÉLE UNIVERZÁLIS 2-LOOPOK 69és a jobb oldali eltolássoportok izomorfak és normalizálják egymást. Te-hát a 4.4.2 lemma szerint egy L Moufang-féle 2-loop esetén M(L) 2-soport.Felhasználva [Bru58, VI. Lemma 2.2.℄-t, ezzel új bizonyítást adtunk Glau-bermann és Wright egy tételére.4.4.4. Következmény (Glauberman, Wright [GW68℄). Minden véges Moufang-féle 2-loop nilpotens. 2Megjegyzés. A teljesség kedvéért megemlítjük, hogy ha p > 2 prímszámés L egy Moufang-féle p-loop, akkor Glaubermann Z∗-tétele szerint a baloldali eltolássoport, s így a teljes multiplikáiósoport is, p-soport. A máremlített [Bru58, VI. Lemma 2.2.℄ miatt ebben az esetben is azt kapjuk, hogy
L entrálisan nilpotens.A dolgozatot egy, az el®z® alfejezetben említett 1. problémához kapso-lódó megfontolással fejezzük be. Ha az 1. kérdésre adandó válasz nem, akkora legkisebb létez® ellenpélda egyszer¶ loop. S®t, a következ® tételb®l az iskövetkezik, hogy a legkisebb ellenpéldát két eleme generálja.4.4.5. Tétel. Ha az L Bol-loop bármely két eleme 2-hatványrend¶ részloopotgenerál, akkor L univerzális 2-loop.Bizonyítás. A 4.4.2 lemma bizonyítását �nomítjuk. Legyenek m, ℓ ∈ L tet-sz®leges elemek és K = 〈m, ℓ〉 az általuk generált részloop. Megmutatjuk,hogy az u = λℓλm elem rendje 2-hatvány. Jelöljük u rendjét k-val, és tekint-sük az egységelemet tartalmazó (x0 = 1, x1, . . . , xk−1) u-iklust, xi+1 = u(xi).
K = mK = ℓK miatt u-t megszoríthatjuk K-ra, és az u|K megszorítás (K, ·)-beli eltolások szorzata, azaz u|K a (K, ·) loop egyik izotópjának egy balelto-lása. Ezért mindegyik xi elem K-beli, és a feltétel szerint az (x0, . . . , xk−1)iklus hossza 2-hatvány, vagyis a λℓλm elem k rendje 2-hatvány. A lemmabizonyítását folytatva következik, hogy σℓσm 2-elem, tehát N és G(L) 2-soportok. 2A jelenlegi ismeretek szerint minden véges, 2 elem által generált, involutó-rikus Bol-loop valamely R(k) loop homomorf képe. Adódik tehát a harmadiknyitott kérdésünk.3. probléma. Igaz-e, hogy minden véges, 2 elem által generált, involutórikusBol-loop el®áll, mint valamely (R(k),⊕) loop homomorf képe?
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Summary in EnglishSine the beginning of the loop theoretial researh in the �rst deades ofthis entury, the lass of Moufang loops played an important role. Duringthe study of this lass, several onepts were developed whih turned out tobe e�ient by the investigation of the larger lass of Bol loops as well. Onesuh tool is the ore of the loop whih is strongly related to the inverse map
x 7→ x−1 (f. [Bru58℄, [Gla64℄,[Gla68℄). This involutive map is also onnetedto the symmetries of the 3-net assoiated to the loop. By [FN93℄, we allthese symmetries Bol re�etions.The geometri approah via Bol re�etions greatly simpli�es the studyof some algebrai properties, like isotope invariant onepts, and gives amore preise knowledge of the relations between the orresponding geometri,algebrai and group theoretial onepts.The theory of Bol re�etions an be extended or applied in di�erent di-retions. One possible diretion is the subjet of �nite Bol and involutorialBol loops, this is linked with our open questions at the end of the disserta-tion. Another potential appliation is the theory of algebrai B-loops, wherethe �rst natural step ould be the desription of the algebrai ommutativeMoufang loops.The aim of the �rst hapter is to give a summary about the mostimportant elements of the theory of quasigroups, loops and 3-nets. Thenew result of this hapter are Theorems 1.2.8. and 1.5.3., where we provea 1-1 relation between the nulei of the loop, the entralizer of the respetivetranslation groups and the groups of ollineations �xing a given parallel lassof lines.In the seond hapter we investigate algebrai and geometri propertiesof Bol and B-loops using the onept of the ore of a Bol loop and theBol re�etions. The main result of the hapter (Theorem 2.3.3.) gives ageometri haraterization of those Bol loops, in whih the inverse map is aright pseudo-automorphism: In the Bol loop (L, ·), the inverse map x 7→ x−171



72 SUMMARY IN ENGLISHis a right pseudo-automorphism if and only if the ollineation group Nx-axisstabilizes some point of the x-axis.In this new approah we give an overview on the loop theoretial resultsof G. Glauberman and prove a struture theorem for B-loops.The main result of the third hapter (Theorem 3.2.4 and 3.2.5) laimsthat the lass of groups with triality orresponds to the lass of Moufang3-nets via Bol re�etions. These theorems generalize Doro's triality fun-tor ([Dor78℄) for 3-nets. We also desribe the most important steps of thelassi�ation of �nite simple Moufang loops due to [Lie87℄. Finally, we givethe onstrution of the division ring of Cayley numbers and Paige's lass ofsimple Moufang loops.In the fourth hapter we onsider speial loop lasses. In Setion 4.1, weprove some algebrai properties of the lass of left onjugay losed and Burnloops, and we investigate the kernel of the homomorphism Φ : N0 → G(L)(Theorem 4.1.6.). In Setion 4.2, we desribe the loop onstrutions given in[Bur78, Bur81℄ in details. These loops belong to the lasses onsidered in theprevious setion. Using the earlier results, we expliitly alulate the groupof automorphisms and ollineations belonging to these loops and their 3-nets(Theorems 4.2.3., 4.2.6. and 4.2.8.).In Setion 4.3 we investigate Bol loops of exponent 2. These loops turnout to be of Burn type. There are quite few known examples for suh loops,any of them arises form a onstrution given in [KK95℄. We prove that theseloops are generated by two elements (Theorem 4.3.1.). The universal 2-loopproperty onsidered in Setion 4.4 is motivated by the previous examples. Inthis setion, we give neessary and su�ient onditions for the solvability ofBol 2-loops: By Theorem 4.4.3., any �nite universal Bol 2-loop is solvable,and by Theorem 4.4.5., if any two elements of a Bol loop generates a subloopof 2-power order then the loop is solvable. This theorem relates Theorem4.3.1. to the following open questions.Problem 1 Are all �nite involutorial Bol loops solvable?Problem 2 Is the stabilizer G(L)1 Abelian for any �nite involutorial Bolloop L?Problem 3 Is any �nite involutorial Bol loop, whih an be generated by twoelements, homomorphi image of an (R(k),⊕)?The results of this paper are alled Theorems (Tétel) or Propositions(Állítás). Almost all of these ontain new results. In some ases, the resultsimply new proofs of existing theorems.
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