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Bevezeto

Mar az éltaldnos iskola 6ta ismeretes, hogy derékszogti koordindrendszer
bevezetésével a euklideszi sik és a haromdimenzios tér pontjait illetve kii-
16nb6z6 geometriai objektumait valés szdmparokkal és szamharmasokkal
torténé szamoldssal is le tudjuk irni. Ezen objektumok egy részének ese-
tében a val6s szamtestnek csak a testaxiomakban megadott tulajdonsagait
hasznaltuk ki. Példaul egy egyenes pontjai egy adott linedris dsszefiiggés-
nek eleget tevé szampdrok halmazédnak felel meg; egy linearis egyenlet
telirasakor pedig csak azt hasznaltuk ki, hogy R-ben van egy jol definialt
Osszeadds- és szorzdsmiivelet. Ez azonban nem a val6s szamok sajatos-
sdga, hanem ami minden testben definici6 szerint teljestil.

Ezzel szemben példdul a konvexitds fogalmanak leirdsakor azt is ki-
hasznéljuk, hogy R-en értelmezve van egy ,, <” rendezési relaci6, ami tel-
jes rendezés és jol illeszkedik R testmiiveleteihez (pl. az 0sszeadds mo-
noton). Mint ismeretes, a komplex szdmok testén nincs ilyen rendezési
relacio.

A tovabbiakban olyan geometriai objektumokat fogunk vizsgalni, me-
lyek a négy alapmtivelet segitségével mar koordinatazhatéak. Algebrabol
ismeretes, hogy az 0sszeadds és a szorzas segitségével elballithato fiiggvé-
nyek pontosan a polinomfiiggvények. Altaldnosan tehat azt mondhatjuk,
hogy a vizsgalt objektum mindig egy polinomfiiggvény &ltal meghataro-
zott struktdra. A geometridban ez a tulajdonsagot gyakran az ,algebrai”
jelzével jellemzik, ebben az értelemben beszélhetiink algebrai halmazok-
rol, algebrai gorbékrol, algebrai csoportokrél, stb.

A tovabbiakban transzformdcidcsoport alatt mi mindig egy olyan csopor-
tot értiink, melynek elemei egy geometriai-algebrai struktira automorfiz-
musai. Munkdnk sordn a csoportelemeket tobbnyire matrixok irjak le, me-
lyek elemi egy rogzitett testbdl valok. Ebbdl lathatd, hogy az téma megér-
téséhez szdmos csoportelméleti, linedris algebrai és testelméleti ismeretre
van sziikségiink, ezeket az el6adés elején nagy vonalakban attekintjiik.

Ezt kovetden els6ként a legegyszertibb geometriai struktira, az egye-
nes, majd az affin és a projektiv tér transzformacidit vizsgaljuk, majd a
vizsgélatokat kiterjesztjiik a masodfoku egyenletekkel megadhat6 halma-
zokra (kupszeletek és hiperboloidok) is. Ezek sordan a matematikdban
alapvet6 fontossagu csoportokkal ismerkediink meg kozelebbrdl, az ezek-
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BEVEZETO 3

re vonatkoz6 eredményeket geometriailag szemléletessé téve fogjuk meg-
gondolni. (Jéllehet a kiilonbségtétel a geometriai és a linedris algebrai
modszerek kozott nem mindig konnyfi, s6t megitélésiink szerint a legtobb
esetben a kiilonbségtételnek nincs is értelme.)

Ez ajegyzetvazlat a JATE matematika tandrszak Transzformdciécsoportok
cimii blokktargyahoz ir6dott. A szerzé minden hibaval és pontatlansag-
gal kapcsolatos megjegyzést szivesen fogad a nagyg@math.u-szeged.hu e-
mail cimre.

Az el6adashoz sajnos jelenleg nincs magyar nyelvii szakirodalom. Ide-
gen nyelveken az aldbbi mtiveket javasoljuk.

Artin: Geometric Algebra

D. Taylor: The Geometry of Classical Groups

Huppert: Endliche Gruppen L
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1. fejezet

Csoportelméleti alapfogalmak

1.1. Csoportok

Az algebréabdl j6l ismert csoportfogalomnak szamos kiilénb6z6 definicidja
ismeretes. Ezek ekvivalencidjat nem kiilondsebben nehéz meggondolni.
Mi az alabbi definici6ét adjuk meg.

1.1. Definicié. Legyen adott a G halmaz a rajta értelmezett ,,-” szorzdsmilvelet-
tel. A (G, -) pdr csoportot alkot, ha az aldbbi axiémdk teljesiilnek.

(G1) (Asszociativitds.) Minden x,y,z € G elem esetén (x-y) -z =x-(y - 2)
teljesiil.

(G2) (Egységelem.) Létezik eqy egyértelmiien meghatdrozott e € G elem, amely-
re x -e = e - x = x teljesiil minden x € G esetén.

(G3) (Inverz.) Minden x € G elemhez létezik egy egyértelmiien meghatdrozott
x~1 € G elem, amelyre teljesiil x - x ' =x71 - x =e.

A (G2) axiéma miatt minden G csoportnak van legaldbb egy eleme. Egy
(G, -) csoportot kommutativnak vagy Abel-félének neveziink, ha az asszocia-
tivitds mellett a kommutativités is teljesiil, azaz xy = yx minden x,y € G
esetén.

1.1. példa. A Z,Q, R vagy C szdmhalmazok barmelyike csoportot alkot az
Osszeaddsra mint mtiveletre nézve.

1.2. példa. AQ* =Q\ {0},R* =R\ {0} és C* = C\ {0} halmazok csopor-
tot alkotnak a szokdsos szorzdsmiivelettel.

1.3. példa. A vektorterek csoportot alkotnak az 9sszeadassal.

Az eddigi példak mind Abel-féle csoportot hatdroznak meg.
1.4. példa. A nem nulla determindnst n x n-es matrixok csoportot alkot-
nak a kozonséges matrixszorzds miiveletével.

1.5. példa. Az itt szerepl6 két példa joval altaldnosabb, és a késébbiekben
hasznalt csoportok igen széles korét feloleli. Tetsz6leges X halmaz esetén
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1.1. CSOPORTOK 7

definidlhatjuk az X-en értelmezett bijektiv leképezések halmazat:
S(X) = {a: X — X bijektiv leképezés}.
Ha X-en egy adott Z strukttra is értelmezve van, akkor legyen
S(X,2) = {a: X — X bijektiv leképezés, amely meg6rzi a X struktarat}.

A 3 lehet pl. egy geometriai alakzat, egy tadvolsagfiiggvény, egy rendezési
relacio, stb. Ezekeben az esetekben beszéliink a szimmetridk, az izomet-
ridk, monoton leképezések, stb. csoportjarél. A szorzdsmiivelet mindkét
esetben a leképezések egymads utani elvégzése: f,g: X — X esetén

fog:X—X, (f 0 @)(x) = f(g(x)).

Ez a mfivelet mindig asszociativ, hiszen
(f o (g o M)(x) = f((g o h)(x)) = f(g(h(x)))
és
((f 0g) o )(x) = (f 0 g)(h(x)) = f(g(h(x))),
azaz f o (g o h) = (f 0 g) o h. A miivelet egységeleme nyilvan az
id: X — X, id(x) = x

identikus leképezés. Az f leképezés inverzének létezése pedig egyenér-
tékli f bijektivitdsaval, hiszen ekkor minden y € X elemre pontosan egy
olyan x € X elem létezik, amelyre y = f(x) teljesiil. Ezt az elemet x = f~!(y)
modon jeldlve az f1: X — X bijektiv leképezés az f kétoldali inverze:
fof=fTlof=id

Azt is konnyen meg lehet gondolni, hogy a leképezések S(X,X) hal-
maza is csoport, hiszen ha f, ¢ megd6rzi a X strukturat, akkor ezek szorzata
és inverzei is meg0drzik azt.

Az aldbbi példa ez utébbi megfontoldst probélja szemléltetni, a kés6b-
biekben gyakran fogjuk 6t hasonl6 célokra felhaszndlni.
1.6. példa. Legyen X = T egy tetszOleges test, G pedig az

G={f:T—>T:f(x)=ax+b,acT beT}

els6fokt polinommal megadhat6 transzformdacidk halmaza. Kénnyen le-
ellendrizhetd, hogy az ilyen transzformdcidk bijektivek. Teljesiil tovabba
f(x) =ax+bés g(x) = cx +d esetén

(fog)(x) =acx+ad+b, és f'(x)=a'x—a'b.
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Ezek a transzformacidk tehat csoportot alkotnak, ezt a csoportot affin line-
dris csoportnak nevezziik és a tovdbbiakban AGL-el jeldljiik.

Az is kdnnyen lathat6, hogy a harom utolsé példank altaldban nem-
kommutativ csoportot hataroz meg.

A kovetkezdkben 0sszegytijtottiik a csoport fogalmahoz tartozé fonto-
sabb alapfogalmakat és ezek f6bb tulajdonsdgait. A tovabbiakban (G, -)
mindig egy csoportot jelol.

1.2. Részcsoportok, mellékosztalyok

A G halmaz egy H részhalmazat részcsoportnak nevezziik, ha H zart a szor-
zésra (H - H C H) és az inverz képzésre (H™! C H). Ennek jele: H < G.

A H < G részcsoport szerinti jobb oldali mellékosztilynak nevezem a G
halmaz Hx = {hx|h € H} alakt részhalamzait. Hasonl6 médon definial-
hatom a xH alaku bal oldali mellékosztdlyokat. A kés6bbiekben tobbnyire a
jobb oldali mellékosztalyokat fogjuk hasznalni, ezek halmazat G/H jeldli.
Trividlis médon tudunk a H bal és jobb oldali mellékosztalyai kozott egy
bijekciot l1étesiteni, igy tehat a H bal és jobb oldali mellékosztalyainak a
szama megegyezik. Ezt a szamot a H indexének nevezziik és |G : H|-val
jeliljiitk. Ha G véges, akkor |G : H| = |G| : |H|. Ebbdl rogton kovetke-
zik Lagrange tétele, miszerint H < G esetén a H részcsoport rendje osztja
a G csoport rendjét. Minden G-nek van legaldbb két részcsoportja, ez {1}
illetve maga G, ezeket G trividlis vagy nem valddi részcsoportjanak nevez-
ziik.

1.3. Normalosztok, homomorfizmusok

Egy N < G részcsoportot normdloszténak neveziink, ha a jobb és bal ol-
dali mellékosztalyai megegyeznek, azaz xN = Nx teljesiil minden x € G
esetén. Ezt N < G-vel jeloljikk. Ebben (és csak ebben!) az esetben a G/N
mellékosztadlyok maguk is csoportot alkotnak, amit a G csoport N szerint
faktorcsoportjanak neveziink. A trivialis részcsoportok nyilvan egyben nor-
malosztok is.

Legyenek adottak a G; és G, csoportok. A o : Gy — G, leképezést ho-
momorfizmusnak nevezziik, ha megtartja a szorzdsmfiveletet, azaz a(x) -
a(y) = a(xy) minden x, y € G; esetén. Kénnyen beldthatd, hogy ekkor o
az invertdlast is megorzi, valamint a G; csoport a(G;) képe a G,-nek egy
részcsoportja. Ha o egyben egy bijektiv leképezés is Gy és G, kozott, ak-
kor izomorfizmusnak nevezziik, a G; és G, csoportokat pedig izomorfaknak.
Ha G; = Gy = G, akkor a-t automorfizmusnak hivjuk. A G csoport auto-
morfizmusainak halmaza egy S(X, Z)-tipust csoport, ahol X = G, X pedig
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a csoportstruktiara. Ezt a csoportot G automorfizmuscsoportjanak nevez-
ziik és Aut(G)-vel jeloljiik.

Egy o : G — G, homomorfizmus magjinak nevezziik és ker a-val je-
16ljik a G; azon x elemeinek a halmazat, amelyekre a(x) = 1. (Itt az 1
értelemszertien a G, csoport egységelemét jeloli.) Konnyen ellenérizhet,
hogy ker a < G, a csoportok homomortfia-tételeibdl pedig kovetkezik, hogy
G/ ker o izomorf a a(G) képpel.

1.4. Konjugdalas, a csoport centruma

Legyen c a G csoport egy rogzitett eleme és definidljuk a ¢, : G — G leké-
pezést:

©0e(x) = cxc ™, xe€G.

Ezt a leképezést a c elemmel val6 konjugdldsnak nevezziik. Kénnyen leel-
lendrizhets, hogy ¢, bijektiv, s6t megtartja a szorzést, azaz ¢, € Aut(G).
Ezen tdl, p. 0 5 = @4 teljesiil minden c,d € G esetén, azaz a

P e QO

leképezés egy G — Aut(G) homomorfizmus. Ebbdl az is kovetkezik, hogy
a . alakti automorfizmusok Aut(G) egy részcsoportjat alkotjadk. Ennél
tobb is igaz, ezek egy normalosztét alkotnak. Vegytink ugyanis egy tet-
szbleges o € Aut(G) automorfizmust, ekkor

(apca™)(x) = alca™ (x)c™h) = ale)xalc™) = Yae ().

Azt kaptuk, hogy ap.a™! = ©Pae)- A @ alakt automorfizmusokat a G
csoport belsd automorfizmusainak is nevezziik, és az altaluk alkotott csopor-
tot InnAut(G)-vel jeldljtik.

Erdemes megvizsgalnunk a ¢ : G — Aut(G) homomorfizmus magjat.
Ezt azon ¢ € G elemek alkotjdk, amelyekre ¢ = id, azaz minden x € G-re
x = cxc~'. Ez ekvivalens azzal, hogy cx = xc (Vx € G), magyaran c a G
Osszes elemével felcserélhets. Az ilyen elemek halmazat a G centrumdnak
nevezzilk, és Z(G)-vel jeloljiikk. A homomorfia-tételek szerint tehat

InnAut(G) = G/ Z(G).
Végiil, a definicidk alapjan kijelenthetjiik, hogy egy H < G részcsoport ak-

kor és csak akkor normalosztd, ha H invaridns a bels automorfizmusokra
nézva, azaz ¢.(H) C H teljestil minden c € G elemre.
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1.5. Kommutatorrészcsoport

A G csoport egy masik fontos normélosztéja a G kommutdtorrészcsoportja.
Ennek a konstrukciéja kissé bonyolultabb. El6szér minden x,y € G cso-
portelemre definidljuk az

[x,y] = x’ly’lxy

kommutétor elemet. Természetesen, ha az x és y elemek felcserélhetdek,
akkor [x,y] =1, és forditva. A G’ kommutatorrészcsoport a kommuta-
tor elemek altal generalt részcsoport, azaz azon legsziikebb részcsoport,
amely tartalmazza az 6sszes kommutator elemet. A kommutétor elemekre
nyilvan teljestil ¢ ([x, y]) = [pc(x), ©c(¥)], Vx,y,c € G, tehat azt mondhat-
juk, hogy a kommutétor elemek halmaza invaridns a konjugéldsra nézve.
Ekkor viszont az éltaluk generélt G’ részcsoport is invaridns, azaz G’ nor-
maloszto.
Tekintsiik a G/G’ faktorcsoportot. Nyilvan minden x, y € G-re

[xG', yG'] = [x,y]G'.

Viszont definici6 szerint [x,y] € G/, azaz [x,y]G' = G'. Eszerint (xG')~! -
(yGN1- (xG) - (yG') = G, amibdl (xG') - (yG') = (yG') - (xG') kovetkezik,
azaz a G/G’ faktorcsoport Abel-féle. Ennél még egy kicsit tobb is igaz:
barmely N < G esetén a G/N faktorcsoport akkor és csak akkor lesz Abel-
téle, ha G’ < N. Ezt most nem bizonyitjuk, jéllehet a bizonyitdsa nem
nehéz.



2. fejezet

A csoporthatas fogalma

2.1. Transzformaciécsoportok

Az eddigiekben a csoport absztrakt definici¢jat adtuk meg. Most viszont
a targyaland6 csoportokhoz hozzérendeliink egy Q alaphalmazt is, igy a
csoport elemei mar nem csupdn absztrakt reldcioknak eleget tev$ szimbo-
lumok, hanem egy konkrét halmaz 6nmagéra vett bijektiv leképezései.

A fejezet tovabbi részében (G, ) mindig egy csoportot fog jelolni, Q
pedig egy halmazt. A csoportelemeket ¢,¢1,82,...,h,h1,hy,... kis latin
bettik jelolik, a G egységelemét pedig 1. Q-t alaphalmaznak vagy ponthal-
maznak, az elemeit pedig pontoknak hivjuk, és kis gorog bettikkel o, 3, . ..
jeloljik.

2.1. Definicié. Legyen Q eqy tetszileges alaphalmaz. A G < S(Q) alakii csopor-
tokat Q-n hat6 transzformdcidcsoportoknak nevezziik. Abban az esetben, ha
Q véges halmaz, akkor szokds permutédciécsoportokrol is beszélni.

Transzformécidcsoportok esetén a csoportmiivelet mindig a leképezések
szorzata, az f, g transzformaci6 esetén ezt a szorzatot az f o g jelolés he-
lyett gyakran fogjuk csak fg-vel jelolni.

Rogzitstink egy Q-n haté G permutacidécsoportot. Ekkor Q-n értel-
mezni tudunk egy ekvivalenciareldciét, nevezetesen, a ~ (3 akkor és csak
akkor, ha létezik ¢ € G elem tgy, hogy g(«) = 3. Ez valéban ekvivalenci-
arelécio, hiszen id(o) = « (reflexivitas), ¢(a) = (3 esetén ¢ 1(3) = a (szim-
metria) és g(a) = B3, h(B) = 7y esetén pedig (gh)(a) = (B (tranzitivitas) tel-
jesiil. Ehhez az ekvivalenciareldci6hoz tartozik egy osztdlyozas, ennek az
ekvivalenciaosztélyait nevezziik G pdlydinak Q-n. Ily médon tehat az Q
halmaz felbomlik G-palyak diszjunkt unidjara.

2.1. példa. Legyen Q az euklédeszi sik pontjainak halmaza, G pedig az
origd kortili forgatasok csoportja. Ekkor G minden pélydja egy origd ko-
zéppontt kor, G nem tranzitiv.
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2.2. A tranzitivitas fogalma

2.2. Definicié. Legyen G eqy Q-n haté transzformdciécsoport.

(T1) Azt mondjuk, hogy a G transzformdcidcsoport tranzitivan hat Q-n, ha
csak egyetlen pdlya van, azaz, ha barmely o, 3 € Q elempdrhoz létezik
g € G, amelyre g(o) = (3.

(T2) Azt mondjuk, hogy a G transzformdcidcsoport élesen vagy szigortian
tranzitivan hat Q-n, ha birmely o, 3 € Q elempdrhoz létezik egy egyér-
telmilen meghatdrozott ¢ € G, amelyre g(o) = 3.

(T3) Azt mondjuk, hogy a G transzformdciécsoport k-szorosan tranzitivan
vagy roviden k-tranzitivan hat Q-n, ha barmely két, kiilonbozo pontok-
bol dll6 (v, - .. ,ap), (B, -- -, Bk) € QF pont-k-as pdrhoz! létezik ¢ € G,
amelyre g(ou) = B, . .., §(ow) = Br.

(T4) Azt mondjuk, hogy a G transzformdciécsoport élesen k-tranzitivan hat
Q-n, ha a kiilonboz pontokbél dllé (o, . .. ,ax), (B, - - . , Br) € QF pont-
k-as pdrhoz létezik egy egyértelmiien meghatdrozott ¢ € G transzformidcio,
amelyre g(a) = B, ... ,8(ow) = Bk

Egy tovéabbi fontos fogalom a transzformdciécsoportok elméletében a sta-
bilizdtor részcsoport: Tetsz6leges a € Q esetén G, jeloli azon G-beli g elemek
halmazat, amelyek fixen hagyjak az o pontot,

Go ={g € G;g(a) = }.

Nyilvan G, < G részcsoport. Az aldbbi tétel megmutatja, hogy hogyan
tudjuk leirni a G k-tranzitivitasat a stabilizatorok segitségével.
2.2. példa. Az AGL affin linedris csoportban a 0 € T elem stabilizatora az

AGLy={f:T—T: f(x)=ax, a € T}

leképezések csoportja. Gondoljuk meg, hogy AGL, izomorf a test T* mul-
tiplikativ csoportjaval.

2.3. Tétel. Legyen G egy Q-n haté transzformdciécsoport.

(i)  Minden g € Gés a € Q elemre teljesiil § G, § ' = Gg(a)-

(i) Ha G tranzitivan hat Q-n, akkor a kiilonbozo pontokhoz tartozo stabilizd-
torok eqymds konjugdltjai.

(iii) G akkor és csak akkor hat szigorian tranzitivan Q-n, ha tranzitivan hat,
és valamely (s igy barmely) o pont esetén G, = {id}.

'Ezt gy kell érteni, hogy i # j esetén a; # «; és (; # (j. Ezzel szemben «; = 3
megengedett.
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(iv) G akkor és csak akkor hat (élesen) k-tranzitivan Q-n, ha tranzitivan hat és
valamely (s igy bdrmely) o pontra G, (élesen) (k — 1)-tranzitivan hat az
Q\ {«a} halmazon.

Bizonyitds. Rogzitsiik az v € Q és ¢ € G elemeket és legyen 3 = g(a). Ha
h € G,, akkor

(8hg™H(g(a)) = (gh)(a) = g(av),

azaz pg(h) € Gga) s pg(Ga) C Gg(o). Ugyanezt alkalmazva a g’ = g' és
o' = g(a) elemekre kapjuk, hogy ¢,-1(Gy()) € Go, ami g1 = cpgl miatt azt
jelenti, hogy ©¢(G.) = Gy()- Ez pontosan (i), és (ii) is kozvetleniil ad6dik.

Ha G szigortan tranzitivan hat, akkor az a-t dnmagara képezd elem
is egyértelm{ien meg van hatdrozva, tgyhogy ez csak az identitas lehet.
Forditva, tegyiik fel, hogy G tranzitivan, de nem élesen tranzitivan hat.
Ekkor van olyan (3,7 € Q, hogy léteznek kiilonb6z6 g1,¢, € G elemek,
amelyre ¢1(8) = ¢2(8) = . Legyen h = g;'¢», ekkor h # id és h(3) = (3,
azaz G # {id}. De a tranzitivitds miatt minden strabilizdtor részcsoport
G, konjugdlt Gs-hoz, igy G, # {id} adja (iii)-t.

Tegyiik fel, hogy G k-tranzitiv, és vélasszunk két, kiilonb6z6 pontokbol
allé (aq, ..., 1),(B1,. .., Pr1) pont (k — 1)-est Q \ {a}-bol. Ezt kiegé-
szithetjlik két, kiilonb6z6 pontokbol all6 (av, . .. , a1, @), (B1, . .. , Br-1, )
pont k-assd. A k-tranzitivitas miatt létezik ¢ € G, amire

glon) =B, ... ,8(u_1) = Brea és gla) = a,

azaz § € G, és G, k-tranzitiv Q \ {a}n.

Forditva, tegyiik fel, hogy G tranzitiv és G, (k — 1)-tranzitiv valamely
rogzitett o € Q-ra. Rogzitstink két megfelel6 (aq, ... , ax), (61, ... , Bi) pont
k-ast. A tranzitivitas miatt 1étezik g1, g» € G agy, hogy g1(ax) = £2(5k) = .
Legyenek &; = ¢1(a;) és Bi = ¢2(3), i =1,... ,k — 1. Ekkor G, (k — 1)-
tranzitivitdsa miatt pedig léteznie kell egy g3 € G, elemnek, amire g3(&;) =
Bi,i=1,...,k—1. Legyen h = g,'¢:¢1. Konnyen leellendrizhets, hogy
h(ay) = B; teljesiil minden i =1,... ,k esetén, amivel (iii)-t is belattuk (1d.
a 2.1 4brat).

Végiil az élesen k-tranzitiv eset megkaphato, ha az utébbi gondolatme-

netet kibévitem az (iii) pont bizonyitdsdnak gondolatmenetével. O
2.3. példa. Legyen n egy természetes szdm és X az {1,2,...,n} halmaz.

Ekkor az S(X) csoport jelolésére az S, jelet haszndljuk, és a csoportot az
n-edfokd szimmetrikus csoportnak nevezziik. Kénnyen meggondolhato,
hogy S, n-szeresen tranzitivan hat {1,2,... ,n}-en.

2.4. példa. Legyen Q az euklédeszi sik pontjainak halmaza, G pedig a
parhuzamos eltolasok csoportja. Ekkor G szigortian tranzitivan hat Q-n.
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4 Q\
h=g'ogsog

a1 - T T T T T =< B

2.1. dbra. A k-tranzitivitas és (k — 1)-tranzitivitds kapcsolata.

2.5. példa. Az 1.6 példaban szerepld AGL affin linedris csoport egy élesen
2-tranzitiv transzformaciécsoport at Q = T halmazon. Valéban, ha rogzi-
tink (x1,x2), (1, y2) € T? szamparokat Ggy, hogy x; # X, ¥1 # Ya, akkor
az

axy +b =y, axy +b =y
egyenletrendszer egyértelmtien megoldhato:

Moy, M-

a= o
X1 — X2 X1 — X2
Lathato, hogy az x1 # x,, 11 # Y. feltételek teljesen ki is vannak hasznalva,
hiszen kiilonben vagy nem lenne 2 meghatdrozva, vagy pedig a = 0 lenne,
ami nem hataroz meg AGL-beli transzforméciot.

Az egyértelmii megoldhatésag természetesen szorosan Osszefiigg az-
zal a j6l ismert geometriai ténnyel, hogy az affin sikon két pontot pontosan
egy egyenessel lehet 0sszekotni. (2.2 dbra.) Geometriailag is nyilvanvalo,
hogy az x1 # x2, y1 # y, feltételek sziikségesek, hiszen fuiggtleges vagy
vizszintes egyenesek nem hatdroznak meg megfelel6 a értéket.

2.3. Csoporthatas

A kovetkez6 definici6 kis mértékben altaldnositja a transzformaciécsoport
fogalmat.
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4 y=ax+b

(x2,Y2)

(x1,Y1)

2.2. abra. Az AGL csoport 2-tranzitivitasa

2.4. Definicié. Legyen G egy csoport, Q pedig egy tetszileges halmaz. Egy f :
G x Q — Q leképezést csoporthatdsnak nevezziik, ha teljesiilnek az aldbbiak.

(H1) f(1,a) = o, minden o € Q esetén.
(H2) f(gh,a) = f(g, f(h,)), minden o € Q és g,h € G esetén.

Ha a szébanforgd f hatés a szovegkornyezetbdl egyértelmiien meghata-
rozott, akkor az f(g, @) = g.« jelolést alkalmazzunk. Ebben az esetben a
két definial6 tulajdonsdg egyszertien 1.ac = « és g.(h.at) = (gh).« alakban
irhaté.

Nyilvdn minden Q-n hat6 transzformdciécsoport egyben csoporthatds
is Q-n a g.a = g(a) értelemben. Valdjdban a csoporthatds csak annyival
altalanosabb, hogy megengedjuk, hogy 1 # h € G elem trividlisan hasson
Q-n, azaz h.a = « &lljék fent minden o € Q pontra. Ha minden G-beli
elem trividlisan hat, akkor azt mondjuk, hogy a csoporthatas trividlis.

2.6. példa. Minden G csoport szigortian tranzitivan hat sajat magén, ha a
hatast a jobbrol szorzdssal definidljuk: g, € G esetén legyen g.av = gav.

2.7. példa. Minden G csoport hat sajat magéan a konjugalassal, azaz ha a
csoporthatést (mint mar korabban) h.¢ = ¢;,(g) = hgh™! definialja. Ekkor
a Z(G) centrum elemei mind trividlisan hatnak G-n. Ha G Abel-csoport,
akkor maga a csoporthatds is trivialis.

2.8. példa. Legyen G egy tetszbleges csoport, H < G pedig egy részcso-
port. Definidljuk G hatdsat a H bal oldali mellékosztalyain a jobbrol szor-
zassal, azaz g.(aH) = gaH. Ez nyivan csoporthatas, tovdbbd ha H norma-
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loszt6 és h € H, akkor haH = a-hH = aH, azaz a H-beli elemek trividlisan
hatnak.

Vildgos, hogy a tranzitivitds kiilonb6z6 formdinak definiciéi mind ér-
telmesek altalanos csoporthatas esetén is, tovabba a 2.3 tétel is véltoztatds
nélkiil kiterjeszthet6. A fentiek koziil a 2.8 példa tranzitiv, de H # {1} ese-
tén nem élesen tranzitiv; H = {1} estén pedig a 2.6 példéaval ekvivalens.
A 2.7 példabeli hatas biztos, hogy nem tranzitiv, mert az egységelemet
minden G-beli elem fixen hagyja.

A kovetkezd tétel azt mondja ki, hogy az utols6 példa lényegében az
altalanos esetet irja le tranzitiv csoporthatés esetén.

2.5. Tétel. Legyen G egy Q-n tranzitivan haté csoport, és rogzitsiink egy o € Q
elemet. Ekkor G ,ugyanigy” hat Q-n mint a G/G,, mellékosztdlyok halmazdn.
Azaz, létezik eqy s : Q — G/G,, bijektiv megfeleltetés 1igy, hogy minden ¢ € G
esetén s(g.a) = g.s(cv).

Megjegyzés. Ha a G csoport hat az Q; és az Q, halmazokon, és léte-
zik egy s : Q; — Q, bijekci6 a fenti tulajdonsédggal, akkor a két hatast G-
ekvivalensnek mondjuk.

Bizonyitds. Minden 3 € Q esetén értelmezziik az

X3 ={g€Gga=p}

halmazt. Megmutatjuk, hogy valamely / € X esetén X3 = hG,, azaz X3 a
G, egy bal oldali mellékosztalya. Legyen ugyanis h € X és g € G,, tetsz6-
leges elemek, ekkor definici6 szerint (hg).ce = 3, azaz hg € Xj. Forditva, ha
¢ € X3, akkor (h™'g).a = o, azaz h™'g¢ € G, és ¢ € G,h. Ezzel a X3 C G,h
és X3 O G,h tartalmazdsokat egyarant beldttuk, tehat X = G,h teljesiil.

Definidljuk az s : Q — G/G,, 8 — Xj leképezést. A fentiek szerint ez
értelmes, G tranzitivitdsa miatt sziirjektiv, X3 definiciéja miatt pedig injek-
tiv. Az X3 halmazok definici¢jabdl pedig adédik a

g.5(B) = gXp = Xg.3 =5(8.0)

Osszefliggés, ami bizonyitja a G-ekvivalenciat. O



3. fejezet
Testek

A bevezetSben emlitettek szerint a kés8bbiekben kiilonb6z6 testek altal
koordinatazott geometridk algebrai strukturdit és azok transzformacidcso-
portjait fogjuk vizsgélni. Ebben a fejezetben az ehhez sziikséges testelmé-
leti ismereteket gyijtottiik 0ssze. A csoportokhoz hasonléan itt sem tore-
kedtiink az elmélet részletes kifejtésére, hanem arra, hogy az anyagot mér
most a kés6bbi geometriai alkalmazasok fényében targyaljuk.

3.1. Testekrdl altalaban

3.1. Definicié. Legyen adott a T alaphalmaz a rajta értelmezett ,+" dsszeadds-
és ,,-"" szorzdsmiivelettel. A (T,+,-) hdrmas test, ha az aldbbi axiomdk teljesiil-
nek.

(F1) (T, +) Abel-csoport, az additiv egységelem jele a 0.
(F2) (T*,-) Abel-csoport, ahol T* = T \ {0}. A multiplikativ egységelem jele
az 1.

(F3) (Disztributivitds.) Az 0sszeadds es a szorzds milveletét 0sszekapcsolja az
x-(y+2z)=x-y-+x-2zazonossig.

Megjegyzés. Amennyiben a fenti axiémak a szorzds kommutativitdsa ki-
vételével teljestilnek, akkor ferdetestrdl beszéliilnk. Természetesen, ebben
az esetben mindkét oldali disztributivitds meg kell kovetelniink, azaz (F3)
mellett (x +y) - z=x-z+y -z

A legismertebb példék testekre a raciondlis szdmok Q, a valés szdmok
R és a komplex szamok C testjei.

Az (F1) és (F2) axiomak miatt tudjuk, hogy egy testnek mindig van
legalabb két eleme, a 0 és az 1. Ebbdl a két elembdl a négy alapmiivelet se-
gitségével minden raciondlis szdm el6allithaté. Ebbdl az kovetkezik, hogy
R-ben Q a legsziikebb test.

17
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Ezzel szemben Q és R kozott sok test taldlhat6. Tekintsiik pl. a

QIV2] = Q+QV2 = {a+bV2|a,b e Q}

halmazt. Ez nyilvan zart az Osszeaddsra, a kivondsra, és a szorzast is
konnyfi leellendrizni. Az osztadsra val6 zartsagot egy, a késébbiekben is
gyakran hasznalt egyszerti triikkel mutatjuk meg;: az (a + bv/2)(a — bv/2) =
a* — 2b* egyenl6ségbdl kovetkezik

1 a b
il e A CER

3.2. A komplex szamok teste

A komplex szamok testét a a valds testbdl az el6z6hoz hasonlé konstruk-
ciéval nyerhetjiik. Legyen ugyanis i egy szimboélum, amelyrdl csak azt
tessziik fel, hogy i = —1 (azaz gyodke az X*> + 1 = 0 polinomnak), és hogy
a vele valo szorzés- és 9sszeaddsmiiveletben felcserélheté R minden ele-
mével. Ekkor C definici¢ja

C=R[i] =R+ Ri = {a+ bila,b € R}.

A testaxiomdk mind konnyen leellendrizhet6k, ebben az esetben is egye-
diil az osztdsnak szenteliink nagyobb figyelemet. Ehhez a jol ismert komp-
lex konjugalt és komplex norma fogalmat kell bevezetniink:

Azz=a+bicCeseténz=a—biés|z|* =zz2=0a>+b* € R].
Eszerint a z = a + bi komplex szam inverze

1 Z a b

=2 = - e C.

Konnyti szamolédssal meggondolhat6, hogy a komplex konjugalas testau-
tomorfizmus, azaz

21+ZZZZ_1+Z_2éSZ122:Z—12_2.

Ebbél adddik, hogy a norma multiplikativ, vagyis |z122| = |z1]|z2|.

Vildgos, hogy C felfoghat6 egy R feletti vektortérként, hiszen C elemeit
Ossze tudom adni és a valds szamokkal val6 szorzas is természetes médon
adott. Az is nyilvanvalé, hogy dim C = 2. Igy tehat definidlni tudunk egy
kolcsonosen egyértelm(i megfeleltetést C és R? kozott:

z:a+biEC<—><g>€R2.
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Haz' =a +V'i € C, akkor zz'-nek a

aa’ —b'b
ab’ +a'b
vektor felel meg.

Rogzitstink most egy z € C tetsz6leges komplex szamot és értelmezziik
az

L,:C—C, L,(x)=zx
leképezést. L, nyilvan az R feletti vektortér egy linedris leképezése:

LZ(Xl + Xz) = LZ(Xl) + Lz(xl) Vxl, Xy € C (disztibutivités),
L,(xt) = L,(x)t Vx € C,t € R.

Ily médon tehdt egy z — L, leképezést definidltunk C-b&l a kétdimenzids
valos vektortér linedris leképezéseinek gytirtijébe.! Konnyen beldthato,
hogy ez a megfeleltetés megtartja a két alapmiiveletet, azaz

LZl + LZz = L21+Zz €s LZl LZz = Llez

teljestil. Rogzitstink most egy z = u + vi komplex szamot és tekintsiik egy
tetsz6leges z = a + bi € C elemet. Ekkor

ua — vb u —v a
LZ(x):Zx<—><va+ub):(v u )(b)

Azaz, ha L,-t mint a kétdimenzids valds vektortér linedris transzformaci-

. u —v - . P
ojat tekintem, az a ( 0 U > matrixalakban irhato fel. Ezutan mér gyor-

san be tudjuk latni az aldbbi allitast.

3.2. Allitas. A 2 x 2 valés mdtrixok

)

halmaza egy, a komplex szdmtesthez izomorf testet alkot. Az izomorfidt a z =

u,ve]R}

U+ vi < z —uv megfeleltetés definidlja, a komplex konjugdlds miivelete a

mdtrixtranszpondldsnak, a komplex normanégyzet pedig a determindnsképzésnek

felel meg.

'Egy V vektortér dnmagéra vett linedris leképezései gyiiriit alkotnak a leképezések
(o 0 B)(x) = a(B(x)) szorzatdval és a pontonkénti (« + 3)(x) = a(x) + B(x) osszeaddssal
mint miiveletekkel.
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Bizonyitds. Az &llitds minden pontja leellendrizhet6 kozvetlen szamitassal,
ezek koziil more csak a szorzdsra vonatkozoét részletezziik. Legyen z =
u-+vi,z =u + 7', ekkor

zz' = uu' —ov' + wo' +ou')i

u —o u -0 uu' — oo —uv' —ou'
~ v ou vou “\ w' +ou uu — oo ’ H
3.3. Véges testek

Ebben a fejezetben olyan testekr&l lesz sz6, amelyeknek a tartéhalmaz vé-
ges. Azonban nem 4ll szdndékunkban az idekapcsol6édé algebrai elmélet
részletes kifejtése, ezt a legtobb algebrai bevezet6 tankdnyben megtalalal-
hatja az olvasé (pl. Fuchs: Algebra). Ehelyett megprébalunk egy szemlé-
letes képet adni ezekrdl a testekrdl, a konstrukcidjukrél és a legfontosabb
alaptulajdonsagaikrol.

Mint mar emlitettiik, a testaxiomakbol kovetkez6en minden testnek
van legalabb két eleme, a 0 és az 1. Az alapmfiveletek kis valtoztatasa-
val olyan miiveletekhez jutunk, amelyekkel ez a kételemt {0,1} halmaz
ki fogja elégiteni az Osszes testaxiomat. Definidljuk tehat az alapm{ivele-
teinket az alabbi tdbldzatok szerint.

+10|1 101
001 0(0(0 (3.1)
1111(0 1101

A mfiveletek egyszer{isége miatt gyorsan leellendrizhetd, hogy itt valéban
testr6l van szo. Vegyiik észre, hogy az 1 + 1 kivételével az dsszes miive-
let eredményét a testaxiomdak egyértelmiien meghatarozzak. Ezt a példat
altalanositjuk a kovetekez6 allitasban.

3.3. Allitas. Tetszbleges p primszam eseténaz ¥, ={0,1,... ,p — 1} halmaz az
xdy=x+y (mod p) és xOy=x-y (mod p)
milveletekkel mint dsszeaddssal és szorzdssal egy p-rendil testet alkot.

Bizonyitds. Mivel az [, elemei egyértelm{ien meghatarozottak modulo p,
az 4j mtveletek is jol definidltak. Az (F1) és (F3) szintén 6roklédik az
eredeti Osszeaddstdl és szorzastol. A szorzds invertdhatésagahoz azt kell
meggondolni, hogy barmely x € F, esetén az y — x © y leképezés bijek-
tiv (tehat invertdlhato). Véges halmazrél 1évén sz6, elegndd belédtni, hogy
injektiv. Ha viszont nem lenne az, akkor x ® y; = x © y,, azaz x ® y3 =0
allna fenn, ahol y3 = 1, © y2 # 0. Ebb6 az kovetkezik, hogy x vagy y; oszt-
hat6 p-vel, de x € I}, és y; € F, miatt ez csak y; = 0 esetén lehetséges, ez
pedig ellentmondas. Tehat (F},, ®) csoport, (F,, ®, ©) pedig test. a
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A tovabbiakban mar a @, @ jelek helyett is kozonséges + és - jeleket
fogjuk hasznélni.

A valos testeknél emlitettiik, hogy az R legsziikebb részteste a (9, mert
annak minden eleme kifejezhet6 a 0 és az 1-el, a négy alapmfiveletet hasz-
nélva. Ilyen m6don a Q egyértelm{ien meghatérozott.?Nos, az el6bbi pél-
daban szerepl6 F, esetén is igaz, hogy minden eleme el6all a 0 és az 1
segitségével, s6t itt elegendd csak az dsszeadast hasznédlni. Az dsszeadds-
nél valdjdban csak a p = 0 szabalyt kell bevezetniink, ez mér garantélja is
az IF, egyértelmtiségét. Pontosabban

14+...+1=0. (3.2)
———
p-szer

Ehhez kapcsolodik a kdvetkezd definicid.

3.4. Definicié. Egy tetszoleges (T, 4, -) test karakterisztikajanak nevezziik azt
a legkisebb p = char(T) pozitiv egész szdmot, melyre (3.2) teljesiil. Amennyiben
ilyen pozitiv szdm nem létezik, akkor a karakterisztika definicié szerint char(T) =
0.

Megjegyzés. Vilagos, hogy char Q = charR = charC =0 és charF, = p. A
testek nullaosztomentességének segitségével azt is konnyen meggondol-
hatjuk, hogy egy test karakterisztikaja vagy 0 vagy pedig p > 0 primszam.
Mindezen tul a definiciét megel6z6 meggondoldsbol kovektezik az alabbi
allitas.

3.5. Allitas. Haa T test karakterisztikdja 0, akkor a T dltal tartalmazott legszii-
kebb résztest izomorf Q-val. Ha char(T) = p > 0O, akkor p prim és T legszitkebb
részteste izomorf F,-vel. A T dltal tartalmazott legsziikebb résztestet a T prim-
testének nevezziik.

Vilagos, hogy a disztributivitds miatt (3.2) ekvivalens az

X+...+x=0
———
p-szer

allitdssal minden x € T esetén.

Nyilvénval6 tovdbb4, hogy minden K primtest{i T test felfoghat6, mint
egy K feletti vektortér. Ha T véges, akkor a 3.5 allitds miatt K =IF, és a
T vektortér IF, feletti n = dimg T dimenzi6 is véges. Ekkor viszont létezik
egy n elem bazis, és |T| = p".

ZPontosabban azt szoktuk mondani, hogy izomorfia erejéig egyértelmtien meghataro-
zott. Ez lényegében azt jelenti, hogy a raciondlis szdmok teste, akdrmilyen szimbolu-
mokkal jeloljiik is a szdmokat, mindig csak a raciondlis szamok teste lesz.
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Ez forditva is igaz: minden g = p" alaka szamhoz létezik g elemii vé-
ges test. Az &ltalanos eset bizonyitasdval nem foglalkozunk. Ehelyett tet-
sz6leges p primszam esetére konstrudlunk egy p? rend{i testet. Az altalé-
nos konstrukci6 is hasonléan miikodik, de ahhoz mélyebb algebrai jellegii
megfontoldsok sziikségesek.

A kovetkezd tétel a véges testek szamunkra legfontosabb két tulajdon-
sagat mondja ki.

3.6. Tétel. Legyen q = p", ahol p prim.

(i)  Létezik egy izomorfia erejéig egyértelmiien meghatdrozott ¥, q-rendil test,
charF, = p.
(i) Az, test Fy multiplikativ csoportja ciklikus.

Bizonyitds. Lasd Fuchs Laszl6: Algebra, VI.9. fejezet. O

Rogzitstink el6szor egy p paratlan primszamot. F,-ben 1+ 1 # 0, igy
1# —1, azaz az x +— x* leképezés nem injektiv. De F, véges halmaz, ezért
sziirjektiv sem lehet. Azaz, van olyan o € IF,, amely nem négyzete egyet-
len F,-beli elemnek sem, /o € F,. A Q[v2] és C testekhez hasonléan meg
tudjuk konstrudlni az

F,[vo]={a+by/ola,beF,}

testet, ahol az x = a + by/o elem konjugéltja ¥ = a — b\/o és xX = a® — b0 €
F,. F,[\/o] zédrtsdga a hdrom alapmiiveletre nyilvdnval6, az osztés pedig
a szokott médon adédik:

4 a b
YT e ve - bZJ\/E’
ahol sziikségképpen a* — b*c # 0, mert kiilénben /o = a/b € F, teljesiilne.
Tehét F . = F,[\/0] egy p* elem(i test.

Ez a konstrukcié nem miikodik p = 2 esetén, hisz itt a négyzetre emelés
miivelete bijektiv. Ehelyett tekintsiik az f(X) = X? + X + 1 polinomot. En-
nek nincs gyoke Fr-ben (csak a 0 és 1 értékeket kell behelyettesiteni), azaz
I, felett irreducibilis. Bovitsiik ki F»-t egy 7 elemmel, amirdl feltételez-
ziik, hogy gyoke f(X)-nek. Az F, = F,[7] test elemei ekkor {0,1, 7,7+ 1},
a miveleteket pedig a 72 + 7 + 1 = 0 9sszefiiggés egyértelmiien meghaté-
rozza:

+ 0 1 N | -1 T T+1

0 0 1 T T+1 1 1 T T+1

1 1 0 T+1 T T T T+1 1

T T T4+1 0 1 T+1|7+1 1 T
T+1|7+4+1 T 1 0

A szamitdsok leellendrzését az olvasora bizzuk.
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3.4. A kvaternidk ferdeteste

Ebben a fejezetben megismerkediink a kvateniokkal, amelyek egy ferde-
testet alkotnak. A ferdetesteknek ezt a példanyat a klasszikus példanak
lehet nevezni.

A mi felépitésiinkben a kvaternidkat mint a komplex szdmok egy bo-
vitését fogjuk definidlni. A konstrukcié nagyban hasonlatos lesz a ko-
rébbi (Q[v2], C = R[], Fp.=F p[v/0]) kvadratikus testb6vitési eljardasok-
hoz.3Persze itt nem lehetséges egyszertien egy irreducibilis méasodfoku
polinom gyokét venni, hiszen a komplex szamtest felett ilyenek nem 1é-
teznek.

Tekintsiink ezért egy j & C elemet, amelyre j* = —1. Ha a kvaterniok
halmazat mint

H = C[jl = {z1 + jz2|z1,220 € C}

akarjuk definidlni, akkor persze nem engedhetjiik meg, hogy ; felcserél-
het6 legyen a C elemeivel, hiszen ekkor H egy (kommutativ) test lenne,
amiben az X? + 1 = 0 polinomnak nem lehet kett6nél tobb gyoke. Ehe-
lyett az fogjuk megkdvetelni, hogy

jz=2Z] (3.3)

teljesiiljon minden z € C elem esetén. Ezzel a feltételezéssel, a kétoldali
disztributivitdssal és az 0sszeadds kommutativitdsdval mar egyértelmii
modon definidlva van H-n szorzasmfivelet:

(Zl + sz)(wl + jZUz) = ziwq + szwl + Z]jZUz -+ szjZUz (34)
= Z1W1 — Zo W2 + J(z2w1 + Z1 Wy).

Szokas szerint az osztassal van a legnagyobb probléma, és ennek megol-
ddsahoz, mint mindig, a konjugdlast hivjuk segitségiil. Ebben az esetben
sem feledkezhetiink meg azonban arrdl, hogy a szorzds nem kommuta-
tiv. Ezért a definidland6 konjugélds nem testautomorfizmus lesz, hanem
anti-automorfizmus, azaz

X1+ X =%X1+ Xy ésX1X; =X X1 Vx1,x, € C.

Ebbdl kovetkezik, hogy az x = z; 4 jz, elem konjugaltja ¥ = z; — jz,. Ekkor
a norma:

X =xF= (214 j2) (@ — jm) =21 Z1 + 22 %2 = |21 + |z € R.

SEgy testbovitést kvadratikusnak neveziink, ha a b6vitéshez hasznalt elem egy irredu-
cibilis masodfoku polinom gyoke.
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Ha z; = x1 + x21 és zp = x5 + x41, (X1, X2, X3, X4 € R), akkor
xX=x1+x+x5+x; €R,
valamint
x Tt =x/]x

Megjegyezziik, hogy szokds a kvaternidkat x = x; + xpi + x37 + x4k alak-
ban is irni, ahol x1, xp,x3,x4 € R és k = ij. Ebben a felépitésben az i, j, k
elemek szerepe teljesen szimmetrikus, tobbek k6zott mindharomra egy-
forman teljesiil a —1 = i> = j? = k? egyenl6ség. Ez azt mutatja, hogy a
(kommutativ) testekkel ellentétben egy ferdetest feletti polinomnak lehet
a fokszdmanal tobb gyoke.

Végiil, a komplex szamokéhoz hasonlé eljarassal matrixalakban frjuk
fel a kvaternidkat. Az rogton adédik, hogy H a C test feletti kétdimen-
zi6s vektortér. Ebben az esetben azonban vigyazni kell azzal, hogy H-t
jobb vagy bal oldali vektortérként értelmezziik. A tovdbbi szdmolasokban
mi jobb oldali vektortérként fogjuk H-t tekinteni, és bazisnak az 1-et és j-t
vélasztjuk, vagyis a C? és H kozotti

( 21,22 ) <—>Zl+j22,

linearis megfeleltetést fogjuk hasznélni. Illy médon az L, : y — xy, x,y €
H balrél szorzas linearis leképezés lesz?*, hiszen x(y1 + Y2) = xy1 + xy3 és
x(yc) = (xy)c. Ez az Ly leképezés az x = z; + jz; és y = w; + jw, elemek
esetén (3.4) szerint

w1 Z1Wq — Zp Wy Z1 —Z» w1
L,: — _ = _
<ZU2> (Zzwl+21UJ2> <Z2 Z1 )(ZUQ)
matrixalakban irhatd. Ezzel belattuk a 3.2 4llitds kvaternidkra vonatkozd

analogonjat:

3.7. Tétel. A 2 x 2 komplex mdtrixok

{(z2)

halmaza a kvaterniék H = C + C[] ferdetestjével izomorf ferdetestet alkot. Az

21,22 € C}

izomorfidt az x = z1 + jzp < 21 _ZZZ ) megfeleltetés adja meg, a H-beli kon-
2 Z1
jugdlds a komplex mdtrixok Hermite-konjugdldsdnak, a H-beli normanégyzet pe-

dig a determindnsképzésnek felel meg.

“A H elemeivel torténd R, : y — yx jobbrol szorzés nem lesz lineéris, mert Ry(yc) =

(ye)x # Ru(y)c = (yx)c.



4. fejezet

Linearis transzformaciok
csoportja

Ennek a fejezetnek az els6 részében felelevenitjiik a linedris terekre és a
linearis leképezésekre vonatkoz6 ismereteinket. Ez utébbiak a legismer-
tebbek az altalunk tanulményozott transzforméciécsoportok korében. A
fejezet masodik részében az affin tereket és ezek transzformdciéit vizsgal-
juk. Itt tobbek kozott példat fogunk latni élesen 2-tranzitiv transzformaci-
6csoportokra is.

A fejezet sordn T = (T, +, -) egy tetszOleges testet fog jelolni. Roviden
érinteni fogjuk azt az esetet is, ha T ferdetest (azaz a szorzasmfivelet nem-
kommutativ), de ezt mindig kiilon emliteni fogjuk.

4.1. Linearis transzformdacidok

A vektortér vagy mas néven linedris tér és néhany hozzatartozo jol ismert

fogalom definicidja:

4.1. Definicié6.

(V1) Azt mondjuk, hogy V egy T test feletti vektortér, ha a V halmazon ér-
telmezve van az dsszeadds és a T elemeivel (skaldrokkal) valé (jobb oldalrol

torténd) szorzds miivelete 1igy, hogy (V,+) Abel-csoport és a skaldrokkal
vald szorzds disztributiv és dtzdrdjelezhetd, azaz teljesiilnek az aldbbi axi-

omdk:
(v 4 w)x = vx + wx Vo,we V,xeT
v(x +y) =vx+ oy VoeV,x,yeT
(vx)y = v(xy) Voe V,x,yeT
vl=v Yo e V.

(V2) Aw,... v vektorok linearisan fiiggetlenek (T felett), ha v1x1 + ... +
vixy = 0 kidrélag az x; = ... = x, = 0 esetben teljesiil.

25
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(V3) A{vi,...,v,} vektorok a V vektortér bazisat alkotjdk, ha linedrisan fiig-
getlenek, és minden w € V vektor elodll a vy, ... ,v, elemek (T feletti)
linedris kombindcidjaként.

(V4) A bdzis mérete eqyértelmiien meghatdrozott V-ben, ezt a szdmot vagy szd-
mosdgot a V (T feletti) dimenzidjdnak nevezziik.

(V5) Legyenek V és V' rogzitett T feletti vektorterek. Az av: V — V' leképezést
linedaris leképezésnek nevezziik, ha megtartja a vektortérstruktiirdt, azaz

a(vx + wy) = a(v)x + a(w)y Vo,we V,x,ycT.

A definiciéban szerepld allitasok és a fogalmakhoz kapcsolédé legfonto-
sabb tulajdonsagok bizonyitasdra mi nem tériink ki, a javasolt irodalom
Fried E: Linedris algebra c. konyve.

A legtermészetesebb példa vektorterekre a T test elemeibdl képzett
szam-n-esek halmaza. Ezek egy T feletti n-dimenziés vektorteret alkot-
nak, erre a T" jelolést hasznéljuk. Kozismert, hogy minden végesdimen-
zi6s T feletti vektortér izomorf a T" vektortérrel. Ehhez az izomorfidhoz
nincs masra szitkségiink, mint rogziteni egy {v1, ... ,v,} bazist. Ezutan a
béazis definicidja szerint minden w € V felirhat6

w=0v1x1+...+0,x,
alakban, s igy értelmezhat6 a

X1
w — : (4.1)
Xn

megfeleletés. Hangsulyozzuk, hogy a megfeleltetés csak a bazis kivalasz-
tdsa utdn értelmes, arra jellemz0, azaz egy masik bazis vélasztdsa egy mds
megfeleltetést definidl.

Ugyanez mondhat6 el a a linedris leképezések és a matrixok kapcsola-
tarél. Legyen ugyanis o : V — W linearis leképezés a két vektortér ko-
zott és rogzitsik a {v1,...,v,} és {w,...,w,} bazisokat. Ekkor egy
u=ruv1x1+...+9,x, € Vvektor képe az

u = a(u) = a(v)x; +...+a(v,)x, € W 4.2)
vektor. Az a(v;) vektorok kifejezheték
a(v)) =wa; + ...+ wudy € W
alakban. Ezt beirva (4.2)-be kapjuk, hogy

/
u = wq: Zalixi-i—...—f—wm-zamixi,
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ahol a szummacié szabélya egyszerti: minden kétszer elérdul6 indexre
Osszegziink. Ezek szerint-ha mindkét térben valasztottunk bazis-az o le-
képezéshez hozzarendelhetjiik a

an - dm
a—— A= (4.3)

Am1 - Omn
matrixot. Vegyiik észre, hogy ennek a matrixnak annyi oszlopa van, amek-
kora a kiindulési V tér dimenzidja, és annyi sora, amennyi W tér dimen-
zidja. Tovabb4, az i-dik oszlopban pontosan az i-dik V-beli baziselem ké-

pének a W-baziselemekkel val6 egyiitthatoit latjuk. A (4.1) megfeleltetést
hasznalva pedig a jol ismert

X1 an - 4m X1

Xn Am1 * Gmn Xn

alakot kapjuk, amit szokds szerint a jéval egyszertibb x' = Ax alakban is
irhatunk. A tovédbbiakban legf6képp a V vektortér onmagdra valo linedris
leképezéseit fogjuk vizsgalni.
4.2. Tétel. Legyen o a V végesdimenzids vektortér onmagdra vett linedris leké-
pezése. Ekkor az aldbbi dllitdsok eqymdssal ekvivalensek.

(i) Az aleképezés invertdlhatd, azaz bijektiv.

(ii) Az « leképezés sziirjektiv.

(iii) Az o leképezés injektiv.

(iv) Az o leképezéshez (4.3) szerint tartozo négyzetes mdtrix determindnsa

nem nulla.

(v) Az « leképezéshez (4.3) szerint tartozd négyzetes mdtrix sorai linedrisan
fiiggetlenek, azaz bdzist alkotnak.

(vi) Az « leképezéshez (4.3) szerint tartozé négyzetes mdtrix oszlopai linedri-
san fiiggetlenek, azaz bdzist alkotnak.

Bizonyitds. Lasd Fried: Linedris algebra... O

Tekintstik most &t roviden, mi is torténik a (4.1), (4.3)) megfelelteté-
sekkel, ha az eredeti {v1,...,v,} bazisrdl attérek egy masik {u,... ,u,}
bazisra. Rogzisiikk a w = v1x; + -+ 4+ v,x, vektort tetszblgesen. Az ere-
deti v; vektorok mindegyike kifejezhet6 az Gj bazisban valami v; = ¥ u;s;;
alakban. Ekkor viszont w alakja az Gj bazisban

w = 01x1+ -+ 0,x,
u1~251jxj—|—...+un'25njxj,
u1y1+---+unyn
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azaz y = Sx, ahol az S = (s;;) matrixot a bdzisdtmenet mdtrixdnak is hivjuk.

Legyen most o : V. — V linedris leképezés. Az elébbi bekezdés jelolé-
seit haszndlva a w vektornak az elsf illetve mésodik koordindtarendszer-
ben az x illetve y vektorok felelnek meg, koztiik fennall az y = Sx Ossze-
fuggés. A w' képvektort is kifejezhetjiikk a két koordinadtarendszerben az
x' és y' koordinatakkal, ekkor (4.3) szerint x’ = Ax és y' = By. Ezekbdl
kovetkezik, hogy

y' = Sx' = SAx = SAS 'y,
vagyis adodik az ismert
B=SAS™! (4.4)

Osszefliggés.

Megjegyzés. Ez utébbi egyenl6ség a determindnsok szorzastételével azt
is maga utdn vonja, hogy az a-hoz rendelt méatrix determindnsanak értéke
bazisvaltdskor nem valtozik, azaz értelmes magédnak az a leképezésnek a
determindnsarol beszélni.

4.2. Az altalanos linedaris csoport

A tovédbbiakban mindig kizdrélag végesdimenzids vektorterekkel foglal-
kozunk.

4.3. Definicié. A V vektortér onmagdra vett invertdlhaté linedris leképezései
dltal alkotta csoportot a V tér altaldnos linedris csoportjdnak nevezziik, és a
GL(V) roviditéssel jeloljiik.

HaV =T"aT és rogzitjiik a

1 0 0
0 1 0
0 0 1

természetes bidzist, akkor a linedris leképezések eqyértemiien mdtrixalakban irha-
tok. Ebben az esetben a T feletti n-dimenzids altaldnos linedris csoportrol
beszéliink és a GL(n, T) jelolést haszndljuk:

GL(n,T) = {A n x n-es mitrix ,det(A) # 0}.
Ez utébbinak részcsoportja (s6t normdlosztdja) az
SL(n,T) = {A n X n-es mdtrix ,det(A) = 1}.

speciélis linedris csoport.!

1Az angol general linear és special linear szavak roviditései.
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Az el6z6 fejezetben elmondottak szerint egy rogzitett bazis esetén min-
den V vektortér izomorf valami T" vektortérrel. Egy ilyen izomofizmus
persze definidl egy izomorfizmust a téren hat6 csoportok kozt is, ezért azt
mondhatjuk, hogy bazisvalasztds utdn a GL(V) és a GL(n, T) csoportok
izomorfak. Ezt foglalja 6ssze az alabbi diagramm.

v 1) v
defl ltermészetes modon
GL(V) —— GL(n,T)

43)

Az el6z6 fejezet utolsé megjegyzése szerint SL(V) definicidja is értelmes
lenne, ennek ellenére ezt a jel6lést nem hasznaljuk.

A most definidlt csoportok nyilvdn az 1.5. példaban emlitett tipusba
tartoznak, s igy hatnak a V vektortéren. A fejezet hatralévo részében ezt a
hatast vizsgéljuk pontosabban. El8szor egy lemmat bizonyitunk.

4.4. Lemma. Legyen Qi a V vektortér linedrisan fiiggetlen rendezett vektor k-
asainak a halmaza, ahol k < n. Ekkor GL(V) tranzitivan hat Qi-n. Ha k = n,
akkor a hatds élesen tranzitiv.

Bizonyitds. Legyen k < n rogzitett. El6szor meggondoljuk, hogy minden
(v1,...,0r) € Qy fliggetlen vektor k-as kiegészithet bazissa. Ha k = n,
akkor ezen nincs mit beldtni. Ha k < n, akkor elegendd belatni, hogy kie-
gészihet6 egy vektor (k + 1)-essé. Ez viszont nyilvanval6, mert ha k < n,
akkor (vy,...,vs) nem bazis, tehdt létezik olyan v’ vektor, mely nem 4ll
el6 a v;-k linedris kombindcidjaként, s igy (v1, ... , v, ') € Q1.

Legyenek most (v1, ... ,vk), (11, ... ,ux) € Qy tetszbleges elemek. Bovit-
siik ki mindkett6t

@:(7}1,,_, » Oky Ok+1y -« - 7vn)7 C:(ula'-' s Uy U1y -+ - 7un)
bazissa és definialjuk az
a:V—-V, V1X1+ ... F U — X+ Uy, 4.5)

leképezést. Ez nyilvan linedris, invertdlhat6 és v; — u;, azaz B — ( tel-
jesiil. Tovabb4a, ez az egyetlen linedris leképezés a ‘B — ( tulajdonsdggal.
Ezzel GL(n,T) tranzitivitdsat Q,-n és szigoru tranzitivitdsat Q,-en belat-
tuk. O

Vegyiik észre, hogy a (4.5) szerint definidlt leképezés matrixa mege-
gyezik a C bazisrél B bazisra valé dtmenet matrixdval. Valéban, mindkét
esetben a matrix oszlopvektorai a B bazis elemeinek C bazisban valo kife-
jezésének egyiitthatdi. Ennek belatdsat az olvaséra bizzuk.
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Legyen most k < n és tekintsiik az (vy,...,vx), (u1,... ,ux) € Qy tet-
szbleges elemeket. Bovitsiik ki ket a B = (v1,...,v,), G = (u1,... ,u,d)

bézissd, ahol d € T* tetsz6leges elem. Legyen o, a B — (; altal definiélt le-
képezés. Az el6bb elmondottak szerint az o, leképezés A; matrixa mege-
gyezik a fent definialt o leképezés A matrixaval, kivéve, hogy az A; utols6
oszlopa d-szerese az A utols6 oszlopanak. Emiatt det(A;) = det(A)d. Mi-
vel det(A) # 0, a d = 1/ det(A) vélasztéssal elérjiik, hogy det(A;) =1 tel-
jesiiljon. Ekkor A; € SL(n,T) és Ajv; =u; (i =1,... k). Ezzel belattuk az
kovetkez6 lemmat.

4.5. Lemma. Ha V =T" és k < n, akkor SL(n, T) tranzitivan hat Q-n.
A két lemma egyszer(i geometriai kovetkezményei az aldbbiak.

4.6. Kovetkezmény. A GL(n,T) és SL(n, T) csoportok tranzitivan hatnak az
origotdl kiilonbozd pontok halmazdin.

4.7. Kovetkezmény. A GL(n,T)és SL(n,T) csoportok n > 2 esetén kétszeresen
tranzitivan hatnak az origora illeszkedd egyenesek halmazin.

4.3. A linedris csoport centruma és kommutatora

Ezen alfejezet soran T egy rogzitett testet, V egy T feletti n-dimenzios vek-
torteret (n > 2), G = GL(V) pedig a megfelel6 altalanos linedris csoportot
fogja jelolni. Rogzitsiink egy o € Z(G) elemet. Tegyiik fel, hogy egy adott
bézis esetén o matrixa A. Ekkor a € Z(GL(V)) ekvivalens azzal, hogy
SAS™! = Aminden S € GL(n, T) matrix esetén, ami a bazisvaltoztatas (4.4)
Osszefliggése miatt pontosan azt jelenti, hogy V barmilyen bazisa esetén o
maétrixalakja A.

Tekintstink most egy tetszbleges w € V elemet. Megmutatjuk, hogy
valamilyen a € T* esetén a(w) = wa teljesiil. Ellenkez esetben ugyanis
w és a(w) linedrisan fiiggetlenek lennének, és minden t € T elemhez 1é-
tezne a B; = {v; = w,v, = wt + a(w), ... ,v,} bazis, amelyben a(v;) =
v1 - (—t) + v7 és az o matrixalakjanak els oszlopa

—t
1
0
ami ellentmond A bazisvasztastol valo fiiggetlenségének.
Azt is konnyen meggondolhatjuk, hogy az a(w) = wa egyenl6ségben

szerepl6 a nem fligg a w vélasztdsatol. Vegyiink ugyanis egy mésik w' € V
elemet. Ha w’ = wd, akkor

a(w') = a(w)d = wad = wda = w'a.
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Ha pedig w és w’ linedrisan fiiggetlenek, akkor a(w + w’) = a(w) + a(w’)
miatt

(w+w)-a" =wai" +w'a" =wa+ w'a

all fent. Ez viszont csak a = a’ = a” esetén teljestilhet. Azt kaptuk tehat,
hogy minden o € Z(GL(V)) transzforméci6

a(w) = wa Yw eV,

alakt, melynek métrixa A = Ia, ahol I az n x n-es egységmatrix. Konnyti
meggondolni, hogy ez forditva is igaz, vagyis minden ¢ € T* elemre Ic €
Z(GL(n, T)). Bebizonyitottuk tehat a kovetkezd tételt.

4.8. Tétel. Az dltaldnos linedris csoport centrumdnak elemei pontosan az origo-

z. 7

bol valé a € T* elemmel torténd nagyitdsok, azaz
Z(GL(n,T)) = {lala € T*} = (T*, ).

A kommutatorrészcsoport meghatarozasahoz hosszadalmasabb meggon-
dolasokra van sziikségiink.

4.9. Definicié. Legyen H a V = V(n, T) vektortér eqy hipersikja. A T(# I) €
GL(n,T) leképezést H-hoz tartozé nyirasnak nevezziik, ha

T(v)=wv Voe H

T(v)—veH YVoeV
teljesiil. A H hipersik és a V /H faktortér tehdt pontonként fix.

4.10. Lemma. Legyen T egy H hipersikhoz tartozo nyirds és 1 egy V-n értelme-
zett linedris funkciondl, amelyre

H = {o|u(v) = 0}
teljesiil. Akkor létezik egy 0 # a € H (azaz ((a) = 0) vektor 1igy, hogy
T(v) =v— uw(v)a (4.6)

dll fent minden v € V esetén. Ebben az esetben a T = T(a, ) jelolést haszndljuk.

Forditva, ha (v # 0 eqy V-n értelmezett funkciondl és 0 # a € V egy vektor,
melyre teljesiil p(a) = 0, tigy a T(v) = v — pu(v)a leképezés eqy, a H = {v|v €
V, u(v) = 0} hipersikhoz tartozo nyirds.
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Bizonyitds. Tekintsiik a lemma alapjan adott T # id nyirast, H hipersikot
és 11 minedris funcionalt. Egy tetsz6leges w ¢ H vektorra a V tér minden
eleme el6dll v = h + wt (t € T) alakban, rdadasul w helyett egy alkalmas
konstansszorosat valasztva elérhetjiik, hogy p(w) = 1 teljesiiljon. Defini-
aljuk az a = w — T(w) elemet, T # id miatt 0 # a € H. Ekkor tetsz6leges
h € Hést c T elemek esetén a v = h + wt vektorra

() = p(h + wt) = p(h) + p(w)t =t

Tw)=Th+wt)=h+T(w)t=h+(w—a)t=v—at=v— u(v)a

all fenn. Ezzel belattuk a lemma els allitasat; a masodik allitas az els6
megforditdsa és konnyen leellendrizhet6 kozvetlentil. O

A nyirdsokra kapott alak segitségével az alabbi lemma egyeszeri uta-
naszdmolassal megkaphato.

4.11. Lemma. Legyenck a;,a, és a a H hipersik nem-nulla vektorai, ahol
H = {v|p(v) = 0}.

Ekkor igaz, hogy

T(ay, 1)T(az, 1) = T(ay + az, i)

T(“a M)T(_aa :u) =1

Tehdt eqy rogzitett H hipersikhoz tartozo nyirdsok egy az identikus leképezéssel
eqy T (H)-val jelolt Abel-csoportot alkotnak, amley a (H,+) additiv csoporttal
izomorf. A

T(a, p)T(a, pi2) = T(a, i1 + piz)
egyenldség miatt
Ta = {E, T(a, p)|),0 # p linedris funkciondl, u(a) = 0}
szintén a GL(n, T) csoport eqy Abel-féle részcsoportja.

4.12. Tétel. Minden T nyirdsra teljesiil det(T) =1, azaz T € SL(n,T). A nyi-
rdsok generdljik az SL(n, T) csoportot, azaz SL(n, T) az dltaldnos linedris csoport
legsziikebb olyan részcsoportja, amely az dsszes nyirdst tartalmazza.
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Bizonyitds. Legyen T = T(a,u) egy H hipersikhoz tartoz6 nyirds. Va-
lasszunk egy {a = vy, ... ,v,_1} bazist H-ban, ezt kiegészithetjiikk a V tér
egy {a =v1,...,v,} bazisava. Legyen a = v1a; + ...v,_1 + 0,_14,_1. De-
finici6 szerint T(v;) = v; mindeni =1,... ,n — 1 esetén, és a 4.6 alak miatt

T(v,) = —v1t + vy,
ahol t = p(v,). Ebben a bazisban tehat a T matrixalakja
1 ... —t
0o --- 1
Ebbdl rogton adodik det(T) =1, azaz T € SL(n, T). Persze itt nem muszaj,

hogy az els6 és az utols6 oszlop illetve sor kitiinktetett helyzetben legyen,
a baziselemek sorrendjének felcserélésével T métrixalakja

1

Bij(—t) =

1

is lehet, ahol i és j a —t elem poziciéi. Ismeretes, hogy a B;;(t) alakti mat-
rixszal torténd jobbrdl szorzds a megszorzott matrix i-dik oszlopanak t-
szeresét hozzdadja a j-dik oszlophoz; balrél szorzas esetén a megszorzott
maétrix j-dik sordnak t-szeresét hozzdadja az i-dik sorhoz. Egy adott mét-
rixon ezeket az atalitdsokat elemi atalakitdsoknak nevezziik.

Legyen adottaz A € GL(n, T) tetsz6leges métrix. Ismert, hogy a Gauss-
elimindcio segitségével barmely matrix diagodlis alakra hozhat6. Megmu-
tatjuk, hogy det(A) = 1 esetén a diagonalis matrix elemi atalakitdsokkal
egységmatrixsza alakithat6. Nyivan elegendd ezt 2 x 2-es matrixra meg-
gondolni, ez pedig az alabbi 1épéssorbdl kivetkezik:

(0¢) ~ (o &)=(0 )= ()
< (E)=E)-(51)

Ez az jelenti, hogy det(A) = 1 esetén léteznek (az adott koordinatarend-
szerben B;;(t) alaka) Ty, ... , Tk, Ti,..., T, nyirdsok gy, hogy

T, T,AT, - T, =id,
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azaz

Mivel nyiras inverze is nyirds, ezzel belattuk, hogy A el8all nyirasok szor-
zataként. O

4.13. Lemma. Nyirds konjugdltja szintén nyirds, és minden nyirds konjugdlt
egymdshoz a GL(n,T) csoportban: bdrmely két Ty, T, nyirds esetén létezik S €
GL(n,T) elem iigy, hogy ST\S™' = T, teljesiil. Ha n > 3, akkor S € SL(n,T)
elem is vdlaszthato ezzel a tulajdonsdggal. Az SL(2,T) csoportban a T (H) rész-
csoportok konjugdltak.

Bizonyitds. Rogzitsiikk a V tér egy olyan {v1,...,v,} bazisat, amelyben a
T; transzformacié matrixa

A= -
0 --- 1

alakud. Legyen ebben a bazisban T, matrixa A,. Hasonléan valaszthatunk
V-ben egy olyan {u,... ,u,} bazist, amelyben a T, nyirds B, mdtrixa lesz
a fenti alaku, azaz a (4.4) 6sszefiiggés szerint teljestil A; = B, = SA,S™},
ahol S € GL(n,T) a v; — u; bazisdtmenet matrixa.

Legyen most n > 3. Ekkor a fentiek véltozatlanul érvényben marad-
nak, ha a masodik béazisban az v, elem helyett a v, = v, - det(S)™! ele-
met tekintjiik; ekkor a bazisdtmenet S’ matrixa a masodik oszlopot kivéve
megegyezik S-sel, az S’ médsodik oszlopdban az S mésodik oszlopanak
det(S)~!-szerese all. Vagyis det(S') =1és S’ € SL(n, T).

Végiil tegyiik fel, hogy n = 2, és legyen H; és H, két hipersik (azaz
két origora illeszkedd egyenes). A 4.7 kovetkezmény szerint létezik A €
SL(2,T) elem, amelyre A(H;) = H,. Legyen most T € 7(H,), ennek az
ATA~! konjugéltja szintén nyiras, a hozza tartoz6 hipersik pedig nem mas,
mint a fixpontjainak a halmaza. Mivel T fixpontjainak halmaza H;, igy
ATA™! fixponthalmaza A(H;) = H,, azaz ATA™! € T(H,). Mivel a gondo-
latmenet megfordithatd, azt kapjuk, hogy 7 (H;)* = T (H,). O

Ezen lemmak segitségével tudjuk belatni a kovetkez6 fontos tételt.
4.14. Tétel. Az n > 3 valamint az n =2, |T| > 3 esetben teljesiil

SL(n,T) = GL(n,T) = SL(n,T).
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Bizonyitds. Nyilvan SL(n, T)’ < GL(n, T)'. Tekintsiik a GL(n, T')' egy tetsz6-
leges [A, B] generédtorelemét. Erre teljesiil

det([A, B]) = det(A"'B"1AB) = det(A) ! det(B)"' det(A) det(B) = 1,

azaz [A, B] € SL(n,T), s igy az éltaluk generdlt teljes csoportra GL(n, T)" <
SL(n,T). Eszerint csak az SL(n,T) < SL(n,T)' tartalmazast kell bizonyi-
tani. Ehhez pedig a 4.12 tétel miatt elegendé megmutatni, hogy az 0sszes
nyiras benne van SL(n, T)'-ben.

Ismét az n > 3 esetet vizsgéljuk elséként. Legyenek T és T’ nyirasok,
a 4.13 lemma miatt létezik A € SL(n, T) elem, hogy ATA™' = T". Ekkor

T'SL(n,T) = T[T,A']1SL(n,T) =T SL(n, T),

vagyis az Osszes nyirds az SL(n, T)" azonos mellékosztalydban van.

Legyen most H = {v|u(v) = 0} egy V-beli hipersik. Mivel dimH =
n—12> 2, H tartalmaz a;, a, # 0 vektorokat tgy, hogy a; # —a,. Ebben az
esetben

T(a17 M)T(ab :u) - T(al + as, :UJ)a

s mivel az 0sszes nyiras az SL(n, T) ugyanabban a mellékosztalyaban he-
lyezkedik el, kovetkezik, hogy

T(ala M)Z SL(”: T)/ = T(alv :U’) SL(”? T)/

Ebbol pedig T(aq, 1) € SL(n, T) adédik, és igy az 6sszes nyirds SL(n, T)-
ben van.
Az n = 2 esetben valamivel koriiltekintSbben kell eljarnunk. Legyen
T a H = (v;) hipersikhoz (=egyeneshez) tartoz6 nyirds. Egy megfelel6en
valasztott v, v, bazis esetén
11
T— ( Ll ) .

Mivel |T| > 3, 1étezik egy d € T \ {0,1, —1} elem. Legyen

a1 0
A_< 0 d)eSL(Z,?I‘).

Ekkor
[T,A] = T'!'A'TA
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ami egy T-t6l kiilonbo6z6 nyirds SL(n, T)-ben. Ekkor SL(2,T)" < GL(2,T)
és a nyirdsok GL(2, T)-beli egymashoz val6 konjugdltsdga miatt az 6sszes
nyiras SL(2, T)'-ben van. O
Megjegyzés. Késtbb majd latjuk, hogy az SL(2,F,) és SL(2,F3) csoportok
esetén a tétel llitdsa nem igaz.



5. fejezet

Projektiv linearis csoportok

A 4. fejezetben mar szerepeltek olyan lemmdk, amelyek linedris csopor-
toknak az origoéra illeszked$ egyeneseken vett hatdsdval foglalkoznak. Az
ilyen vizsgéalatok természetes médon vezetnek linearis csoportok projektiv
téren vett hatasdnak a vizsgalataihoz. Ezek a vizsgélatok a geometridban
és a csoportelméletben kdzponti jelentdségtiek.

5.1. Projektiv terek

5.1. Definicié. Legyen V = V(n +1,T) egy T feletti n 4 1-dimenziés vektor-
tér, és jelolje V* az origotdl kiilonbozo vektorok halmazit. Vezessiik be az aldbbi
ekvivalenciareldciét V*-on:

v~w & v=wc,ceT".

Ezen reldcié ekvivalenciaosztilyainak V*/ ~ halmazdt a T feletti n-dimenziés
projektiv térnek nevezziik és PG(n, T)-vel jeloljiik . Az ekvivalenciaosztdilyokat
projektiv pontoknak, a k 4 1-dimenzids linedris altereket k-dimenzids projektiv
altereknek hivjuk.

Szemléletesen tehat azt mondhatjuk, hogy a projektiv tér pontjai az ori-
gora illeszked6 egyenesek, a projektiv egyenesek az origora illeszkedd si-

kok, stb.

5.2. Allitas. Legyen m, m a PG(n,T) tér d; illetve d, dimenzids projektiv alte-
rei. Ekkor di + dp > n esetén m N, # 0.

Bizonyitds. Tekintsiik a projektiv teriinket meghatdroz6 V vektorteret, és
ennek azon U, U, altereit, amelyek -t illetve m,-t hatdrozzdk meg. Ekkor
dimV=n+1,dimlU; =d; +1ésdimU, =d, +1;ady +d» > n Osszefiig-
gés miatt pedig dim U; + dim U, > dim V. Valasszunk bazisokat U;-bek

37
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és Uy-ben: {er,... ey} illetve {fy,...,f, }. AV dimenziéja miatt kell
léteznie egy nem-trivialis linedris 0sszefiiggésnek a két bazis kozott:

alel+---adled1+b1f1+...-|—bd2fd2 =0,
vagy mdsképpen
v=me1+...a4€5 = _blfl — ---_bdzde e U;NUs.

A bazistulajdonsag miatt v =0 eseténa; = ... =b; = ... =0 éllna fenn, el-
lentmondva a linearis kombindcié nem-trivialitdsanak. U; N U, tartalmaz
tehdt egy nem-nulla vektort, ami meghatdrozza a m N m, projektiv altar
egy pontjat. O
Megjegyzés. Az allitdsbol kovetkezik példaul, hogy egy projektiv térben
egy egyenesnek és egy hipersiknak! mindig van k6zos pontja. Speciélisan,
a projektiv sikon két egyenesnek mindig van metszéspontja.

Legyenadotta V = V(n +1, T) vektortér egy A lineéris leképezése. Mi-
vel ez a leképezés megtartja az egydimenzios altereket, tekinthetd a pro-
jektiv tér egy transzformdcidjdnak is. Mivel pedig A a teljes altérstruktarat
megtartja, ezért a projektiv tér altereit is megtartja. Ez tgy is kifejezhetjiik,
hogy A egy projektiv transzformdciot vagy kollinedciot indukdl.

Vizsgéljuk meg, hogy mi sziikséges ahhoz, hogy két A és B linedris
transzformdcié ugyanazt a kollineaciét indukalja. Ez akkor és csak akkor
kovetkezik be, ha A~'B minden projektiv pontot 6nmagara képez, azaz
minden vektorhoz a konstansszorosat rendeli. Az 1.4 alfejezet elején mar
alkalmazott triikk felhasznalasaval belathat6, hogy a konstans szorz6 nem
fiigghet a vektortol, azaz A~'B = Ic alakd kell legyen.

Mivel az Ic alakti matrixok csoportja fontos szerepet jatszik a kovetke-
z8kben, bevezetjiik a

Z, = Z(GL(n,T)) = {Ic;c € T*}

jelolést. A fentiekhez hasonléan pedig az (n 4 1) x (n + 1) métrixok hal-
mazdn is értelmezziik az aldbbi kongruenciareldciot:

Ax~B < A=Bc,ceT.

5.3. Definicié. Legyen H a GL(n + 1, T) csoport eqy részcsoportja. A H altal
indukéalt P(H) projektiv linearis csoport definicié szerint a

P(H) = H/Zy1 = H/ ~

faktorcsoport. P(H) természetes modon hat az n-dimenzids projektiv téren.

! Az n dimenzi6s projektiv tér (n — 1)-dimenzi6s altereit nevezziik hipersikoknak.
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5.1. tdblazat. A projektiv mag mérete
T R C IF,
|Z(GL(n+1,T))NSL(n+1,T)| | 2,n+1) |n+1|(g—1,n+1)

Megjegyzés. A 4.8 tételbdl kovetkezik, hogy a fenti H csoport esetén a ~
ekvivalencia osztdlyai pontosan Z, N H normaloszté mellékosztalyai.
Speciélisan, definidljuk a

PGL(n+1,T) = P(GL(n+1,T)) = GL(n +1,T)/Z,11
projektiv dltaldnos linedris csoportot és a
PSL(n+1,T)=P(SL(n+1,T)) = SL(n+1,T)/(Z,+1 N SL(n +1,T))

projektiv specidlis linedris csoportot.
Mar lattuk kordbban, hogy

Zyi1=Z2Z(GL(n+1,T)) = T".
Most vizsgaljuk meg a Z(GL(n + 1, T)) N SL(n + 1, T) csoportot. Ez
Z(GL(n+1,T))NSL(n +1,T) = {Ic: det(Ic) = "™ =1},

azaz izomorf a T-beli n + 1-dik egységgyokok csoportjdval. Meghatéroz-
zuk ezt a csoportot a T néhany kiilonb6z6 valtozata esetén.

Ha T = R, akkor az n + 1-dik egységgyokok {1} vagy {1,—1} attol
tiiggben, hogy n + 1 paratlan vagy péros.

Ha T = C, akkor az n + 1-dik egységgyokok {e": 0 < k < n + 1}, ahol
€ egy primitiv n + 1-dik egységgyok.

Legyen végiil T = F, véges test. Tudjuk, hogy a véges testek multip-
likativ csoportja ciklikus (3.6 tétel). Létezik tehat egy ¢ € F elem ugy,
hogy F; = {g,8% ... ,8"" = 1}. Az x""! =1 polinom megolddsa ezért
a gk =1 egyenléség, azaz a k(n + 1) = 0 (mod g — 1) kongruencia k
szerinti megolddséaval ekvivalens. Ez utébbiak viszont i(g — 1) /d alakdak,
ahold =(q—1,n+1)és0<i<d Az (n+ 1)-dik egységgyokok F,-ban
tehat a

{g@:0§i<d}

elemek. A szébanforgé csoport méretét az 5.1 tablazatbol olvashatjuk le.
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5.4. Tétel. Legyen T = IF, véges test. Ekkor

" n+1l
GL+1.) = " []@ - D,

=1
n(n+1) n

+1
SLn+ 19| = g% [ -1,
1=2

n(n+1) n+

1 .
|PGL(n+1,q9)] = q 2 ﬂ(q’—l),

=2
PSL+1,q)) = — 1 -1
7q - (q—l,n+1)q J:!q :
Bizonyitds. Vezessiik be az N = |GL(n + 1, q)| jelolést. |Z,.1| = |GL(n,q) :
SL(n,q)| = g — 1 egyenlségek miatt a csoportok definici6ibol kovetke-
zik, hogy |SL(n +1,9)| = |[PGL(n +1,9)| = N/(g + 1) és |[PSL(n + 1,9)| =
|PGL(n +1,q)|/(g —1,n+1) (1d. az 5.1 tdbl4zatot).
Most meghatarozzuk N értékét. Ez nyilvan megegyezik a V(n +1,9)
vektortér bazisainak a szdmdval. Azt allitjuk, hogy a V(n + 1, q) bazisainak
szama

N=@""' =@ —q)-- @ —q").

Valbban, az els6 baziselem kivalasztaskor q”“ — 1 lehet6ségiink van, hi-

szen az barmely orig6tdl kiilonbozd elem lehet. A mésodik baziselem ki-
vélasztdsakor az a megkotés, hogy az ne legyen az elsé skaldrszorosa, igy
q eset zarodik ki. Tegytik fel, hogy i baziselemet mar kivalasztottunk. Az
i + 1-dik vélasztdsdndl a kizdrt esetek azok a vektorok, amelyek az els6
i elem linedris kombinacidjaként el6allnak, az ilyen linearis kombinaciok
széma pedig g', tehat a valasztasi lehet6ségek szdma g™ — g'. Tehat N va-
l6ban egyenld a fent adott értékkel, ami pedig atalakitds utdn az allitdsban
szerepl6 szam. O

5.2. A PSL(n,T) csoport egyszerii

A csoportelmélet kiilonosen fontos szerepet toltenek be az egyszerti cso-
portok, vagyis azok, amelyeknek nincs valédi normélosztéjuk. A leg-
kénnyebben megkonstrudlhato egyszerti csoport az A, alternalé csoport,
amely rogton egyszeri csoportok egy végtelen osztélyat jelenti. A fejeze-
tiink hatralévé részében egyszerti csoportoknak egy masik nagyon fontos
osztalyat fogjuk megadni. El8szor egy lemmat bizonyitunk.

5.5. Lemma (Huppert). Legyen G egy Q-n 2-tranzitivan haté transzformidcio-
csoport, és tegyiik fel, hogy az aldbbi két feltétel teljesiil.
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(1) G =¢G.
(2)  AG, (o€ Q)részcsoport tartalmaz egqy Abel-féle K normdlosztét, amely-
re

(¢Kg':¢€G)=G.
Ekkor G egyszerii csoport.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy N # {1} a G csoport egy normalosztéja. Ot
részallitas belatdsaval megmutatjuk, hogy N = G.

1. allitas. G, maximalis részcsoport G-ben.

Biz. Tegyiik fel, hogy G, nem maximalis, azaz létezik egy G, < H < G
részcsoport, és rogzitsiink egy h € H\ G, és egy ¢ € G\ H elemet. Ekkor
h(a) = B # a és g(a) = v # a. A G 2-tanzitivitdsa miatt valaszthatunk egy
u € G elemet, amelyre u(a) = o és u(y) = 3. Vizsgaljuk megav =h"lug €
G elemet.

(@) = h~(u(g(a) =h~ (u(y) =11 () = a,

azaz v € G,. De ekkor ¢ = u~'hv € G,HG, C HHH = H, ellentmondsas.
2. allitds. NG, = G.

Biz. Nyilvan G, < NG, < G, és az 1. allitas miatt valahol egyenléségnek
kell teljesiilnie. De G, = NG, csak gy lenne lehetséges, ha N < G, lenne.
Ekkor viszont minden g € Gesetén N = gNg ! < ¢G,¢ ' = G, teljesiilne
(vo. 2.3 Tétel (ii) pont), azaz N minden eleme stabilizadlnd az 6sszes 3 =
g(a) elemet. Ez G tranzitivitdsa miatt azt jelenti, hogy N minden eleme
stabilizalja Q minden elemét, s mivel G transzformdciécsoport, ez csak
ugy lehetséges, ha N = {1}, ellentmondas. Tehat az NG, = G oldalon kell
az egyenldségnek teljestilnie.

3. allitas. NK < G.

Biz. G = NG, miatt elegendd belatni, hogy nNKn~! = NK és ¢NKg™' =
NK minden n € N és minden g € G, elem esetén, az utébbi pediga K< G,
alapjan nyilvanval6. Az el6bbi pedig kovetkezik a

n(Nkn—' < NkNk~ 'k < Nk

egyenl6ségbdl kovetkezik, amely minden k € K esetén fennall.
4. allitas. NK = G.
Biz.

G=(gKg':g€G)<((NK}¥:g€G)=NK.

5. allitas. N = G.

Biz. Az izomorfiatételek szerint a NK/N és K/(N N K) faktorcsoportok
izomorfak és K Abel-féle, azaz NK/N is Abel-féle, s igy N tartalmazza a
G’ kommutétor részcsoportot (vo6. 1.5). Ez viszont azt jelenti, hogy N >
(NK)Y =G'=G > N, sigy az N = G egyenl6ségnek teljestilnie kell. 0
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5.6. Tétel. A PSL(n,T) csoport egyszerii, kivéveazn =2, T =F, ésazn =2,
T = 5 eseteket.

Bizonyitds. (Iwasava.) Legyen G = PSL(n,T), Q az n — 1-dimenzi6s pro-
jektiv tér ponthalmaza, és tegyiik fel, hogy n = 2 esetén T # F, és T # F.
A 4.7 kovetkezmény szerint G 2-tranzitivan hat Q-n. A 4.14 tétel szerint
azn =2, T =F, vagy T = F; eseteket kivéve SL(n, T)' = SL(n, T), amib6l
konnyti szamolassal adédik, hogy PSL(n, T) = PSL(n, T).

A Huppert-lemma alkalmazédsdhoz tehat mar csak egy megfelel6 K
részcsoportot kell taldlni. Legyen a egy tetszbleges, orig6tol kiilonbozé
n-dimenzios vektor, és jelolje P az a ekvivalenciaosztalya altal meghatéro-
zott projektiv pontot. Tekintsiik a

Ta = {T(a,p) : ulineéris funkcional, p(a) = 0} (5.1)

csoportot, ez a 4.11 lemma szerint Abel-csoport. Legyen K = P(Ig) a Ig
altal indukalt projektiv transzformaciécsoport, nyilvan K < Gp. Legyen
A € Gp, ekkor A felirhat6 egy n x n méatrix segitségével, és A(P) = P miatt
Aa = ac kell fennalljék. Tudjuk, hogy A7z A~! elemei szintén nyirdsok, és
aT=T(a,pu) € I elemre az

(ATA HYw)=v — (A "w) Aa =v — ci(A 'v)a

Osszefiiggésb6l adodik, hogy az ATA™! konjugélt szintén T(a, ') alakq,
azaz ATg A~ = T4 és K <1 Gp.
Le kell még ellendrizni, hogy

G=(gKg':g€G),
amihez elegendd belétni, hogy
SL(n,T) = (ATgA™': A € SL(n,T)).

Az (5.1) formula szerint azonban teljesiil BZgB~! = Tp4 és minden T nyi-
ras benne van egy 7zq csoportban valamilyen B € SL(n + 1, T) elem esetén,
azaz az utolsé egyenldség jobb oldala az 6sszes nyirast tartalmazza. Mivel
pedig a nyirdsok generdljak SL(n, T), igy SL(n + 1, T)-t generéljdk a 74 cso-
port konjugaltjai, és PSL(n + 1, T)-t generdljak a P(g) csoport konjugalt-
jai. Ekkor pedig a Huppert-lemmabdl kovetkezik, hogy G = PSL(n +1,T)
egyszer(i. O

Megjegyzés. A PSL(2,T) csoport a 4.7 kovetkezmény szerint 2-tranzitivan
hat az egydimenzids projektiv téren, azaz a projektiv egyenesen. A pro-
jektiv egyenes csak a végtelen tavoli pontban kiilonbozik az affin egyenes-
t6l, vagyis a pontjai megfeleltethet6k a T U {oo} halmaznak. Ezek szerint
PSL(2,F,) illetve PSL(2,F;) 2-tranzitivan hat egy 3 illetve 4 pontbol 4ll6
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halmazon, vagyis S; illetve S, részcsoportjainak tekinthet6k. A 5.4 tétel
szerint |PSL(2,F,)| = 6 és |PSL(2,F3)| = 12, ebbdl pedig kovetkezik, hogy
PSL(2,F,) = S3 és PSL(2,IF3) = A4. Ezek a csoportok viszont feloldhatdak, s
igy a kommutatator részcsoport szigorian kisebb magandl a csoportnal.

Ebbdl az is adédik, hogy a PSL(2,F,) és PSL(2,F3) csoportokra sem
a 4.14 sem pedig az 5.6 tétel allitdsa nem teljesiil.

5.3. A tortlinearis leképezések csoportja

Az el6z6 alfejezetben szerepld csoportok koziil most behatébban meg-
vizsgéljuk a PGL(2,T) csoportot. Ez, mint a fentiekbdl is kidertil, az 1-
dimenziés projektiv téren azaz a IP; projektiv egyenesen hat. Ennek az
egyenesnek a pontjait homogén szampdrok segitségével irhatjuk le, a ho-
mogenitést a (x : y) jeloléssel fogjuk kihangstilyozni. Ez persze az y =0
esetben is értelmes, hiszen itt nem osztasrél van sz9, hanem annak a tény-
nek a kiemelésérdl, hogy az (x1 : y1), (x2 : y2) pontparok akkor és csak akkor
irjdk le ugyanazt a pontot, ha x> = xo .

A PGL(2,T) csoport elemeit matrixokkal irjuk le, az ( i Z ) (métrix
altal eldallitott) csoportelem hatdsa

(x:y) — (ax + by : cx + dy), (5.2)

(o) (V) =(55a)

matrixszorzdsbol adodik.

A projektiv egyenes el6éllitdsdra létezik egy masik, taldn szemlélete-
sebb mdd is, hiszen az nem mads, mint egy kozonséges affin egyenes kib6-
vitése egy végtelen tavoli ponttal. Az affin egyenest, mint szdmegyenest
tekintve igy azt kapjuk, hogy P; = T U {oo}.

Ezt a megkozelitést konnyen 6sszhangba hozhatjuk a kordbbiakkal.
Tekintsiik ugyanis az xy-sikban az e : y = 1 affin egyenest. Egyrészt min-
den A = (x : y) homogén szampér meghataroz egy g4 egyenest oly médon,
hogy az origé6t 6sszekotjiik az (x, y) ponttal, és forditva. Azis vilagos, hogy
a szébanforgo origoéra illeszked6 egyenes akkor és csak akkor parhuzamos
az x-tengellyel, ha y = 0.

Ha nem ez a helyzet, azaz y # 0, akkor a g4 egyenesek kolcsondsen
egyértelmiien megfeleltethetk az y = 1 egyenes (x/y, 1) pontjainak. Ha
y = 0, akkor g4 parhuzamos e-vel, azaz g4 az e végtelen tavoli pontjat
hatdrozza meg. Leegyszerfisitve az mondhatjuk, hogy az

ami nyilvén az

(x:y) —x/y
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y=1|@/n1)

0,0

5.1. dbra. A projektiv egyenes és T U oo ekvivalencidja.

egy bijekci6 a homogén szdmparok halmaza és a oo szimbélummal ki-

bévitett T U {oo} szdmtest kozott. A Py projektiv egyenes utdbbi tipust
elééllitdsaban az

aX +b
ax+by 'y

cx+dy cf—i—d
y

azonossdag és az (5.2) definici6 értelmében

az+b
cz+d

Z

(5.3)

alakban irhat6. A T U {oo} halmaz ilyen tipust leképezéseit tortlinedris
leképezéseknek nevezziik.

5.7. Tétel. A tortlinedris leképezések csoportot alkotnak, amely szigoriian 3-tran-
zitivan hat a T U {oo} halmazon.

Bizonyitds. A definiciébdl még az is adédik kozvetleniil, hogy a tortline-
aris leképezések G csoportja izomorf a PGL(2, T) csoporttal. Rogzitsiink

1
egy tetszOleges zp € T U {oo} elemet. Ha zy = 0o, akkor legyen f(z) = o

kiilonben legyen f(z) = z + zo. Ekkor f egy tortlinedris leképezés, melyre
f(0) = z, tehat G tranzitiv.
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Tekintsiik most a oo elem G, stabilizdtor részcsoportjét, ezekre a leké-
pezésekre teljesiil f(oco) = a/c = 0o, ami pontosan azt jelenti, hogy a # 0 és
c = 0. Mivel d = 0 nem lehetséges, igy f az f(z) = az + b alakra hozhaté.
A G csoport tehat nem mds, mint az 1.6 példaban leirt AGL affin linedris
csoport, ami élesen 2-tranzitiv (Id. a 2.5 példat). A 2.3 tétel szerint viszont
ez pontosan azt jelenti, hogy G élesen 3-tranzitiv. O

Itt érdemes még egy pillanatig elid6zni a G, 1-dimenzi6s affin linedris
csoportndl. Azt latjuk ugyanis, ha ebben a csoportban még a 0-t is stabi-
lizaljuk, akkor az f(z) =ax +b lekepezesre f(0) = b = 0 adodik, vagyis
f(z) =az,ahola € T* és G o = T*.

5.4. Projektiv ktipszeletek

Az affin sikon a kupszeletek pontosan a médsodfoku, kétvaltozoés polino-
mok zérohelyei:

ax® + bxy +cy? +dx +ey+ f = 0.

Ebbdl azonnal adédik, hogy a projektiv sikon kiipszeletnek a mdsodfokii, 3-
vdltozds, homogén polinomok zérohelyeit nevezziik. A tovabbiakban fel-
tételezziik, hogy a T test, amellyel a projektiv sikunkat koordinatazzuk,
nem 2 karakterisztikdju, char(T) # 2. Ebben az esetben a ktpszelet egyen-
lete felirhat6

2 2 2
apoXy + 26101XOX1 + 2a02x0x2 + anxy + 26!123(13(2 + dr Xy = 0,

X0 oo do1 Apz
X = X1 ) A= aijp 411 A
X2 axo d21 a2

jeloléssel az egyszerti

alakban, ami

xXAx =0

formaban adhat6 meg. A tovdbbi meggondoldsokhoz rogzitsiink most
egy tetszbleges X : x' Ax = 0 projektiv kapszeletet.

Ha adott egy e projektiv egyenes két pontja, P(x), Q(y), akkor e minden
pontja R(Ax + p1y) alakban irhat6. Az e egyenes metszete a K kupszelettel
azon R pontokbdl all, amelyekre teljestil

0= (' + py)AQx + py) = N(x'Ax) + 2 u(x' Ay) + (Y Ay).  (5.4)
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Egy két ismeretlenes, homogén, mésodfoka egyenlet megolddsai (A : p)
alakuak, a megoldasok szama pedig 0, 1 vagy 2 lehet, feltéve, hogy (5.4)
nem azonosan nulla. Ha (5.4) azonosan nulla, akkor minden (A : ;1) meg-
oldés. Ez azt jelenti, hogy e-nek vagy 0, 1, 2 kozos pontja van X-val, vagy
e C X teljestil.

Nagyon fontos az az eset, amikor (5.4) azonosan nulla vagy pedig ame-
goldédsainak szdma 1. Ekkor [eN K| =1 vagy e C X éll fenn; azt mondjuk,
hogy ekkor e érinti K-t. Ez a tény nyilvan ekvivalens az

(x'Ay)* — (x'Ax)(y' Ay) =0 (5.5)

egyenlGség teljestiilésével.

Tételezziik most fel, hogy P € X, ekkor x’Ax = 0 és a PQ egyenes
pontosan abban az esetben érinti a X kupszeletet, ha fennéll x' Ay = 0. Ha
det(A) # 0 akkor x'A # 0 és x' Ay = 0 egy egyértelmiien meghatarozott,
P(x)-re illeszked6 egyenes egyenlete; ezt az egyenest a kupszelet P-beli
érint0jének tekintjiik.

Ha det(A) = 0, akkor A sorai linedrisan fiigg6k, tehat létezik egy x # 0
vektor, amelyre x' A = 0. Ekkor nyilvan x' Ax = 0 teljesiil, azaz az x vektor
altal meghatarozott P(x) pontilleszkedik X -ra. Tovabba azt latjuk, hogy P
olyan pontja K -nak, amelyre illeszkedd 0sszes egyenes érinti K -t, hiszen
minden Q(y) esetén x' Ay = 0 teljestil és (5.5) fennéll. Megmutattuk tehét
a kovetkez? allitast:

5.8. Allitas. Legyen A eqy 3 x 3-as, szimmetrikus mdtrix eqy # 2 karakterisz-
tikdjui test felett és tekintsiik a K : x' Ax = 0 kiipszeletet. Ha det(A) # 0, akkor
K minden pontjdba egyértelmiien hiizhaté érintd. Ha det(A) = 0, akkor K-nak
létezik legaldbb egy olyan pontja, amelyben az érintd nincs egyértelmtien megha-
tdrozva.

A kupszelet azon pontjat, amelyben nincs egyértelm érint6, a kiipszelet
szinguldris pontjinak nevezziik, a szinguldris ponttal rendelkez6 kipszele-
teket pedig elfajulénak hivjuk.

Ezen fejezet hatralévé részében K mindig egy nem-elfajuld projektiv kiip-
szeletet fog jelolni, és az egyszer(iség kedvéért feltételezziik azt is, hogy X -
nak van legalabb két T feletti pontja. Ekkor barmely egyenes 0, 1 vagy 2
pontban metszi X -t.

Rogzitsiik most a K egy tetszbleges Q pontjat és legyen e egy projek-
tiv egyenes, amely nem illeszkedik Q-ra. Definidljuk a X — e leképezést
az 5.2. abran lathaté médon: Ha Q # P € K, akkor P’ =eNPQ,ha P=Q,
akkor Q" az e és a K Q-beli érintSjének metszéspontja. Mivel a K P-beli
érit6jét kivéve minden P-re illeszkedd egyenes pontosan egy tovabbi pont-
ban metszi K-t, ezért az imént definialt leképezés bijekcio.

5.9. Allitas. A nem-elfajuld K kiipszeletet a P € K pontjdbél a P-re nem illesz-
kedd e eqyenesre vett vetités bijekcio K és e ponthalmazai kozott.
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5.2. dbra. A projektiv egyenes és kupszelet ekvivalencidja

Ebben az alfejezetben két tovabbi fontos fogalmat emlitiink meg. El6-
szor is definidljuk a P(z) projektiv pontnak a X : x' Ax = 0 nem-elfajul6
kapszeletre vett poldrisit: ez az e : z' Ax = 0 projektiv egyenes. A fentiek
szerint a P € K esetben az e poldris a K P-beli érintdje.

A masik tény annak megfontoldsa, hogy el6fordulhat, hogy az x' Ax =
0 egyenletnek nincs nem-trividlis megoldésa T test felett. Példdula T =R
esetben az x3 + x3 + x5 = 0 egyenletnek csak a trivilalis (0,0, 0) megoldasa
létezik, az viszont nem hataroz meg pontot a valés projektiv sikon. Ennek
ellenére a szébanforg6 egyenletrdl tovabbra is mint ktupszelet egyenletérdl
fogunk beszélni, és a fentiek szerint az ilyen kupszeletet nem-elfajulénak
tekintjiik. Ennek a meggondoldsnak a pontos oka az, hogy attérve a T test
egy megfeleld bovitésére (a példank esetében pl. a komplex szdmtestre)
ez a probléma lényegében megoldédik, vagyis az ilyen kuipszeleteket tgy
tekintjiik, mint amelyeknek csupa képzetes pontjuk van.

5.5. A projektiv kiapszelet automorfizmusai
Ebben az alfejezetben a projektiv sik azon projektiv linedris transzforma-
cidit vizsgéljuk, amelyek invariansan hagynak egy nem-elfajul6 kipszele-

tet.

5.10. Definicié. Legyen K a PG(2,T) projektiv sik eqy nem-elfajulé kiipszelete.
Azt mondjuk, hogy az (3 projektiv linedris transzformdcio a K egy automorfiz-
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t:z'Ax =0

y = (z'Az)y - 2(z'Ay)z Z(z)

5.3. dbra. Kupszelet vetitése onmagara

musa, ha B(K) = X teljesiil. A K automorfizmusainak halmazdit PO(XK)-val
jeloljiik.

Els6ként megismerkediink X egy specidlis automorfizmusdval. Te-
kintsitk a V = T° linedris teret és annak egy tetsz6leges z elemét, amelyre
z' Az # 0 teljestil. Definidljuk az

Sz :T® — T8, y— (2'Az)y — 2(z'Ay)z

linedris leképezést. Nyilvan fennéll az S,z = A\?Sz Osszefiiggést.

Rogzitsitk most a PG(2, T) projektiv sik egy tetszbleges Z(z) pontjat. A
fentiek szerint az Sz 4ltal meghatarozott projektiv linedris transzformacié
fiiggetlen a Z pontot eld4llité z vektor megvélasztasatol; igy joggal jelol-
hetjiik az Sz altal indukalt projektiv transzformaciét oz-vel. (Lasd az 5.3.
abrat.)

5.11. Lemma. A o projektiv transzformdciéra teljesiil o7 € PO(X), 0% = id,
072(Z) = Z és 07(P) = P, a Z pont X szerinti t poldrisinak minden P pontjdra.
Igaz tovdbbd, hogy a Z pontra illeszked( Osszes egyenest o fixen hagyja.

Bizonyitds. Tekintsiik el6szor a K egy P(y) pontjét, erre teljesiil y' Ay = 0.
A P képe legyen P'(y'), ahol y' = (z'Az)y — 2(z' Ay)z. Ekkor

(¥)' Ay’ = (z'Az)(y' Ay) — 4" Az)(z' Ay)* + 4(z' Az)(z' Ay)* = 0,
azaz P' € K, ésigy o7 € PO(X).



5.5. A PROJEKTIV KUPSZELET AUTOMORFIZMUSAI 49

A Z(z) pontra nyilvan teljesiil z’ = —(z'Az)z, vagyis 02(Z) = Z. Ve-
gytnk most a ¢ poldaris egy tetszleges P(y) pontjat. Ez kielégitia z’Ay =0
egyenletet, amib6l adodik y' = (z'Az)y, vagyis P = P’ minden P € t ese-
tén.

Tekintsiink végiil egy tetsz6leges P(y) pontot, és legyen oz(P) = P'(y’)
és oz(P) = P"(y"). Ekkor fennall

Y = (A2 2z Ay)z
= (Z'A2)[(z'Az)y — 2(z'Ay)z] — 2(z' A[(z' Az)y — 2(z' Ay)z])z
= (2'Az)*y —2(z'Az)(z'Ay)z — 2(z' Az)(z' Ay)z + 4(z' Az)(z' Ay)z
= (z'Az)%y,

amibdl P” = P és 0% = id adddik.

Végyiil pedig, mivel a Z pontunk nem illeszkedik X -ra, ezért ! Az #£0,
és igy Z ¢ t. Ez azt jelenti, hogy minden Z-re illeszked6 egyenes egy Z-
t6l kiilonboz6 pontban metszi t-t, azaz két fixponttal rendelkezik, vagyis
maga is fix. O

Az olyan transzformacidkat, amelyek négyzete az identitas, involiici-
0knak nevezziik. Ha egy kollineaci6 egy egyenest pontonként fixen hagy,
akkor az egyenest a kollineéci6 tengelyének hivjuk. Dudlisan, azt mondjuk,
hogy P egy kollineaci6 centruma, ha minden P-re illeszked6 egyenes fix.
Ismeretes, hogy ha egy projektiv kollinaciénak van tengelye, akkor van
centruma is, és forditva (I1d. Horvay-Reiman: Projektiv geometria, IV.7.&).
Az ilyen kollinedciokat centrdlis-axidlis kollinedcioknak nevezziik.

Az is vilagos, hogy egy identitastol kiilonb6zd kollinedcidnak legfel-
jebb egy centruma lehet, hiszen kiilonben minden pontra illeszkedne két
tixegyenes, azaz minden pont fixpont lenne. Hasonl6an adédik, hogy leg-
feljebb egy tengely van. Ebbdl az is kovetkezik, hogy egy centrélis-axialis
kollineaciénak nincs a centrumtél és a tengely pontjaitél kiilonbozé fix-
pontja, ez ugyanis ekkor egy masodik centrum lenne.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy o7 valdjaban egy Z kdzéppontt vetités-
ként hat K -n, azaz felcseréli a X olyan P, P’ pontpdrjait, amelyekre teljestil
Z € PP

5.12. Tétel. A K nem-elfajulé kiipszelet automorfizmusainak PO(X) csoportja
élesen 3-tranzitivan hat K -n.

Bizonyitds. Els6ként megmutatjuk, hogy PO(X) 3-tranzitivan hat; rogzit-
sitk ehhez a X kiilonb6z6 pontokbdl all6 két pontharmasat, A, B, C-t és
A',B’,C'-t. Legyen Z; az AB’ és A’B egyenesek metszéspontja és legyen
C" a CZ, egyenes mdsodik metszéspontja K -val. Ez utébbit ugy kell érteni,
hogy ha CZ; két kiilonb6z6 pontban metszi X -t, akkor C” # C, ha CZ; a
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5.4. dbra. A vetitések szorzatai 3-tranzitivan hatnak.

K C-beli érint6je, akkor C” = C. Akkor sincs gond, hogy ha pl. A =P,
ekkor az AB’ egyenes alatt a K A-beli érint6jét értjiik.

Legyen tovabba Z, az A'B’ és C'C" egyenesek metszéspontja. Az 5.4.
abrarol konnyen leellendrizhet6, hogy a 8 = 0z, 0 07, € PO(XK) projektiv
transzformdciora teljestil A — A’, B— B’ és C— C'.

Az élességgel kapcsolatosan elegendd megvizsgalni X azon 3 auto-
morfizmusait, amelyek harom kiilonb6z6 pontot fixen hagynak. Jeloljiik a
harom fixpontot A, B, C-vel, és legyen D az A és B-beli érint6k metszés-
pontja. A két érint6 nyilvan fixegyenese 3-nak, igy D is fixpont. Kénnyen
leellendrizhetd, hogy az A, B, C és D fixpontok koziil semelyik 3 nincs egy
egyenesen, ekkor azonban a (3 projektiv linedris transzformécié csak az
identitds lehet, amibdl kdvetkezik, hogy PO(XK) hatésa élesen 3-tranzitiv.
a

Megjegyzés. Az 5.4 alfejezet végén lattuk, hogy vetités segitségével egy
nem-elfajulé kupszelet azonosithat6é a projektiv egyenessel. Megmutat-
hat6, hogy ezzel az azonositdssal a PO(X) csoport hatdsa K -n megegye-
zik a PGL(2, T) csoportnak a projektiv egyenesen vett hatasaval. Ez utéb-
birdl pedig az 5.3 alfejezetben latottak alapjan tudjuk, hogy megegyezik a
tortlinedris leképezések csoportjgnak a T U {oco} kibGvitett szdmtesten vett
hatdsaval.



6. fejezet
Projektiv kvadrikak

Ebben a fejezetben minden egy rogzitett, T test feletti, n-dimenzids pro-
jektiv térben fog lejatsz6dni, ahol n > 2; erre a projektiv térre a PG(n, T) je-
161ést fogjuk hasznalni. Feltételezziik tovdbbd, hogy a térben rogzitettiink
egy homogén koordindtarendszert, amelyben a pontokat vagy n + 1 hosszu-
sdgu oszlopvektorokkal, vagy pedig (xo : x1 : ... : x,) alakt sorvektorokkal
adjuk meg.

A PG(n,T) tér n — 1-dimenzi6s projektiv altereit hipersikoknak nevez-
ziik, egy hipersik mindig egy

Upxo+ ... +u,x, =0

alakt egyenlettel adhat6é meg, ahol az (uy, . .. , u,) vektor nem nulla és egy
konstans szorzo6 erejéig van meghatarozva. Vegyiik észre, hogy ez nem
jelent mast, mint hogy a PG(n, T) tér homogén koordindtdzdsa automati-
kusan egy homogén koordinatazast biztosit a tér hipersikjainak a szdmara.

6.1. A projektiv leképezések alaptétele

Ha adott a PG(n, T) tér k < n pontja, akkor biztos 1étezik egy legfeljebb k —
1-dimenzids projektiv altér, amely ezeket tartalmazza. Tekintsiik ugyanis
a pontokat megadoé (xgl) DUPEE <) ,(x(()k) ...+ 2 vektorokat, ezek az
n + 1-dimenziés T-vektortérnek egy legfeljebb k-dimenzids linedris alte-
rért feszitik ki, ami definici6 szerint PG(n, T)-nek egy legfeljebb k — 1-
dimenzids alterét hatdrozza meg. A k pontot tartalmazoé legsziikebb pro-
jektiv alteret a pontok dltal kifeszitett projektiv altérnek nevezziik.

6.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a PG(n,T) tér pontjainak eqy X halmaza
dltaldnos helyzetii, ha minden k < n+ 1 esetén az X barmely k elemii részhalmaza
a PG(n,T) tér eqy k — 1-dimenzids alterét fesziti ki.

51
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Vezessiik be az alabbi jelolést:

e =(0:0:...:1),
e =(1:1:...:1),

és jelolje E; az e vektor altal megadott projektiv pontot (i =0,... ,n + 1).
ezeket a pontokat a koordindtarendszer alappontjainak is nevezziik. Nyilvan-
valo, hogy akarhogy valasztunk ki n 4 1 pontot a fenti n 4 2-bdl, a vektora-
ikbol alkotott (1 + 1) x (n + 1)-es matrix determindnsa nem nulla, azaz az
altaluk kifeszitett linearis altér dimenziéja n + 1. Ez pontosan azt jelenti,
hogy a kivéalasztott n 4 1 pont a teljes n-dimenzids projektiv teret kifesziti,
vagyis az n + 2 darab alappont altaldnos helyzetf.

6.2. Lemma. Legyen adott a PG(n,T) tér tetszbleges n + 2 dltaldnos helyzetil
pontja: Py, ..., P,1. Ekkor létezik ey egyértelmiien meghatdrozott ¢ projektiv

linedris transzformdcio, amelyre @(E;) = P; teljesiil minden i = 0,1,... ,n 41
esetén.
Bizonyitds. Jeloljitk a P, pontot megad6 vektort a® = (a¥ :al : ... : al))-vel.
Vezessiik be a &, . . . , £, ismeretleneket, és tekintsiik az
0 0
4 a? a® . £al?
A= : . M=
A o - Gl

(n+1) x (n+ 1) matrixokat. A feltételek szerinta P, ... , P, pontok kifeszi-

tik a teljes teret, azaz az A oszlopai linedrisan fiiggetlenek, s igy det(A) # 0.
Teljestil tovabba det(M) = &y - - -, det(A) és

Me" = &a® i=0,1,...,n (6.1)
Me"™V = £a® + .. +&a". 6.2)

Vegyiik észre, hogy a a (6.1) azonossdgok egyértelmiien meghatdrozzak az
M martix fenti alakjat. Az A métrix oszlopainak fiiggetlenségébdl adodik,
hogy a &, ... , &, ismeretlenek értékét egy konstans c szorzo erejéig egyér-
telmtien meg tudjuk tgy hatarozni, hogy Me™ ™ = ca™™ teljesiiljon.
Most megmutatjuk, hogy a &,...,§, szdmok koziil egyik sem lehet
nulla. Példénak okéért tegyiik ugyanis fel, hogy & = 0. Ekkor a®*V ki-

fejezhet lenne csupén az a®, ..., a®™ vektorok lindris kombinécitjaként,
azaz az n + 1 darab a®V,...  a"*V vektor egy n-dimenzi6s linearis teret

feszitene ki. Ez egyenértékii lenne azzal, hogy a Pi, ..., P,1; pontok egy
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n — 1-dimenzids projektiv alteret feszitenek ki, ami pedig ellentmondana
ab,...,P, ponthalmaz altalanos helyzetének.

[gy viszont, hogy semelyik & nem nulla, az M métrix determindnsa
sem nulla, tehat meghataroz egy ¢ projektiv linedris transzformdciét. A ¢;
értékek megvdlasztdsa és a (6.1), (6.2) egyenl6ségek miatt p(E;) = P; telje-

siil mindeni =0, ... ,n 4 1 esetén. Végiil pedig a ¢ egyértelmiisége ado-
dik abbdl, hogy az M matrix konstans szorzo6 erejéig egyértelmiien meg-
hatarozott. O

A tovébbiakban fontos szerepet fognak jatszani a T alaptest automorfiz-
musai; a o € Aut(T) jelolés jelentése:

o(x+y)=ox)+o(x), o(xy) = o(x)o(x) Vx,y € T.
Az x = (xg,...,x,) T feletti vektor esetén haszndlni fogjuk a

U(x) = (U(XO)v s 70-(xn))
jelolést.

6.3. Definicié. A T test feletti V = T" vektortér szemilinedris leképezésének
nevezziik a

V-V, x — Mo(x)

alakii leképezéseket, ahol M egy n x n-es mdtrix és o € Aut(T).

A PG(n,T) projektiv tér eqy olyan transzformdcidjdt, amelyet a teret koordi-
ndtdzé vektortér onmagdra vett szemilinedris leképezése indukdl, projektiv sze-
milinedris leképezésnek nevezziik.

6.4. Lemma. EQy szemilinedris leképezés akkor és csak akkor indukdl egy pro-
jektiv transzformdciét, ha det(M) # 0. Ebben az esetben az indukdlt projektiv
transzformdcid illeszkedéstarto.

Bizonyitds. Ha det(M) = 0, akkor van olyan null4tél kiilénboz6 x vektor,
melynek képe a nullvektor, s ekkor a leképezés nem értelmezett a projek-
tiv téren. Ha viszont det(M) # 0, akkor a lineéris leképezés bijektiv és
ahhoz, hogy projektiv leképezést indukaljon, meg kell mutatnunk, hogy
minden origora illeszked$ egyenes képe origéra illeszkedd egyenes. Mi
ennél tobbet mutatunk meg, nevezetesen, hogy linearis altér képe linedris
altér; ebbdl az indukalt projektiv leképezés illeszkedéstartasa is kovetke-
zik.
Tekintstik tehét az x1, . .. , x; vektorok &ltal kifeszitett

{)\1x1—|—...—|—)\kxk:)\1,...,)\kET}
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linedris alteret. Ennek képe

{o(AM)Mo(x1) + ...+ o(A)Mo(xg) : M, ... , A\ € T},

és mivel o sziirjektiv, ez pontosan az Mo (x,), ..., Mo(x;) vektorok &ltal
kifeszitett linedris altér. Tehat az indukalt projektiv leképezés értelmes és
illeszkedéstarto. O

Az imént definialt fogalmak segitségével kimondhatjuk a projektiv tér
transzformacio6irdl sz616 egyik legfontosabb tételt.

6.5. Tétel (A projektiv leképezések alaptétele). A PG(n,T) projektiv tér il-
leszkedéstarto transzformdcioi pontosan a projektiv szemilinedris leképezések.

Bizonyitds. Legyen ¢ a PG(n,T) projektiv tér egy illeszkedéstart6 transz-
formacidja és jelolje Py, ..., P,1 a megfelel6 Eo,...,E,.; alappontok ¢
melletti képét. A 6.2 lemma szerint ekkor létezik egy nem-elfajulé M mat-
rix, amely &ltal meghatdrozott oy projektiv linedris transzformaciora tel-
jestil

O[M(Ei):PiZQO(Ei), ZZO,,H+1

Vizsgéljuk most a 8 = a} o ¢ transzforméciot; ez nyilvan illeszkedéstarto,
és
B(E)) = Ei

fennall minden i =0,... ,n + 1 esetén. Megmutatjuk, hogy (-t egy x —
o(x) leképezés indukdlja, ahol o € Aut(T).
Definidljuk az (n + 1)-dimenzids vektortér alabbi részhalmazait:

Ak:{(xg,... , Xk-1,1,0, ... ,O)IXO,... ,xk_leT}, kZO, ,
és legyen
A=AgU---UAy.

Konnyen konstrualhat6 egy kolcsonosen egyértelmi megfeleltetés A és a
PG(n, T) tér pontjhalmaza kozott: egy P pont homogén x = (xp : ... : x,)
koordinatazasban valasszuk a legnagyobb k indexti x; # 0 koordinatat 1-
nek, ekkor x € Ay. Eszerint a projektiv tér 3 transzformacidja megfelel az
A halmaz egy énmagdra vett f bijekci¢janak. A kiilonb6z6 koordinatakat
tekintve az f leképezés

f(x) = (fo(x), ..., fu(x)), (x € A)

alakban irhato fel.
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1. lépés: Azt dllitjuk, hogy i # j esetén az f; fiigguény nem fiigg x;-t6l. Az
egyszerliség kedvéért a bizonyitdst az i = 1, j = 0 esetre végezziik el,
az altalanos eset bizonyitasa is hasonléan torténik. Ha (x,...,x,) =0,
akkor csak x) = 1 lehetséges, ekkor tehat 3(E)) = E, miatt mondhatjuk,
hogy f»(x0,0,...,0) = 0 minden x, esetén. Tegyiik fel, hogy (x1,... ,x,) #

(0,...,0) és mutassuk meg, hogy fi(xo, x1,...,x,) = f1(0,x1,... ,x,) min-
den x = (xq, ... ,x,) € A esetén.

Egyrészt az Ey, P(x) és a Py(0,x1, ... ,x,) pontok egy egyenesre illesz-
kednek. Mésrészt P illeszkedik az xy = 0 hipersikra, amelyetaz E;, ... , E,

pontok feszitenek ki, s igy azt 3 fixen hagyja. Az Ey, P, P, kollinedris pont-
harmas 3 melletti képei is kollinearisak, ezeknek a képeknek a koordinatai

Eo(1,0,...,0), P'(fo(x), fi(x), ..., fu(x)) és
B0, f1(0,x1, ...y Xn)y .o v sy fu(0, X1, . o, X))

Az E(P’ egyenes metszete az x, = 0 hipersikkal egyrészt P, masrészt pe-
dig (0, fi(x0, X1, ... ,Xn), - ., fu(x0,X1,... ,X,)) szdmolassal, amibdl a koor-
dindtdk osszehasonldsa utan fi(xo, x1,... ,x,) = f1(0,x1, ... ,x,) adodik.
2. lépés: Azt dllitjuk, hogy f; = f;. Ismét feltételezhetjiik, hogy i = 0,j =1
az altalanossag megszoritasa nélkiil. Mivel az E,, ... , E,;1 n darab &ltala-
nos helyzeti pont mindegyike kielégiti az xo — x; = 0 egyenl&séget, ezért
6k pontosan az xy — x; = 0 hipersikot feszitik ki. Ez az n pont mind a (3
tixpontja, igy az xo — x; = 0 hipersik is fix. Tekintsiik ennek a hipersik-
nak egy tetsz6leges P(x, xo, X2, ... , X,) pontjat, az els6 1épésben latottak
alapjan ennek a képe P'(fo(x0), f1(x0), fo(x2), - .. , fu(x,)). Nyilvan P’ is il-
leszkedik az x, — x; = 0 hipersikhoz, azaz fy(xo) = f1(xo) teljesiil.

3. lépés: Azt dllitjuk, hogy f(x) = o(x), ahol o € Aut(T). Eddig lattuk, hogy

f(x07"' 7xn) = (f(xO)a"' 7f(xn))

egy megfelel6 f : T — T fliggvénnyel. Tudjuk tovdbb4d, hogy f(0) = 0 és
f=1.

Egyrésztaz(1:0:1:0:...:0),(0:1:1:0:...:0), E5,...,E, ndarab
altalanos helyzeti pontnégyes kifesziti az xo 4 x; — x, = 0 hipersikot. Més-
részt f(0) = 0 és f(1) = 1 miatt ez csupa fixpont, tehat az xo + x; — x, = 0 hi-
persik is fix 3 mellett. Tekintsiik ennek a hipersiknak egy P(x(: xq : xo + X1 :
0:...:0) pontjat, ennek P'(f(xo) : f(x1) : f(xo+ x1) : ... :0) képe ismét il-
leszkedik rd, tehat f(xo) + f(x1) — f(x0 + x1) =0, azaz

f(xo) + f(x1) = f(x0 + x1)

teljesiil minden xp, x; € T esetén.
Vegyiik most a

Pl@:b:1:0:...:0)
Q(1:c:1:0:...:0)
E,(0:0:1:0:...:0)
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pontokat, illetve ezek képeit:

P'(f(a): f(b):1:0:...:0)
Q@:f(c):1:0:...:0)
E;(0:0:1:0:...:0).

Nyilvéan P, Q, E, akkor és csak akkor kollinearis, ha

b 1
det c 1 |=0,
01

azaz ha b = ac. Tovabba a harom pont akkor és csak akkor kollineéris, ha
a képeik azok, azaz ha f(b) = f(a)f(c). Tehat barmely a,c € T esetén b =
ac valasztéssal f(a)f(c) = f(b) = f(ac) ad6dik. Ezekbdl pedig kovetkezik,
hogy f = o € Aut(T).

Ezzel tehat belattuk, hogy a (3 illeszkedéstart6 transzforméaciot egy o
testautomorfizmus indukélja. Mivel pedig definici6 szerint

[eo RN RN

Y =0am© 6 ’
igy kapjuk, hogy -t az x — Mo (x) szemilinedris kollineacié indukélja. O

Ennek a pontnak a végén ejtiink még néhany sz6t az altalunk ismert
testek automorfizmusairél. A legkonnyebb azt meggondolni, hogy a ra-
ciondlis szamok Q testének csak trivialis (=identikus) automorfizmusa 1é-
tezik. Minden raciondlis szdmot fel tudunk ugyanis irni az 1 és a négy
alapmiivelet felhasznalasaval, és mivel az 1-et minden testautomorfizmus
fixen hagyja, az alapmfiveleteket pedig meg6rzi, igy minden raciondlis
szdm fix marad.

A valés szdmok R testénél ugyanez a helyzet, ehhez azonban mér va-
lamivel hosszabb szamolds sziikséges.

6.6. Allitas. A valds szdmok R testének az egyetlen automorfizmusa az identitds.

Bizonyitds. Tekintsiink ugyanis egy o € Aut(R) testautomorfizmust, erre
sziikségszertien teljesiil o(0) = 0 és o (1) = 1. Ha n egy pozitiv egész, akkor

cmn)=c(l+...+1)=c()+...+0(1)=n
teljesiil. Ha n < 0 negativ egész, akkor
n* = o(n®) = o(n)?,

s igy o(n) = £n. Mar tudjuk, hogy o(—n) = —n, ezért a o injektivitdsa
miatt o(n) # —n, vagyis o(n) =n. Har =n/m € Q, ahol n,m € Z egészek,
akkor

n=om)=o@rm)=o(r)o(m)=o(rym,
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amibdl o(r) = n/m = r adédik.

Megmutatjuk most, hogy x < y esetén o(x) < o(y) teljesiil minden
x,y € R val6s szdm esetén. Ekkor ugyanis létezik egy a > 0 valds szam,
amelyre y — x = a* all fenn, amib6l azt kapjuk, hogy

o(y) —o(x) = a(x — y) = o(@®) = 0(a)* > 0.

Tegytik végiil fel, hogy létezik x € R valds szdm, amelyre o(x) # x. Mivel
o(x) is valds, igy ekkor létezik egy r € Q raciondlis szdm, amely x és o(x)
kozé esik, ha példdul x < o(x), akkor x < r < o(x). 0 monotonitdsa miatt
viszont x < r-b6l o(x) < o(r) = r kellene kovetkezzen, tehat ellentmondas-
hoz jutottunk. Nyilvan ugyanigy ellentmonddst kapunk, ha x > o(x)-et
tételezziik fel. Vagyis egyetlen x € R esetén sem dllhat fent x # o(x), azaz
o =id. O

Ebbdl és a 6.5 tételbdl azonnal adédik az aldbbi kovetkezmény:.

6.7. Kovetkezmény. Eqy valds test feletti projektiv tér illeszkedéstartd leképe-
zési pontosan a projektiv linedris leképezések.

A komplex szamok C testének egy igen fontos automorfizmusaval, az x —
¥ konjugdlassal mar talalkoztuk.

Vizsgaljuk meg végiil azt az esetet, amikor T = F, véges test. Tud-
juk, hogy ekkor a test rendje g = p° primhatvéany, ahol a p prim a test
karakterisztikaja. Megmutatjuk, hogy egy p karakterisztikdju testben az
® : x — x? hatvanyozas automorfizmus. Az ilyen testek x — x”* alaku
automorfizmusait Frobenius-automorfizmusoknak nevezziik.

Az nyilvanvald, hogy ®(xy) = ®(x)P(y) teljestil, hiszen a szorzas kom-
mutativitdsa miatt szorzat hatvanya a hatvanyok szorzata. Vizsgaljuk meg
most ®P(x + y)-t a binomidlis tétel segitségével:

(x_|_y)p — xp_|_ (ilg)xp_ly+ (Z)xp—2y2+ e (ilg)xyp_l +yp

Ennek persze csak gy van értelme, hogy a () egész szamot modulo p
mint T-beli elemet tekintem. Megmutatjuk azonban, hogy minden 0 < i <
p esetén (¥) =0 (mod p), azaz a fenti egyenléség megadja a keresett (x +
y)P = xP 4+ yP Osszefiiggést. Valdéban, a binomidlis egytitthatd definicidja
szerint

(P) _ P _pp=D(pit])
i) ilp—i) 1-2--4 ’

azaz 0 < i < p esetén a szamlalo oszthato p-vel, a nevez6 viszont nem. Ez-
zel belattuk, hogy egy p karakterisztikdju testben a p-dik hatvanyra emelés
csakugyan testhomomorfizmus. A leképezés bijektivitdsa véges test ese-
tén kovetkezik az injektivitdsabol: x¥ = y¥ esetben vagy x = y = 0, vagy
egyik sem nulla, és ekkor (xy~!)? =1, azaz (xy~! — 1)’ = 0 4ll fenn, amibdl
xy~t =1 és x = y kovetkezik.
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6.2. Korrelacidk, polaritisok

Mar emlitettiik, hogy a PG(n, T) projektiv tér hipersikjai n + 1 hossztsagu
homogén koordindtakkal adhaté meg: a P(x) pont akkor és csak akkor
illeszkedik az u = (uo : . .. : u,) koordinatdkkal megadott H(u) hipersikra,
ha

u'x = upxg+ ...+ uyx, =0

teljestil.
Jeloljiik a tovabbiakban P-vel a PG(n, T) tér ponthalmazat és # -val a
tér hipersikjainak halmazat.

6.8. Definici6. A p: PUH — P U H leképezés a PG(n, T) projektiv tér kor-
relacidja, ha p pontot hipersikra, hipersikot pedig pontra képez 1igy, hogy ekozben
az illeszkedést megtartja.

Adott koordinatdzdas mellett a legegyszertibben megadhato korrelaci6 az,
amelyik a P(z) pontota H(z) : z'x = 0 hipersikra, a H(u) : u'x = 0 hipersikot
pedig a P(u) pontra képezile. Az u'x = x'u egyenlségbdl azonnal ad6dik,
hogy ez a leképezés megtartja a pontok és hipersikok kozotti illeszkedést.

A projektiv kollinedciok és a korreldciok kozotti szoros kapcsolatot fe-
jezi ki az aldbbi tétel.

6.9. Tétel (Projektiv korrelaciék alaptétele). A projektiv tér minden korreld-
cidja elddll
P(z) — H(Ao(2)): 0(z) M'x =0

alakban, ahol M egy (n 4+ 1) x (n + 1)-es T feletti nem-elfajuld mdrtix és o €
AutT.

Bizonyitds. Legyen p a PG(n,T) projektiv tér egy korrelacidja, és jeloljiik
7-val a fentebb leirt korrelaciét: P(z) — H(z), H(u) — P(u). A 7 o o szor-
zat leképezés nyilvan a projektiv tér ponthalmazéanak egy onmagdra vett
illeszkedéstarto leképezését hatarozza meg, azaz a 6.5 tétel szerint

Too: P(z) — P(Mo(z))

alakba irhat6 megfelel6 M martix és o testautomorfizmussal. 7 definicidja
szerint, 72 = id felhasznéldsaval pontosan a

p:P(z)— H(Ao(2)): o(z)) M'x =0
alakot kapjuk. o

A bizonyitasban lattuk, hogy a fenti példank korreldciéra azzal a speci-
alis tulajdonsédggal is rendelkezik, hogy involutiv, azaz a négyzete az iden-
titas.
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6.10. Definicié. Azokat a korreldciékat, amelyeknek a négyzete az identitds a
P U H halmazon, polaritdasoknak nevezziik.

Tekintsiik most azt a korreldciét, amelynek a P-n megadott hatdsa z —
o(z)'Ax = 0. Azt allijuk, hogy ekkor a hipersikokon vett hatas sziikség-
szerlien

Hu):u'x =0~ P(A 'o(n)).

Az illeszkedéstartasbol kovetkezik, hogy egy korreldciét a ponthalmazon
vett hatdsa egyértelm{ien meghatdrozza, igy elegend6 megmutatni, hogy
a hipersikokon fentebb megadott hatés illeszkdéstarté PUH — P U H
leképezést hatdroz meg. Csakugyan, ekkor egy rogzitett H(u) : u'x = 0
hipersik esetén a P(z) pont H'(A'c(z)) képe akkor és csak akkor illeszkedik
a H(u) hipersik P'(A~'u) képéhez, ha

0=0(z)A-Alo(u) =oc(u'z)

fennall, ami pedig ekvivalens azzal, hogy P illeszkedik H-hoz.

Vizsgéljuk most meg, hogy mit jelent az, hogy egy korrelaci6 involutiv.
A korrelaciok alaptétele szerint a P(z) pont képe a H(A'o(z)) : 0(z)! Ax =0
hipersik, a fentiek szerint pedig ennek a képe a

P(A o (Alo(2)))
pont. Tehét a korrel4ci6 akkor és csak akkor involutiv, ha a
z— A lo(AN)o?(2)

szemilinedris leképezés az identikus projektiv leképezést hatdrozza meg,
azaz ha

A7 o(ANo?(z) = Mz (6.3)

all fenn valamely z-t6l fiiggetlen A € T* szdammal. A z =¢® (i =0,... ,n)
behelyettesitésekbdl ekkor a (6.3) azonossagbol

Alo(AY) = I (6.4)

kovetkezik, ahol I a megfelel6 méretii egységmartixot jeloli. Majd a (6.3)
és a (6.4) egyenlségekbdl

or=id (6.5)
adodik. A (6.4) és (6.5) kombinaldsabol kapjuk, hogy
A =0 (A)=c(\A") = c(\)AA,
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s igy teljestil
oM =1. (6.6)

Most két esetet kiilonboztetiink meg.

I eset: x + o(N)o(x) = 0 teljesiil minden x € T esetén. Ekkor x = 1 helyettesi-
téssel o(\) = —1, tehat A\ = —1 adédik. Ebbdl a feltétel szerint x — o(x) =0
minden x € T elemre, azaz 0 = id. Az A maértixra (6.4) szerint kapjuk,
hogy A' = —A. Ebben az esetben nullpolaritdsrél beszélink.

II. eset: x + o(N)o(x) = y # 0 valamely rogzitett x € T esetén. Ekkor (6.5) és
(6.6) miatt

o(y) = o(x) + Ax = Ao(N)o(x) + Ax = Ay,

azaz A = y 'o(y) all fenn. A homogén koordinatdzas miatt nem jelent
megszoritast, ha az A martixrol attériink annak egy skaldrszorosara: A’ =
y1A. A fentiek szerint ekkor

o(A) =y 'A) =o(y)'o(A) =y 'ATAA" = (A

és \' = 1 teljesiil. Ebben az esetben tehét a polaritas z — o(z)' Ax = 0 alak-
ban lesz felirhaté, ahol 02 = id és o(A) = A!. Abban az esetben, ha o =id,
szimmetrikus polaritdsrol, ha pedig o # id, akkor Hermite-féle polaritdsrél be-
széliink.

Bebizonyitottuk tehat a kovetkez6 tételt.

6.11. Tétel. Legyen p a PG(n,) projektiv tér eqy polaritdsa. Ekkor
p:P(z)— o(z) Ax =0

és a p, az A mdrtix és o testautomorfizmus eleget tesz az aldbbiak valamelyiké-
nek.

(i)  p szimmetrikus polaritds, o = id és A' = A.
(ii)  p nullpolaritds, o =id és A' = —A.
(iti)  p Hermite-féle polaritds, 0> = id és A' = o (A). O

6.3. Polaritasok abszolit pontjai

6.12. Definicié. Azt mondjuk, hogy a P pont a p projektiv polaritds abszolat
pontja, ha P illszekedik a p(P) hipersikra. Dudlisan, a H hipersik a p abszolat
hipersikja, ha a p(H) pont illeszkedik H-ra.
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A tovéabbiakban a célunk az lesz, hogy a koordinata rendszer megfelel6
megvalasztasdval elérjiik azt, hogy egy polaritds abszolit pontjainak hal-
maét a lehet6 legegyszertibben tudjuk koordindtdkkal megadni.

Az egyszertibb jelolés kedéért a o testautomorfizmus helyett o(x) = ¥
frasmoédot fogjuk alkamazni, o involutivitdsa miatt nyilvan X = x minden
x € T esetén. Legyen tovabba

To={xeT:%=x}.

Ekkor Ty = T, ha x — X az identités, egyébként pedig T a T valodi rész-
teste.

6.13. Lemma (F6tengelytranszformacié). Legyen adott az

F = {P(x) : i llijxif]' = 0}

i.7=0

eliilet, ahol a;; = a; € T minden i,j = 0,... ,n esetén. Ekkor F eqyenlete T
=4 ] 8Y
feletti lindris transzformdciéval

CoXoXo + ...+ cpx,X, =0, (c;i € Ty)
alakra hozhato.

Bizonyitds. Egy adott test feletti linedris transzformdcié helyett mondha-
tunk olyan

Xo = UgoYo + - .. + UonYn

Xn = UnoYo +...+ UnnYn

behelyettesitést, ahol az u;; egyiitthatok az adott test elemei és a bel6liik
alkotott U = (u;;) matrix nem-elfajulé, det(U) # 0. Nyilvan ilyen behelyet-
tesitések szorzata is ilyen, ezért a bizonyfitast tobb behelyettesités dsszefii-
zésével végezziik el.

Tekintsiik most az

n
fxo, ... yx0) = Z a;ijXiX;

i.7=0

fiiggvényt. Ha minden a;; egyiitthaté nulla, akkor egyéltaldn nincs mit
bizonyitanunk.

Ha valamely i € {0, ... ,n} indexre a;; # 0, akkor a valtozok felcseré-
lésével elérhetjiik, hogy ag # 0 alljon fenn. Mivel a véltozok felcserélése
linedris behelyettesitds, ez egy linedris transzformaciénak felel meg.
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Ha minden a;; egytitthaté nulla, akkor tekintsiink egy a;, # 0 egytittha-
tot és az

xi:yi, l;’ék
X = Yr + Yo

behelyettesitést. Ekkor

fxo,- -5 xn) :f(y()?"' s Yn) = Z bl’f%‘]?f’

i.7=0

ahol a b; egytitthatok koziil csak by = 2ayy # 0. Ezzel visszavezettiik a
problémat az el6z6 esetre.

Feltételezhetjiik tehat, hogy ag) # 0. Alkalmazhatunk tovdbba induk-
ciét n-re; n = 0 esetén az allitds értelmes és igaz, j6llehet geometriai jelen-
tése ekkor nincs. Tegytiik tehat azt is fel, hogy n — 1 véltozos fliggvényekre
az allitas teljesiil. Alkalmazvéan az

_ -1 -1
Yo = Xo + Ap14y9 X1 +...+ Aonfyy Xn
Y1 =X1
Yn = Xy

behelyettesitést és a;; = a;; egyenl6ségeket, azt kapjuk, hogy

f(xo, Ce. ,xn) = ZZj=O ai]-xl-x]-
= goXoXo + Ao1(XoX1 + Xox1) + - - - + don(X0Xy + XoXn)
-|-f1(x1, o axn)
= EIQQ(XQ + Elolﬂo_ol X1+ ... )(fg + 01061501 X1+ ... )
+f2(xl, ce ,xn)

= agYoYo + fo(Y1,--- s Yu)-

Mivel agy € Ty, az indukcids 1épés felhasznalassaval azonnal adédik, hogy
egy alkalmas

Yo = Zo
Yi=uUnzi+ ...+ Uz,
Yn = UnZ1 —+ . Uz,
behelyettesités megadja a keresett
f(xo,. .., x5) = acoyoifo + fo(y1, ... ,Yn) = CoZoZo + C121Z1 + . .. + CnZuZn

alakot. O
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6.14. Definici6. Az ¥ : }i; qa;ixiX; = 0 feliilet rangjanak nevezziik a 6.13
lemma szerinti coxoXo + ... + X, %, = 0 alakban szerepl6 nulldtél kiilonbozo
c; eqyiitthatok szamdt. Az F feliilet nem-elfajuld, ha a rangja maximadlis, azaz
n+1.

Az kiilon megfontolds igényelne, hogy az ¥ rangja geometriai fogalom,
azaz el6fordulhat-e, hogy kiilonb6z6 x = Uy, x = U'y’ linedris helyettesi-
tésekkel kapott coyoijo + . . . + cuYnin = 0 és coyo¥y + - .. + ¢y, 7, = 0 ala-
kokban kiilonb6z6 szdmu nullatol kiilonbozé egytitthato talalhats. Ezzel
mi most nem foglalkozunk, csak a nem-elfajul¢ feliiletek esetét vizsgéljuk
meg.

6.15. Allités. Az F : >ij—otijxiX; = 0 feliilet akkor és csak akkor nem-elfajuld,
ha det(a;)} =0 #0.

Bizonyitds. A feliilet megadasdra a szummas jelolés helyett hasznéalhat-
juk az F : ' Ax = 0 alakot és legyen x = Uy az a linedris transzformacio,
amellyel F a coyoijo + . - . + c,Yu¥n = 0 alakra hozhat6 (U = U). Ez azt je-
lenti, hogy ¥ Ax = §'U' AUy = %'Cy, ahol C = U'AU diagonalis matrix.
Ebben a megfogalmazasban mar nyilvanvald, hogy # akkor és csak akkor
nem-elfajul6, ha det(C) = ¢y --c, # 0, ami det(C) = det(U)*det(A) miatt
ekvivalens azzal, hogy det(A) # 0. O

Késobb latni fogjuk, hogy a nem-elfajulé feliiletek egy bizonyos részé-
nek a jellemzése tisztan geometriai eszkozokkel is elvégezhetd.

Az alabbi tételben 0sszefoglaljuk az alfejezet abszoltut ponthalmazokra
vonatkoz6 eredményeit.

6.16. Tétel. Legyen p : P(z) a PG(n, T) projektiv tér egy polaritdsa, és jeloljiik
F-ela p abszoliit pontjainak a halmazdt. Ekkor az aldbbi esetek fordulhatnak eld.

(i)  Ha p szimmetrikus polaritds, akkor F egy nem-elfajulé kvadratikus felii-
let, amely megfeleld koordindta transzformdcidval

2 2
apxg+ ... +a,x, =0

alakra hozhaté.
(i)  Ha p nullpolaritds, akkor minden pont abszoliit.

(iii) Ha p Hermite-féle polaritds, akkor a F egy nem-elfajulé Hermite-sokasdg,
amely megfeleld koordindta transzformdcidval

apxoXo + ... +a,x,x, =0

alakra hozhatd, ahol minden egyiitthatdra teljesiil a; = a;.
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Bizonyitds. A 6.11 tétel szerint a p leképezést P(z) — H(Az): z' Ax = 0 alak-
ban adhatjuk meg, ahol a x — ¥ a T alaptest egy involutiv automorfizmusa
és A = £ A" egy nem-elfajuld (n + 1) x (n + 1)-es matrix. Ebbdl adodik,
hogy a P(x) pont pontosan akkor lesz p abszoltt pontja, ha kielégiti az

n
¥ Ax = Z ai]-xifj =0
i7=0

egyenlGséget.

Ha p szimmetrikus vagy Hermite-féle polaritds, akkor a 6.13 lemma
szerint f6tengelytranszformdcioval F egyenlete apxoXo + ... + a,x,%, =0
alakra hozhat6; ez bizonyitja (i)-t és (iii)-t.

Ha p nullpolarités, akkor x = ¥ minden x € T esetén, az A matrix pedig
antiszimmetrikus: A’ = —A. Ekkor tetsz6leges x vektorra teljestil

x'Ax = (X' Ax)' = x' Alx = —x' Ax,

ami pedig csak x’ Ax = 0 esetén lehetséges. Tehat ebben az esetben minden
P(x) pont abszolut, vagyis (ii) teljestil. O

A tételiinkben szerepld normalalak meglétének geometriai jelentést is
adhatunk.

6.17. Definicié. Azt mondjuk, hogya P, ... , P, pontok a PG(n, T) tér ortogo-
nélis helyzetli ponthalmazat alkotjdk a p polaritdsra nézve, ha teljesiil

Pz‘Ep(Pj) <~ i;’éj,i,jzo,...,n.

Ortogondlis helyzeti ponthalmazokrél nyilvan csak szimmetrikus és Her-
mite-féle polaritasok esetén beszélhetiink.

6.18. Allitas. Ha a p polaritds szimmetrikus vagy Hermite-féle, akkor létezik rd
nézve ortogondlis ponthalmaz.

Bizonyitds. A koordinatarendszer megvalasztasdval (azaz projektiv lineé-
ris transzformdcioval, ldsd a 6.13 lemmat) elérhetjiik, hogy a p polaritds
alakja P(z) — z'Cx = 0, ahol C nem-szinguldris diagonélis matrix. Ekkor
az Ey, ... ,E, alappontok egy p-ra nézve ortogondlis pontrendszert alkot-
nak, hiszen

0 hai#j,

(oF haz:] -

(é(’))tCe(]) — Cj(e('))te(]) — {

Megjegyzés. Nem tul bonyolult az allitds bizonyitdsat kiegésziteni olyan
moédon, hogy a kitiinjon, hogy az valéjdban ekvivalens a 6.13 lemmaval.
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6.4. Kvadratikus feliiletek

6.19. Definicié. A projektiv tér

Q = {P(x) (x'Ax = Z ajjXixXj = 0}
i,j=0

alakii, azaz egy homogén, mdsodfokii polinommal megadhaté ponthalmazait pro-
jektiv kvadratikus feliileteknek vagy roviden csak kvadrikdnak nevezziik.

A definiciéban ugyan nem szerepel az A = (1;;) matrix szimmetrikussaga,
azt azonban mindig feltételezhetjiik, hiszen x;x; = x;x; és a test karakte-
risztikdja char(T) # 2. A tovabbiakban mindig élni is fogunk az A" = A
feltételezéssel, igy konnyen adédik az alabbi 4llitas is.

6.20. Allitas. Egy projektiv Q kvadrika pontosan akkor dll el§ szimmetrikus po-
laritds abszoliit ponthalmazaként, ha nem-elfajuld.

Bizonyitds. A 6.16 tétel (i) pontja szerint elegendd megmutatni, hogy min-
den nem-elfajulé kvadrikdhoz tudunk szimmetrikus polaritast konstru-
alni. De ha Q nem-eljaul6, akkor det(A) # 0, és igy a P(z) — H(Az):
z! Ax = 0 leképezés egy olyan szimmetrikus polaritast hatdroz meg, mely-
nek abszolut ponthalmaza épp Q.. O

A projektiv kvadrikak egyik legalapvetSbb geometriai tulajdonsdga az
egyenesekkel vett metszeteiket érinti. Tekintsiik ugyanisa Q = x'Ax =0
kvadrikat és a P(y), R(z) pontokat 6sszekotd egyenest. Ez utdbbi pontjai
pontosan az S(\y + pz) alakti pontok, ahol A és ;1 nem lehet egyszerre
nulla. S € Q akkor és csak akkor, ha

0= Ay + p2) Ay + pz) = N(y'Ay) + 2 \u(y' Az) + (2 Az),  (6.7)

ami egy homogén masodfokt polinom A és p valtozékban. Ha ez a po-
linom nem azonosan nulla, akkor lehet neki nulla, egy vagy kett6 megol-
dasa attol fiiggben, hogy irreducibilis, teljes négyzetté alakithato, vagy

(a1 A — bip) (@A — bop), (a1:b1) # (a2 : by)

szorzatra bomlik. Ha a polinom azonosan nulla, akkor nyilvan minden
(1 : ) megoldés, azaz a PR egyenes minden pontja Q -ban van. Egyébként
az egyenes 0, 1 vagy 2 pontban metszi Q -t.

sz 2

6.21. Definicié. Azt mondjuk, hogy az e egyenes kitér6 a Q, kvadrikdhoz, ha
leN Q| =0, metsz6, haleN Q| =2,¢ésérintd, haleNQ|=1vagye C Q.
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A PR egyenes tehat akkor és csak akkor érint6, ha a (6.7) egyenletben sze-
repld polinom teljes négyzet vagy azonosan nulla, ami pedig ekvivalens
azzal, hogy a diszkriminansa nulla, azaz

(y' Az — (y' Ay)(z'Az) = 0. (68)

6.22. Definicié. A Q kvadrika P pontja szinguldris, ha minden P-re illeszkedd
egyenes érinti Q -et.

6.23. Allités. Az Q : x' Ax = 0 kvadratikus feliilet akkor és csak akkor nem-
elfajuld, ha nincs szinguldris pontja.

Bizonyitds. Ha Q elfajuld, akkor det(A) = 0, ami ekvivalens azzal, hogy
valamilyen, nullatél kiilonb6z6 y vektorra 0 = Ay = y'A. Ekkor nyilvan
P(y) € Q; megmutatjuk, hogy ekkor P szingularis. Egy tetsz6leges R(z)
pont esetén ugyanis a (6.8) diszkrimindns nulla lesz, tehat a PR egyenes
érinto.

Forditva, ha P(y) € Q szinguldris, akkor minden R(z) pontra a (6.8)
diszkriminansnak nulldnak kell lennie, ami y'’Ay = 0 miatt azt jelenti,
hogy minden z vektor esetén y'Az = 0. Ez nyilvdn mésként nem lehet-
séges, csak ha az y'A vektor nulla. De mivel P(y) projektiv pont, igy y
nem a nullvektor, tehdt Ay = 0 csak det(A) = 0 esetén allhat fenn; vagyis
ekkor Q elfajulé. O

Megjegyzés. Ha az alaptestiink a T = C komplex szdmtest, vagy barme-
lyik mds algebrailag zirt test, akkor nem fordulhat el6, hogy a (6.7) egyenlet-
ben szerepl6 polinom irreducibilis, annak mindig van legaldbb egy meg-
olddsa. Geometriailag ez azt jelenti, hogy ilyen alaptest esetén a kvadri-
kaknak nincs kitér6 egyenesiik.

Az alfejezet hatralév részében a kvadrikdk

apxy + ... +a,x: =0 (6.9)

normdl alakjat vizsgaljuk meg tiizetesebben, mint latni fogjuk, ezekben a
vizsgélatokban alaposan ki fogjuk haszndlni a T alaptest specidlis tulaj-
donsagait.

1. eset: T=C

A legkonnyebb helyzet a T = C komplex szamok teste esetén all els. Ek-
kor ugyanis minden a; egytitthato el64ll, mint egy b; € C komplex szam
négyzete: a; = b?. Az yo = boxy, ..., Y, = b,x, helyettesitéssel barmely
nem-elfajul6 kvadrika

X5+ +x2=0
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alakra hozhat6. Az elfajul6 esetben a kvadrika alakja x3 + ...+ x7 =0,
k < n lesz. Ez azt is jelenti, hogy a PG(n,C) térben barmely két nem-
elfajulé kvadrikahoz létezik egy projektiv linedris transzformacié, amely
az egyiket a mésikba viszi.

2.eset: T=R

Kicsivel bonyolultabb a T = R val6s szamok esete. Ekkor a valtozok fel-
cserélésével el6szor elérjiik, hogy ag, ... ,ar >0, ax4q, . . . ,a, <0 teljesiiljon,
majd az

Yo = \/a_()x()a sy Yk = \/a_kxna Yir1 = V —0k41X05 - - - s Yn = V —nXy

helyettesités az
VY~ 2 =0 (6.10)

normadlalakot eredményezi. A min{k + 1,n — k} pozitiv egész szdmot a
kvadrika szignatiirdjinak nevezzik.

6.24. Allitas (Sylvester tétele). A PG(n,R) projektiv tér Q : x'Ajx =0, Q :
xt Ayx = 0 nem-elfajulé kiipszeletei akkor és vihet6k dt eqymdsba projektiv linedris
transzformdcioval, ha szignatiirdjuk megegyezik.

Bizonyitds. Tegytik el6szor fel, hogy Q;,  szignatiirdja megegyezik, ekkor
léteznek U, U, matrixok altal indukalt linedris transzformdciok, melyre
Q, @ alakja (6.10), azaz

UL AUy = UL AU, =
~1

teljesiil. Ez azt jelenti, hogy az U,U; " métrix altal indukalt transzforméacio
Q-et -be viszi 4t.

A forditott allitds bizonyitasa technikaibb jellegti. Tételezziik most fel,
hogy Q, attranszformalhat6 egy Q,’ kvadrikaba, melynek egyenelete (6.10)
alakt (i = 1,2), valamint @Q; és @Q, egymadsba is attranszformélhatéak. Ek-
kor Q' és Q) egymasba is attranszformédlhato lesz, azaz létezik egy U mat-
rix, melyre U'C;U = C,, ahol C;, C, diagondlis matrixok, melyek f6atloja-
ban el8szor csupa 1, majd csupa —1 4lL

Jelolje O, ... ,killetveO,... ,f azokataz i indexeket, amelyekre (C;);; =1
illetve (Cy);; = 1. Legyen tovabba f = Ue® (i = 0,... ,n). Ekkor fennall

| | 1 ha0<i=j<k
(e(l))tcle(]) — —1 hak—I—l Sl:]STZ
0 hai#j
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(FOYC P = (@) U'C UeD = (D) Cre? ={ —1 hal+1<i=j<n
0 hai#j

Szimmetria okobdl nyilvén feltehet6 k > ¢, a tétel bizonyitdsahoz azt kell
belatnunk, hogy a szignaturdk megegyeznek, azaz k = ¢. Belatjuk, hogy
az e©, ... e® Y f" vektorok linedrisan fiiggetlenek, ebbdl a tér
dimenzidja miatt azonnal adédni fog, hogy k+1+ (n — {) < n +1, azaz
k </, sigy kész lesz a bizonyitas.

Es csakugyan, az e, ... e® fE " yektorok linedris fiiggs-
sége azt jelentené, hogy nem csupanulla Ao, ... , A, g, ..., Ay € Rval6s
szdmokra

Moe® 4 Ne® N O N =0
Ez mds formdban
z=20eQ + ..+ Ne® = N\ O N ™ Ao,
ahonnan a fentiek ismeretében a z'C; z valds szamra azt kapjuk, hogy

2iCiz = (Mo(eD) + ...+ X(e®))Ci(Noe® + . .. + Ne®)

= N+...+X

= (A = = NN A TN == A )
_ _)\2 . . )\2

- €+1 oo ne

Ezek OsszevetésébSl A\j + ...+ A2+ A7, + ... + A2 = 0 adodik, ellent-
mondvan annak a feltételezésiinknek, hogy nem minden \; nulla. O

Megjegyzés. Megfigyelhettiik, hogy a valos projektiv térben kvadrika-
nak tekintjiik az x3 + . .. + x2 = 0 egyenlettel meghatarozott ponthalmazt,
jollehet az iires! Ezzel egytitt az allitdsunk szerint az n-dimenziés valds
projektiv térben a lényegesen kiilonboz6 (azaz egymdsba 4t nem transz-
formalhat6) kvadrikdk szdma n/2 illetve (n — 1)/2, att6l fiigg6en, hogy n
péros illetve paratlan.

Tanulsdgos konkrétan is megvizsgdlni a 3-dimenziés valés projektiv
tér nem-elfajulé kvadrikdit. Az imént emlitett iires halmaz egyenlete x3 +
x3 4 x5 + x3 = 0, ennek szignaturédja 0. A gomb affin térbeli egyenlete x7 +
x5+ x3 =1, ami a projektiv térben x% — x2 — x5 — x5 = 0 alakra mo6dosul.
Mas széval a gomb szignattraja 1.

2 szignaturaju kvadrikdra példa a nyeregfeliilet, ennek affin alakja x; =
x2x3, projektiv egyenlete pedig xpx; — xox3 = 0. Projektiven ezzel ekvi-
valens az xj + x3 — x5 — x5 = 0 alak, aminek viszont az affin valtozata
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6.1. dbra. Az egykopenyti hiperboloid és a nyeregfeliilet.

—x3 + x5 + x5 = 1. Ezt a feliiletet megkaphatjuk oly médon is, hogy az x;x,
-sikbeli —x? + x3 = 1 hiperbolat megforgatjuk az x,-tengely koriil, ezért ne-
vezziik 6t forgdsi vagy egykopenyii hiperboloidnak is. (Ld. a 6.1 4brét.)

A nyeregfeliilet és a forgasi hiperboloid projektiven egymadsba transz-
formélhatdk, de a valds affin térben ezek két lényegesen kiilonb6z6 kvad-
rika. A kiilonbséget a végtelen tdvoli sikkal vett metszetiik adja, a nye-
regfeliilet azt két egyenesben, mig az egykopenyi hiperboloid egy nem-
elfajul6 kupszeletben metszi.

3. eset: T = [, g paratlan

A legérdekesebb szdmoldssal a véges testek esetében taldlkozunk, s azzal
mindjart az elején. A tovdbbiakban g paratlan primhatvany.

6.25. Lemma. Egy F, véges test minden nulldtol kiilonboz eleme el6dll x* + y*
(x,y € F,) alakban.

Bizonyitds. Jeloljiik N-nel a F-beli nullat6l kiilonb6z6 négyzetek halmazat.
El6szor megmutatjuk, hogy 1étezik a € IF; \ N elem, amely el&éll y* + 1
alakban. Tegyiik fel ugyanis ennek az ellenkezgjét és tekintsiik az

X={(x,y) eFr:x*=y*+1}

halmazt. Az indirekt feltétel szerint minden y € I, esetén megoldhaté x-
ben az x* = y* + 1 egyenlet, raadésul legfeljebb két eset kivételével két
kiilonb6z6 megoldasunk van, nevezetesen x és —x. A két kivétel y* = —1
esetén 1éphet fel. Ez aztjelenti, hogy az X halmaznak legaldbb 29 — 2 eleme
van: |X| > 29 —2.
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Masrészrol definidlhatjuk az f : X — F;, (x,y) — x — y leképezést. (x =
y nyilvan nem lehetséges x* = y* + 1 esetén.) Megmutatjuk, hogy f injek-
tiv. Valoban, az a = x — y # 0 érték az x* = y* + 1 feltétel mellett egyér-
telm{ien meghatdrozza az x +y = 1/(x — y) = a~' osszeg értékét is. Igy
kapjuk, hogy
_a+a’! —a+a?

2 0 YT

kell teljesiiljon, azaz (x, y) egyértelmiien meg van hatdrozva. Injektiv leké-
pezés esetén az értelmezési tartomédny szdmossaga legfeljebb akkora, mint
a képhalmazé, azaz | X| < g — 1. A fentivel 6sszevetve 2g —2 < g — 1, azaz
g <1 adédik, ami lehetetlenség.

Rogzitsiink most egy fentiek szerint 1étez6a = y> +1#0,a & N elemet.
Nyilvdn minden b = ¢* € N el6éll két négyzetszam Osszegeként: b = ¢? +
02. Abban az esetben, hab & N, b # 0, b = ¢**! alakban irhat6, ahol g az Fy
ciklikus multiplikativ csoport generdtoreleme, lasd a 3.6 tételt. Hasonl6an,
az a nem-négyzet el64ll, minta = g**1. Ebbsl adodik, hogy ¢ = ¢F ¢ elemre
a~'b = c* € N. Ebb6l megkapjuk a b elem

b=ac* = (y* + 1)c* = (yc)* + ¢*

felirdsat két elem négyzetosszegeként. O

6.26. Lemma. Rogzitsiink egy olyan a € F, elemet, amely egyetlen IF -beli elem-
nek sem a négyzete és leqyenek k, { egész szdamok, amelyekre 2|¢ és 0 < £ < 2k.
Ekkor az

2 2 2 2
Q:xg+...+x;+tax; 4 +...+taxy =0
kvadrika linedris transzformdciéval
2 2 ) 2 2
EXg— X — . =Xt Xt X5 =0
alakra hozhato.

Bizonyitds. A 6.25 lemma szerint léteznek b,c € I, elemek, amelyre a =
b* +c?, és b,c # 0, mert a nem négyzet. A

(0% + AV (G + i) = (bXaig1 + CXoi2)(CXaip1 — i)
Osszefiliggés felhasznéldval, alkalmazva az
Yi=X; hai=0,...,7,

Yoir1 = bxoip1 + CXoiga,
y2i+2:Cx2i+1—bX2,‘+2 haz:€/2,... ,k—l
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behelyettesitést, a Q 1j alakja
V4. + 3 =0.

Ha —1 négyzet IF,-ban, akkor innen trividlisan megkaphat6 a kivant alak.
Tételezziik fel most, hogy —1 nem négyzet IF,-ban és vilasszuk meg az e, f
nullatol kiilonbdzd elemeket ugy, hogy —1 = e? + f2. Legyen tovabba s = 1
ha k paros és s = 0 ha k paratlan és tekintsiik az aladbbi behelyettesitést.

Yairs = bZoits + CZaigsi1,

. k—1—
Yoitst1 = CZits — bZoipsr1 hai=0,..., 5 2
Vi =2z hai=k+1,...,2kvagyi=06éss=1.
Az
2 2 2 f2\a2 2 2 2
Vairs + Vairsrn = (€ + [N 2215 + Zoipsi1) = —Zoi4s — Zoigstn

egyenl6ség miatt a behelyettesitést alkalmazva a Q egyenletére kapott
alak

2 _ 2 24 .2 2 _ ’ —
zozz1 ;...—szzrzk+%+...+zzk2—0 ha k paros, azazs =1,
—Z5—21— ... — 2t +Ziq + ...+ 25, =0 hakparatlan, azaz s = 0;
pontosan a lemméban szerepld 4llitas szerint. 0

6.27. Tétel. Legyen Q : x' Ax =0 a PG(n,FF,) projektiv tér nem-elfajulé kvad-
rikdja. Ekkor egy linedris transzformdcioval Q, az aldbbi normadlalakok egyikére
hozhaté.
(i) Ha n = 2k pdros, akkor
Q: x% 4+ x1X + ... + Xop_1Xx = 0.

Ebben az esetben parabolikus kvadrikarol beszéliink.
(i) Hmn =2k -+ 1, akkor

Q" xox1 + X2X3 + ...+ XXk =0
vagy
Q" & f(x0,x1) + x2x3 + ... + XXk = 0,
ahol f(xo,x1) = ax§ + bxoxy + cx7 irreducibilis mdsodfokii polinom a F,

test felett. A Q7 esetben hiperbolikus, a Q ~ esetben pedig elliptikus
kvadrikarol beszéliink.
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Bizonyitds. Tekintsiik el6szor az n = 2k esetet. Ekkor a 6.26 lemma koz-
vetlen alkalmazdsaval és esetleg egy —1-el valo szorzas, illetve a valtozok
felcserélésével adodik az

Xg— X — . =Xt Xt X5 =0
alak. Innen az
Yo = Xo, Vi = —Xi + Xpri, Ykri = Xi + X, 1=1,... .k
helyettesitéssel kapjuk az
Yot Vi o+ Yy =0

alakot, ami a tételben szerepl6t6l csak a valtozok sorrendjében tér el.
Legyen most n = 2k + 1 pératlan szam és tételezziik fel, hogy Q -t mar
apxy + ... + a,x3 = 0 alakra hoztuk. A 6.26 lemma alapjan tudjuk, hogy a

PG(n — 1,F,) projektiv térnek létezik egy U = (uij):.f]._:lo matrix altal indu-

kalt y = Ux linedris transzformécidja, amellyel az aoxj + ... + ayx3, =0
kvadrika

j:x%—x%—...—xi+xi+1—{—...+x§k:0
alakra hozhat6. Alkalmazva az

Vi = UjoXo + ... + Uipn_1Xn_1, i=0,...,n—1, Yn = Xy
majd a
20 = Yo, Zn = Yy Zi = —Yi+ Yksir Zkti = Yi T Yris 1 =1,k
behelyettesitéseket, Q alakja el6szor az
EYo— Vi~ — Vet Vi -+ Yo Y =0,

majd a

+25 + 212k 1 + - - ZkZok + Ak 1255 =0
alakot veszi fel. A valtozok felcserélésével ebbdl megkaphatjuk az

axi +bxt + xpx3 + ... + XopXppp1 = 0 (6.11)

alakot, ahol @ = +1 és b = ay,. Vildgos, hogy ha —; nem négyzetszam,

akkor az axj + bx} = 0 egyenletnek nincs megoldésa az F, test felett, azaz
I, felett irreducibilis. Ekkor megkaptuk az elliptikus kvadrika esetét.
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a

Ha létezik olyan f € F, elem, amelyre —% = f?, akkor
axd + bxd = axy — af>xd = (axo — afx1)(xo + fx1),
azaz az
Yo=axo—afxy, y1 =X+ fx1, yi=xi, i=2,...,n
helyettesités leszéllitja a kivant
Yoyr+ 123+ ...+ Yna1Yn =0

hiperbolikus kvadrika alakot.

Végezetiil meg kell még mutatnunk, hogy a paratlan dimenziéban fel-
1ép6 két normalalak egymdasba nem transzformalhat6 at. Mindkét esetet
feloleli a (6.11) egyenletben szerepl6 alak. Ennek métrixa
a 0
0 b

— O
O =

01
10
melynek determindnsa ab(—1)". Rogzitett dimenzi6 esetén tehat mar a
maétrix determindnsa eldonti, hogy —ab négyzet-e vagy sem. Mivel ez
utobbi ekvivalens azzal, hogy —7 négyzet-e vagy sem, az a tény, hogy
a kvadrikat meghatdroz6 matrix determindnsa négyzet-e, meghatarozza,
hogy elliptikus vagy hiperbolikus kvadrikarél van-e sz6. Linedris transz-
formaci6 esetén pedig a kvadrika métrixa A — U'AU formdban tud vél-
tozni, tehat az a tulajdonsag, hogy det(A) négyzetszam IF,-ban, valtozatlan

marad. Ez azt jelenti, hogy egy elliptikus kvadrika nem transzformélhat6
at hiperbolikus kvadrikéba. O

A véges test feletti projektiv tér nem-elfajul6 kvadrikairél tehat az aldb-
bit mondhatjuk el. Ha a tér dimenzidja péros, akkor barmely két nem-
elfajul6é kvadrika attranszformalhaté egymasba projektiv linedris transz-
forméciéval. Ha a tér dimenzidja paratlan, akkor a térben két lIényegesen
kiilonb6z6 nem-elfajulé kvadrika van, és barmely masik attranszformal-
hat6 a kettd koziil az egyikbe.

Az elliptikus és a hiperbolikus kvadrikadkat kivaléan tudjuk szemlél-
teni a 3-dimenzids valds projektiv térben is. Az elliptikus esetet a gomb, a
hiperbolikusat pedig az eqykopenyii hiperboloid szemlélteti, 1d. a 6.1 abrat.



