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1. fejezet

Projektiv geometria

1.1. Projektiv pontok és egyenesek illeszkedése

1.1.1. A kozonséges sik végtelen tavoli elemei

Jelolje P és £ a kozonséges sik pontjainak és egyeneseinek halmazat. Az egyenese-
ket azonositjuk a rajuk illeszked6 pontok halmazéaval. Két egyenest parhuzamosnak
mondunk, ha egybeesnek vagy nincs kozos pontjuk. Tudjuk, hogy £-n a parhuza-
mossag ekvivalenciareldcid, az ekvivalenciaosztalyokat pdrhuzamossdgi osztdlyoknak
nevezziik; jelolje O a parhuzamossagi osztdlyok halmazat.

1.1.1. Definicié. A Py, - - -, P, pontokat kollinedrisaknak mondjuk, ha kozos egyenesre
illeszkednek. Egy sikbeli ponthalmaz dltaldnos helyzetii, ha semmelyik hdrom pontja nem
kollinedris. Hasonldéan, egyenesek egy halmaza dltaldnos helyzetii, ha semmelyik hdrom eleme
nem megy dt kozos ponton.

Ismert, hogy a kozonséges sik kielégiti a kovetkezd illeszkedési tulajdonsdgokat:

(Al) Két kiilonbdz6 pontra pontosan egy egyenes illeszkedik.
(A2) Két kiilonbozd egyenesnek legfeljebb egy kozos pontja van.

(A3) Adott P ponthoz és e egyeneshez pontosan egy f egyenes létezik, mely
illeszkedik P-re és parhuzamos e-vel.

(A4) Létezik harom altalanos helyzet(i pont.

Definialjuk az aldbbi halmazokat: P* = PU O és £* = £ U {O}. Ezeken a halma-
zokon értelmezziik az |C P* x £* illeszkedési reldciét az aldbbi médon:

VPeP,VecE:PlesPce,
Yoe O,VecE:0|leseco,
VPeP:PJO,

YVoe O:0]O.
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1.1.2. Definicié. A P* illetve £* elemeit projektiv pontoknak, illetve projektiv egyene-
seknek nevezziik. A projektiv pontok és egyenesek dsszesége a projektiv sik.

Az O elemeit végtelen tdvoli pontoknak, O-t pedig végtelen tdvoli egyenesnek, a
tobbit kozonséges pontnak és egyenesnek hivjuk. Azt mondjuk, hogy a P € P* projektiv
pont illeszkedik az e € £* projektiv egyenesre, ha P | e.

A geometridban szokdsos moédon a projektiv egyeneseket is azonositjuk a rdjuk
illeszked6 projektiv pontok halmazaval.

1.1.3. Tétel. A projektiv sik teljesiti az aldbbi illeszkedési tulajdonsdgokat:

(P1) Két kiilonboz6 pontra pontosan egy egyenes illeszkedik.
(P2) Két kiilonboz0 eqyenesnek pontosan egy kozos pontja van.
(P3) Létezik négy dltaldnos helyzetii pont.

Bizonyitds. (P1) Két kozonséges pontot egy kdzonséges egyenes, két végtelen tavoli
pontot pedig a végtelen tdvoli egyenes kot dssze. Ha P kozonséges, Q pedig egy
végtelen tavoli pont, akkor ket az a kdozonséges egyenes koti 0ssze, amely dtmegy
P-n és a Q parhuzamosségi osztédlyba tartozik.

(P2) Két metszd kozonséges egyenes kozonséges pontban metszi egymdst. Két
parhuzamos kdzonséges egyenes ugyanazt a végtelen tavoli pontot (azaz parhuza-
mossagi osztdlyt) tartalmazza, tehat ezek egy végtelen tavoli pontban metszik egy-
mast. Végiil az e kdzonséges egyenes és az ¢ végtelen tavoli egyenes kozos pontja
az e-re illeszked® végtelen tavoli pont, azaz e parhuzamossagi osztalya. O]

A projektiv sik legfontosabb tulajdonsdga, hogy a kozéppontos vetités ,szépen
viselkedik.”

1.1.4. Allitas. Tekintsiik az e, f egyeneseket és a P pontot 1igy, hogy P ne illeszkedjék sem
e-re, sem f-re. Definidljuk az 7, sp : e — f vetitést: a Q € e pontra legyen 71, s p(Q) =
f N PQ. Ekkor 1, ¢ p bijekciot hatdroz meg e és f ponthalmazai kozott. O]

1.1.2. Homogén koordinatazas

A projektiv sik szamos geometriai jelenséget leegyszer(isit, a vele val6 munkat meg-
konnyitendd koordindtarendszert vezetiink be rajta. Mint szokasos, koordinatarend-
szer alatt azt értjiik, ami a geometriai fogalmakat (pont, egyenes, illeszkedés) atfor-
ditja a szdmok nyelvére.

Tekintsiik a V = R" vektorteret és vezessiik be az alabbi ~ relaciét: (x1,...,x,) ~
(y1,--.,yn) akkor és csak akkor, ha valamely A # 0 skaldrra

(Y1, yn) = (Ax1, ..., Axy).

Ez nyilvan ekvivalenciarelacio.
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1.1.5. Definici6. Az R" \ 0 halmaz ~ szerinti ekvivalenciaosztilyait homogén szdm n-
eseknek nevezziik.

Normalis ember nem szeret ekvivalenciaosztalyokban gondolkodni. A homogén
szam n-esekre gondolhatunk egyszerti vektorként, azzal a kiegészitéssel, hogy nem
engedjiik meg a nullvektort, és két vektort nem tekintiink kiilonboz6nek, ha csak
skaldr szorzéban kiilonboznek. A jellésben nem fogunk kiilonbséget tenni homogén
szam n-esek és vektorok kozott, azaz (x1, xa, x3) egyszerre jeloli R3-beli vektort és az
altal meghatarozott homogén szamharmast, azaz a ~ reldci6 szerinti ekvivalencia
osztalyat.

A tovabbiakban az esetek legnagyobb részében homogén szdmharmasokra, és rit-
kabban homogén szamparokra lesz sziikségiink.

Tekintstik az a1 X; + 42X, + a3 X3 = 0 alaka 3-véltozés homogén linedris egyen-
letet. Ha ennek az (x1, xp, x3) szdmharmas megolddasa, akkor minden 0 # A szdm
esetén (Ax1, Axp, Ax3) is megolddsa, azaz értelmes azt mondani, hogy az (x1, x2, x3)
homogén szamhadrmas megolddsa a fenti homogén linedris egyenletnek.

Rogzitsiink a kozonséges sikon egy ferdeszogii koordindtarendszert. Ekkor a
pontokat valos (x,y) szdmpdrok, az egyeneseket pedig aX + bY + ¢ = 0 két isme-
retlenes, els6foku egyenletek irjék le, ahol (a,b) # (0,0). Az illeszkedést a behe-
lyettesités hatdrozza meg, azaz a P(x,y) pont akkor és csak akkor illeszkedik az
e : aX +bY +c = 0 egyenesre, ha koordinatai kielégitik annak egyenletét: ax +
by +c = 0. Az egyenes egyenlete skalar szorz6 erejéig van meghatdrozva, azaz
aX+bY +c=06ésa'X+b'Y+c" = 0akkor és csak akkor irja le ugyanazt az egyenest,
ha (a’,V',c") = A(a, b, c) valamely A # 0 skaldrra. Két egyenes e : aX +bY + ¢ = 0 és
e 1 a’X+ V'Y + ¢ = 0akkor és csak akkor parhuzamos, ha (a,b) és (a’,b’) normal-
vektoraik egymads skaldrszorosai.

A projektiv sik homogén koordindtarendszerét tgy vezetjitk be, hogy pontokat
homogén szamharmasok, egyeneseket pedig harom ismeretlenes elsé6foktt homogén
egyenletek fognak lefrni. A P(x,y) kozonséges pont homogén kordindtédja a (x,y,1)
vektor altal meghatarozott homogén szdmharmas, mig az aX + bY + c = 0 egyenes
végtelen tavoli pontjanak homogén koordinatai (—b,a,0). Az aX + bY + ¢ = 0 ko-
zOnséges egyenes homogén egyenlete aX; + bX; + cX3 = 0, a végtelen tavoli egyenes
egyenlete X3 = 0.

1.1.6. Allitds. Az imént ismertetett homogén koordindtdzds bijekcié a projektiv pontok és a
homogén szamhdrmasok halmaza, valamint a projektiv eqyenesek és a hdrom ismeretlenes ho-
mogén linedris egyenletek halmazai kozott. A (xq, x2, x3) homogén koordindtdkkal rendelkezd
P projektiv pont akkor és csak akkor illeszkedik az aX; + bX; 4 ¢ X3 = 0 egyenletii homogén
egyenesre, ha koordindtdi kielégitik annak egyenletét: axy + bxy + cx3 = 0.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy a koordinatdzasnal megadott leképzés invertalhato.
Legyen (x1, x2, x3) homogén szdmhdrmas. Ha x3 # 0, akkoreza P(3}, 12) kozonséges
pont homogén koordinatdja. Ha x3 = 0, akkor (x1,x2) # (0,0) ésezaz xp X —x1Y =0
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egyenes végtelen tdvoli pontjdnak homogén koordindtdi. Hasonl6an lathat6 a leké-
pezés invertdlhatosaga egyenletek esetén. Az illeszkedés meggondoldsa szintén egy-
szer(i esetszétvalasztassal jon ki. U

Nagyon fontos azt meggondolni, hogy homogén koordinatdkkal kifejezve mit je-
lent harom projektiv pont kollinearitasa.

1.1.7. Lemma. Legyenek P(x1,x2,x3), Q(y1,Y2,y3), R(z1, 22, 23) kiilonboz6 projektiv pon-
tok. Az aldbbiak ekvivalensek:

(i) P,Q,R kollinedrisak.
(ii) A hdrom pont homogén koordindtdibol alkotott mdtrix determindnsa nulla:

Xp X1 X2

det Yo Y1 Y2 =0.
Z0 21 22

(iii) z = Ax + py valamely A, u # 0 skaldrokra.

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy a P(x1,x2,x3), Q(y1,Y2,Y3), R(z1,22,23) pontok mind
illeszkednek az ¢ : u1X; 4+ up X5 + u3X3 = 0 egyenesre. Ez pontosan azt jelenti, hogy
az

yiy +y2lp +y3Uz =0

x1Uq + xUp + x3U3z =0
z1Uqy + zoUp 4+ z3U3 = 0

homogén linedris egyenletrendszernek van nem-trividlis megoldasa, nevezetesen ¢
egytitthatoi: (uy, up, u3). A Cramer-szabdly szerint ez egyrészt azzal ekvivalens, hogy
az egyiitthatokbol alkotott matrix determinansa nulla, mésrészt pedig, hogy a matrix
sorai linearisan fiigg6k: ax + By + vz = 0. Ha v = 0, akkor x és y egymas skalarszo-
rosai, azaz a P és Q projektiv pontok megegyeznek. Hasonléan, a, 8 # 0. Atvive z-t
a bal oldalra és osztva —<y-val kapjuk az (iii)-ben szerepl6 alakot. O]

1.1.8. Kovetkezmény. Ha P(x) és Q(y) kiilonbozd projektiv pontok, akkor a PQ egyenes
ponthalmaza
{R(z) |z=Ax+puy | A, pe R}, O

1.1.3. A dualitasi elv

Vegyiik észre, hogy a projektiv sikon a pontok és az egyenesek hasonléan viselked-
nek. Ez latszik az illeszkedési tulajdonsagaikbol, valamint a homogén koordinatazas-
bol is. Valéban, az e egyenest megadoé 11 X1 + up Xy + uz3 X3 = 0 egyenlet egytitthatoi
homogén szamhdrmast alkotnak: nem lehet mind egyszerre nulla és skalédr szorzo-
ban kiilonb6z6 egyiitthatok ugyanazt az egyenest hatdrozzdk meg. Ez teszi lehetévé
a kovetkezd elv alkalmazasat a projektiv sikon:
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1.1.9. Definicié. Két projektiv sikkal kapcsolatos fogalmat, dllitdst vagy bizonyitdst dudlis-
nak neveziink, ha az eqyik a mdsikbol megkaphato a pontok és egyenesek szerepének felcserélé-
sével. A dualitdsi elv az, hogy egy dllitds dudlisdnak a bizonyitdsa az dllitds bizonyitdsdinak
dualizdldsdval megkaphato.

Minden esetben tigyelni kell a kovetkezetességre a pontok és egyenesek szerepé-
nek felcserélésében. Példaként szerepeltessiik az fenti allitds dudlisat.

1.1.10. Allitas. Legyenek e : u1 X1 +upXo +u3Xs =0, f: 1 X7 + 02 Xo +v3X3 =0, g:
w1 X1 + wy Xy + w3 X3 = 0 kiilonbozd projektiv eqyenesek. Az aldbbiak ekvivalensek:

(i) e, f,g kozos pontra illeszkednek.
(i) A hdrom egyenes egyenletének eqyiitthatéibol alkotott midtrix determindnsa

nulla:
Up Uy Uz
det| v9 ©v1 v =0.
wy w1 wWr
(iii) u = Av + pw valamely A, u # 0 skaldrokra. O]

1.1.4. Desargues-tétel

1.1.11. Definicié. Azt mondjuk, hogy az A1AyA3 és By B)B3 hdromszogek pontra nézve
perspektivek, ha az A1Bq1, AyBy, A3B3 egyenesek kozos ponton mennek dt. Dudlisan, a két
hdromszog egyenesre nézve perspektiv, ha az A1 Ay N B1By, A1A3z N B1B3, ApA3 N ByBs
pontok kollinedrisak.

1.1.12. Tétel (Desargues-tétel). A projektiv sikon két hdromszog akkor és csak akkor pers-
pektiv pontra nézve, ha egyenesre nézve is az.

Bizonyitds. Jeloljiikk a sz6banforgd pontok homogén koordinatait a megfeleld vektor-
ral: P(p), A1(a1),.... Tegyiik fel, hogy a két haromszog pontra nézve perspektiv,
azaz a P, A;, B; pontok kollinedrisak, i = 1,2,3. Ha A; = B; valamely i-re, akkor a
tétel 4llitdsa trividlisan teljestil. Ha A; # B;, akkor p = a;a; + Bb; valamely a;, B; # 0
skaldrokra. Definialjuk a

q, = azay — azaz = Psbs — Baby,
q, = azaz — x1a; = P1b1 — Bsbz,
q; = a1a; — xoay = Pobr — B1by

vektorokat. Lathat6, hogy az altaluk meghatarozott Q1, Q», Q3 pontok illeszkednek
az alabbi egyenesekre:

Q1 | A2As, ByBs, Q> | A1A3,B1Bs, Qs | A1Az, B1By,
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azaz Ql = A2A3 N B2B3, Qz = A1A3 N B1B3, A1A2 N Ble. Masrészt
41+ qy + q3 = a2az — a3az +azaz — a1a; +a1a; — az2a; =0,

ami azt jelenti, hogy a q,, q,, 45 vektorok lineérisan fiigg6k. Tehat Q1, Qy, Q3 kolline-
arisak. 0

1.2. Projektiv linedris transzformaciok

Jelolje P és £ a projektiv sik pont- illetve egyeneshalmazat. A pontokat homogén
koordinatds alakban adjuk meg, pl. P(x), ahol

X1
X = X2 e R3
X3

oszlopvektor. Az egyenesek egyenlete

X1

u'X = (Ml, Uus, M3) ( X> ) =u1 X7 +upxXy +u3zXsz = 0.
X3

1.2.1. Kollineaciok

1.2.1. Definici6. Azt mondjuk, hogy ey P — P leképezés egyenestarto, ha kollinedris
pontokat kollinedris pontokba képez. A P onmagdra vett egyenestarté bijekcidit kollinedci-
Oknak nevezziik.

1.2.2. Allitas. A projektiv sik kollinedcidi csoportot alkotnak. O]

Az egyenestart6 bijekcidk egyenest egyenesbe képeznek, tehat minden kollineacié
létrehoz egy bijekciét £-n is. Rdadasul elmondhatjuk, hogy ez is illeszkedéstartd, azaz
kozos ponttal rendelkez6 egyenesek képei is rendelkeznek kozos ponttal.

Legyen ¢ kollineacio, és vegyiink két tetsz6leges P, Q pontot az e egyenesen. Ek-
kor e képét mér a két pont képe meghatdrozza: ¢(e¢) = ¢(P)9(Q). Hasonléan, a P
ponton atmend ¢, f egyenesek képei megadjik P képét: p(P) = ¢(e) N (f).

A kozonséges sikon szdmos kollinedciét ismeriink. Ilyen az dsszes egybevago-
sdgi transzformdcio (tengelyes tiikrozés, eltolds, forgatds, cstusztatva tiikrozés), a ko-
zéppontos nyujtds és pl. a merdleges nyujtas. Mivel ezek bijektivek a kozonséges
pontok halmazan, ezért parhuzamos egyeneseket parhuzamos egyenesekbe képez-
nek. Més széval, megérzik a parhuzamossagi reldciot, igy parhuzamosségi osztalyok
képe mindig parhuzamossagi osztaly. Ezzel belattuk:
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1.2.3. Allitds. A kozonséges sik eqyenestartd bijekcidi olyan kollinedciot hoznak létre a pro-
jektiv sikon, amely a végtelen tdvoli egyenest onmagdra képezi. O]

1.2.4. Definici6. Azt mondjuk, hogy P a ¢ kollinedcié fixpontja, ha ¢(P) = P. Az e
eqyenest fixegyenesnek nevezziik, ha ¢(e) = e, azaz ha minden P € e esetén ¢(P) € e. Az
e egyenes pontonként fix, ha minden pontja ¢ fixpontja.

Ha az e egyenesre illeszkedik két fixpont, akkor e fixegyenes. Ha a P pontra il-
leszkedik két fixegyenes, akkor P fixpont. A kés6bbiekben kulcsfontossdgt lesz a
kovetkezd lemma.

1.2.5. Lemma. Ha a ¢ kollinedcié fixen hegyja a homogén koordindtarendszer Ey(1,1,1),
E1(1,0,0), E»(0,1,0), E3(0,0, 1) alappontjait, akkor ¢ az identitds.

Bizonyitds. Ebben az esetben az E;E; egyenesek fixegyenesek. Fixpontok tovabba

E12(1, 1,0) = EgEs N E{E,,
E13(1,0,1) = EgE; N EqE3,
Ex(0,1,1) = EoEy N EoEs,

valamint
(1,—1,0) = E13Ex3 N EqEs.

A P(x,0,1) pont képe (x/,0,2') alaku, ahol 2’ # 0, azaz z’ = 1 feltehets. Vezessiik be
az f(x) = x’ jelolést. Mivel (0,0,1) és (1,0,1) fixpontok, igy f(0) =0és f(1) = 1.
Legyen Q'(0,x',1) a Q(0,x,1) pont képe. Mivel a

P(x,0,1), Q(0,x,1), R(1,-1,0)
pontok kollinedrisak, ezért a
P'(f(x),0,1), Q'(0,x',1), R'(1,-1,0)

képeik is azok, vagyis x’ = f(x). Tekintsiik most a P(x,y, 1) kozonséges pontot és
ennek a P'(x/,y/,1) képét. Mivel a P, (x,0,1) és (0,1,0) kollinedrisak, ezért a képeik
is: P/, (f(x),0,1), (0,1,0). Ez azt jelenti, hogy x’ = f(x) és hasonl6éan y’ = f(y), tehat
a P altalanos kdzonséges pontra

P(x,y,1) — P'(f(x), f(y), 1)

Megmutatjuk, hogy f additiv és multiplikativ. Vizsgaljuk el6szor az
P(x,y,1),  Q(x+y0,1), (1,—1,0)

kollinearis ponthdrmast és ezen pontok

P(f(x), f(y),1), QUf(x+y),0,1), (1,-1,0)
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képeit. A pontok kollinearitdsa miatt a megfelel6 determinans

flx)  fly) 1
0 = det f&fy) %_é = f(x)+f(y) = flx+y)

azaz f additiv. Végezetiik, tekintsiik a

P(1,y,1), Q(x,xy,1), R(0,0,1)

kollineéris pontokat és

P(1, f(y), 1), Q(f (%), f(xy), 1), R(0,0,1)

képeiket. Ismét a determinanst hasznalva kapjuk, hogy

1 fly) 1
0 = det f(ox) f((?)cy) } = f(xy) — f(x)f(y),

vagyis f multiplikativ. J6l ismert tény (Id. a Fliggelékben az A.1.2 tételt), hogy a valds
szamokon értelmezett additiv és multiplikativ fliggvény vagy azonosan nulla vagy
az identitas; f(1) = 1 miatt tehat csak f(x) = x allhat fenn. Ez azt jelenti, hogy ¢ az
Osszes kozonséges pontot fixen hagyja. Ekkor azonban minden egyenesre legaldbb
két fixpont illeszkedik, azaz minden egyenes fixegyenes és igy minden pont fixpont.
O

1.2.2. Projektiv linedris transzformaciék

1.2.6. Definicié. Legyen A = (a;;) olyan 3 x 3-as mdtrix, melynek determindnsa det(A) #
0. Jelolje ¢ 4 a projektiv sik ponthalmazdnak P(x) — P'(x'), x' = Ax leképezését. Ekkor
@ A-t az A mdtrix dltal megadott projektiv linedris leképezésnek nevezziik.

Vilagos, hogy ¢4 projektiv értelmeben is j61 meghatdrozott. Valéban, a P-t meg-
adéy = Axvektoresetény’ = Ay = AAx = Ax/, azaz y' ugyanazt a P’ projektiv pon-
tot jelenti, mint x’. Az is lényeges, hogy det(A) # 0 miatt x # 0 esetén ¥’ = Ax # 0,
azaz minden pontnak j6l definidlt a képe.

1.2.7. Allitas. Legyen A, B két 3 x 3-as mdtrix, melyekre det(A), det(B) # 0.

(i) @acPs =96 Py = Qa1
(ii) A projektiv linedris leképezések csoportot alkotnak.
(iii) @4 = @p akkor és csak akkor, ha A = AB valamely A # 0 skaldrra.
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Bizonyitds. (i) kovetkezik a definiciébdl és abbdl, hogy az I egységmatrixra ¢; = id.
(ii) az el6z6 pont folyomdanya. (iii)-hez el6sz6r megmutatjuk, hogy ¢4 = id akkor és
csak akkor, ha A = AI. Az ,akkor” rész trividlis, tegytik fel, hogy ¢4 = id. Ekkor
minden P(x) projektiv pontra P’ = P, azaz ¥’ = Ax = Axx valamely Ax skalarra.
Ekkor egyrészt

Ax+y) = Axry(x+y),

masrészt

Alx+y) = Ax + Ay = Axx + Ayy,
azaz

(Axty — Ax)x + (Axry —Ay)y =0

minden x, y esetén. Ebbdl kovetkezik, hogy linedrisan fiiggetlen x, y-ra
Ax_|_y = )Lx = )Ly

Ha pedig x, y linedris fiigg6, azaz a két vektor egymds skaldr szorosa, akkor y = cx
és
Ayy = Ay = cAx = cAxx = Axy.
Tehat minden esetben Ax = Ay, vagyis Ax = A skalar fiiggetlen x-tSl.
Tegytik most fel, hogy ¢4 = ¢p. Ekkor (p;\1 opp =@ 15 =id, igy A"'B = Al és
B = AA. Ezt akartuk belatni. [

1.2.8. Allitas. A projektiv linedris leképezések a projektiv sik kollinedcidi.

Bizonyitds. Az el6z6 allitasbol kovetkezik, hogy ¢4 invertalhato, tehat bijektiv. Le-
gyenek P(x), Q(y), R(z) kiilonboz6 kollinedris pontok és P'(x'), Q'(y'), R'(z’) ezek
képei a ¢4 projektiv linedris transzformdcié mellett. Mivel P, Q, R kollinedrisok,
z = Ax + uy valamely A, u skalarokra. Ekkor

2 = Az = A(Ax + uy) = AMx + uAy = Ax' + uy/,

ami azt jelenti, hogy P’, Q’, R’ is kollineéris. O

Nem nehéz megmutatni, hogy az ¢ : u'X = 0 egyenes ¢, melletti képe ¢ :
(#/)!X = 0, ahol u = A'w/. Csakugyan,

Px) ces0=ux<0=(AY)x=W)Ax < 0= (u)x <P ) ce.

Vegyiik észre, hogy az m : a3 Xy + a3 Xs + a33X3 = 0 egyenes ¢4 melletti képe
pontosan az (* : X3 = 0 végtelen tavoli egyenes. Csakugyan, egy pont koordinatai
akkor és csakis akkor elégitik ki m egyenletét, ha a pont képének utolsé koordinatéja
nulla, azaz ha a pont képe illeszkedik ¢*-re. Ez egyrészt azt jelenti, hogy barmely
projektiv egyeneshez létezik olyan projektiv linedris transzformacio, amely 6t a vég-
telen tavoli egyenesbe viszi. Mdasrészt azt latjuk, hogy ¢ 4 akkor és csak akkor hagyja
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fixen a végtelen tavoli egyenest, ha a3; = azy; = 0. Ekkor a33 # 0, hiszen det(A) # 0,
és A megfelel6 skalarszoroséra attérve elérhetjiik, hogy az3 = 1 legyen:

a1 a2 413
A= | axn ax ax
0o 0 1
Ha ¢ fixen hagyja £*°-t, akkor a kozonséges pontokat kozonséges pontokba viszi:
¢a: P(x,y,1) = P'(anx + any + a13,a21x + any + a3, 1).
Lathatéan ez pontosan az
P(x,y) = P'(a11x + ayy + a13,a21% + axy + a3)

affin transzformacié hatdsa a kozonséges sikon.

1.2.3. A projektiv geometria alaptétele

1.2.9. Definici6. Az Eg(1:1:1), Ey(1:0:0), Ex(0:1:0)és E3(0: 0 : 1) pontokat a
homogén koordindtarendszer alappontjainak nevezziik.

1.2.10. Lemma. Legyen Py(xp), P1(x1), P2(x2), P3(x3) négy dltaldnos helyzetii pont a pro-
jektiv sikon. Ekkor létezik pontosan egy @ 4 projektiv linedris transzformdcid, mely az alap-
pontokat a megfeleld pontba viszi: ¢ o(E;) = P;.

Bizonyitds. A ¢ 4(E1) = Py feltétel azt jelenti, hogy valamely c; # 0 skalarra

1 an
C1XxX1 = A 0 = an ,
0 asq

azaz az A matrix els6 oszlopa az x; vektor skaldrszorosa. Hasonléan, ¢4(E;) = Ps,
¢ 4(E3) = P3 miatt az A masodik illetve harmadik oszlopa c,x; illetve c3x3 valamely
o, c3 # 0 skalarokra. Mivel

1 a1 +ap +ags
Al 1 )| =\ ax +ax+axs | =cix;+caxp+c3x3
1 azy + asp + asz

az A oszlopainak 6sszege, ezért ¢ 4(Eg) = Py maga utdn vonja a
CoXp = C1X] + C2xp + C3X3

egyenl6séget. Mivel Pj, P,, P3 nem kollinedris, ezért az x1, xp, x3 vektorok bazist al-
kotnak IR®-be, és igy tetszdleges ¢y # 0-hoz létezik pontosan egy c1, ca, c3, melyek ki-
elégitik a fenti egyenl6séget. A c; skaldrok egyike sem lehet nulla, mert akkor a tobbi
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x;-k linedris fliggbk, azaz a megfeleld Pj-k kollinedrisak lennének, ellentmondva az
altalanos helyzetiiknek. gy tehat minden ¢y # 0 valasztashoz pontosan egy meg-
felel6 A matrixot tudtunk konstrudlni. Mivel a ¢y kiillonboz6 értékadasai A-t csak
skalar szorzéval modositjak, kaptuk, hogy A skalar szorz6 erejéig egyértelmiien meg
van hatdrozva, azaz a keresett ¢ 4 projektiv linedris leképezés egyértelmfi. O

A kovetkez6 tétel fontossagat az adja, hogy segitségével pontosan leirhatjuk a pro-
jektiv sik struktirajanak bels6 szabdlyosségait.

1.2.11. Tétel (A projektiv geometria alaptétele). A projektiv sik kollinedcidi pontosan a
projektiv linedris leképezések.

Bizonyitds. Legyen a tetsz6leges kollineéci6 és jelolje rendre Qp, Q1, Q2, Q3 a homogén
koordindtarendszer alappontjainak « melletti képét. Az 1.2.12 tétel szerint létezik
pontosan egy ¢, projektiv linedris transzformaci6, melyre ¢4 (E;) = Q;. Ekkor a
B = (pg1 o« leképezés olyan kollineacid, melynek az alappontok fixpontjai:

B(E) = @' (a(Ei) = 941 (Q)) = E:.
Az 1.2.5lemma szerint f = id, azaz « = ¢4 projektiv linearis kollineacio. [

Az alkalmazésok szempontjabol az alaptétel kovetkezé atfogalmazasa nagyon 1é-
nyeges.

1.2.12. Tétel (A projektiv linearis transzformaciék hatasa). Legyen Py, Py, P>, P, il-
letve Qo, Q1, Q2, Q3 a projektiv sik két dltaldnos helyzetii pontnégyese. Ekkor létezik ponto-
san egy @ 4 projektiv linedris kollinedcié, melyre o o(P;) = Q;,i =0,1,2,3.

Bizonyitds. Az el6z6 lemmabdl tudjuk, hogy 1éteznek ¢, ¢c projektiv linedris leké-
pezések, melyek az Ey, ... alappontokat a megfelel P, ... illetve Qy,... pontokba
viszik. Ekkor az ¢ -p-1 leképezésre

ocs1(P) = (¢c o 95 )(P) = pc(p5*(P)) = gc(E;) = Qi

teljesiil. Meg kell még mutatnunk ¢-5-1 egyértelmfiségét. Tegyiik fel, hogy ¢p szin-
tén kielégiti a tételben foglaltakat. Ekkor ¢¢ és ¢ppp egyarant a Qy, . .. pontokba viszi
a négy alappontot. Az el6z6 lemma szerint ekkor ¢c = ¢pp, azaz ¢p = ¢cp-1. U

Most megadjuk a fenti tételek legfontosabb kovetkezményeit. A megfogalmaza-
sokban projektiv linedris transzformdcidkat emlitiink, de hangsulyozzuk, hogy az
alaptétel értelmében az allitdsok tetszbleges kollinedcidkra igazak.

1.2.13. Kovetkezmény. Ha ¢ projektiv linedris transzformdcionak van négy dltaldnos hely-
zetti fixpontja, akkor az az identitds.
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Bizonyitds. Az identitds nyilvén ilyen, és mivel az 1.2.12 tétel szerint négy &ltalanos
helyzetti pont képe egyértelmiien meghatédrozza a projektiv linedris leképezést, a sz6-
banforgé transzformécié csak az identitds lehet. [

1.2.14. Kovetkezmény. Legyen A1, Ay, Az € e és By, By, B3 € f két kollinedris ponthdr-
mas, amelyre A; # Aj, B; # Bjhai # j, i,j € {1,2,3}. Ekkor létezik ¢ projektiv linedris
leképezés, amelyre p(A;) = B;, i =1,2,3.

Bizonyitds. Vegytink e-re illetve f-re nem illeszkedd kiilonb6z6 Py, P>, Q1 és Q, pon-
tokat gy, hogy a P, P, Az illetve a Q1, Qy, B3 ponthdrmasak kollinedrisak. Ekkor az
A1, Ay, Py, P, illetve a By, By, Q1, Q2 pontnégyesek altaldnos helyzetliek, azaz 1étezik
¢ projektiv linedris leképezés ugy, hogy ¢(A1) = By, ¢(A2) = By, ¢(P1) = Qg és
¢(P2) = Q2. A ¢ egyenestartdsa miatt

¢(Asz) = p(A1A2 N P1P) = B1Bo,NQ1Q2 = Bs,

amivel bebizonyitottuk az 4llitast. O]

1.2.15. Allitas. Haa @4 projektiv linedris transzformdcionak van hdrom ey egyenesen fekvd
fixpontja, akkor az egyenes minden pontja fixpont. Dudlisan, ha hdrom egy pontra illeszkedd
egyenes fix, akkor a pontra illeszkedd 0sszes egyenes ¢ 4 fixegyenese.

Bizonyitds. Legyenek az e egyenes P(x), Q(y), R(z) pontjai a ¢4 fixpontjai. Mivel
z = Ax+py és A, u # 0, attérhetiink a P illetve Q pontokndl a Ax, yy homogén
koordinatakra, azaz az altalanossag megszoritas nélkiil feltehetjiik, hogy z = x +y.
A fixpont tulajdonsagbdél tudjuk, hogy Ax = ax, Ay = by és Az = cz valamely a,b,c
skalarokra. A korabban latott médszerrel megmutathat6, hogy a = b = ¢, de ekkor
az e tetszbleges S(ux + vy) pontjara

A(ux +vy) = uAx +vAy = a(ux +vy),

azaz S’ = ¢4 (S) = S. O

1.2.16. Allitas. Tegyiik fel, hogy a ¢ 4 projektiv linedris transzformdciénak

(1) négy dltaldnos helyzetii fixpontja van.

(2)  hdrom dltaldnos helyzetii fixpontja, és egy ezek eqyikére sem illeszked0 fixegye-
nese van.

(3) egy fixpontja és hdrom, a fixpontot nem tartalmazo dltaldnos helyzetii fixegye-
nese van.

(4) négy dltaldnos helyzetii fixpontja van.
Ekkor ¢ o = id.
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Bizonyitds. (1)-et mar lattuk. (2): Tekintsiik a fixpontok &ltal meghatarozott harom
egyenes metszéspontjit a fixegyenessel. Ez harom fixpont, azaz a fixegyenes pon-
tonként fix, igy vélaszthatunk egy negyedik altaldnos helyzetii fixpontot a meglévd
haromhoz. Tehat ¢4 = id. (3) és (4) dualizalassal kaphato. U]

A projektiv linedris leképezést felfoghatjuk els6fokt behelyettesitésként, vala-
mint a homogén koordinatarendszer megviltoztatasaként is. A homogén koordiné-
tarendszer ugyanis tetsz&leges altalanos helyzett Fy(f,), ..., F3(f;) pontokbdl leve-
zethet6. Ekkor ugyanis

fo=cfiteaf,+af;

valamely egyértelmtien meghatérozott cy, co, c3 skaldrokra. Térjiink at az F; pontot
megado f; vektorrodl c; f;-re, ekkor

fo=FfithHh+fs

és az f,, f,, f5 vektorok skaldrszorzé erejéig (pontosabban f, valasztasanak erejéig)
egyértelmiien vannak meghatérozva. Az éltalanos P(x) pontra legyen

x=y1f1 +yv2fr +y3fs

most szintén, az y = (y1,Y2,¥3) szamhdrmas skaldr szorzo erejéig egyértelmiien
meghatarozott. Azt mondjuk, hogy ez a hdrmas a P pont homogén koordinétaja az
Fy, F1, F,, F3 alappontokra nézve.

Legyen ¢4 az a projektiv linedris transzformdcié és vizsgéljuk meg az x — y
hozzarendelést. Ekkor az

x=Aly

osszefliggést kapjuk, azaz y = A~ 'x. (A részletek kidolgozasat az érdeklsd6 olva-
sokra bizzuk.) Mas sz6val, az Gj alappontok felvétele a homogén koordinatazas szem-
pontjabol egyenértékii az A~! matrix 4ltal meghatarozott projektiv lineéris transzfor-
maci6 alkalmazésaval.

1.2.4. Kollineacidk fixpontjai

Rogzitsiik a ¢ 4 projektiv linedris transzforméciot. A P(x) pont akkor és csak akkor
fixpontja a ¢ 4-nak, ha Ax = Ax valamely A skalarra, azaz ha x az A métrix sajatvek-
tora. A fixpontok meghatdrozasahoz tehat el6szor meg kell hatdrozni A sajatértékeit,
ezek a fa(x) = det(A — xI) harmadfoku polinom gyokei.

Rogzitsiik A-nak A sajatértékét és keressiik meg a hozza tartozé sajatvektorokat,
azaz keressiik azon x' = (x1, xo, x3) szdmharmasokat, melyekre (A — AI)x = 0. Rész-
letesen kiirva az

(a11 — A)xq + appxo +apsx3 =0
arxq + (6!22 — )L)Xz + ar3x3 =0
az1x1 + asxy + (a3 — A)xz3 =0
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homogén linedris egyenletrendszert kapjuk, melynek maétrixa nulla determinansd,
azaz a harom egyenlet nem fliggetlen. A ¢ 4 fixpontjainak homogén koordinatai pon-
tosan az egyenletrendszer megoldésai.

Hérom lehet6ség van:

I. eset: Mindharom egyenlet azonosan nulla. Ekkor a1y = a = a33 = A a tobbi
a;j =0,azaz A = Al és ¢4 = id, tehat minden pont fixpont.

II. eset: A harom koziil az egyik nem azonosan nulla, és a masik kett6 ennek ska-
larszorosa. Jelolje bix1 + baxp 4+ bzxs = 0 a nem-trividlis egyenletet. Barmely x, mely
ezt kielégiti, megoldasa a fenti egyenletrendszernek. Ezek a megoldasok azonban a
projektiv sik egy e egyenesét hatdrozzdk meg. Azt kaptuk tehat, hogy az e egyenes
minden pontja ¢ 4 fixpontja, azaz e tengely.

III. eset: A harom egyenlet koziil kettd linedrisan fiiggetlen, a harmadik pedig
ezek linedris kombinacidja. Ekkor skaldr szorz6 erejéig egyetlen nem-trividlis megol-
dés van, azaz egyetlen P(x) fixpontot kapunk.

1.2.5. Centralis-axialis kollineaciok

1.2.17. Definici6. Azt mondjuk, hogy a t egyenes a ¢ kollinedcié tengelye, ha t minden
pontja a ¢ fixpontja. A P pont a ¢ centruma, ha minden P-re illeszkedd egyenes a ¢ fixegye-
nese.

A definiciébol azonnal adédik, hogy egy identitastdl kiilonb6zd kollinedcionak
legfeljebb egy centruma, illetve tengelye lehet. P;, P, centrumok esetén ugyanis min-
den olyan Q pontra illeszkedne két fixegyenes, amely nem a P; P, egyenesen fekszik:
P1Q és P,Q. Két fixegyenes metszéspontja fixpont, azaz a P; P, egyenesen kiviil min-
den pont fixpont. Mivel ekkor minden egyenesen van legaldabb két fixpont, minden
egyenes fixegyenes, és a kollinedci6 az identitds.

Dualisan megmutathato, hogy két tengellyel rendelkezd kollineaci6 csak az iden-
titas lehet.

1.2.18. Allits. EgQy kollinedcionak akkor és csak akkor van tengelye, ha van centruma.

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy t a ¢ kolline4ci6 tengelye. Ha ¢-nek van t-re nem illesz-
ked6 P fixpontja, akkor P centrum. Csakugyan, ha az e egyenes dtmegy P-n, akkor
e-re legalabb két fixpont illeszkedik: egyrészt P, masrészt Q = e Nt # P. Két fixpon-
tot 0sszekotd egyenes maga is fix.

Tegytiik ezért fel, hogy ¢-nek nincs t-n kiviili fixpontja. Tetszbleges Q & t pont
esetén igy Q # Q' = ¢(Q) ése = QQ’ egy jol definialt egyenes. Jelolje P az eNt
pontot, erre teljesiil P = ¢(P) # Q, Q' ése = PQ = PQ’. Az e egyenes képe ¢(¢) =
¢(P)p(Q) = PQ’ = e, vagyis e fixegyenes.

Megmutatjuk, hogy P centruma ¢-nek. Tekintsiink ugyanis egy tetszdleges P-
re illeszkedd f # t egyenest és vegyiink ezen egy R ¢ t pontot, R' = ¢(R). Az
el6bb latottak szerint g = RR’ fixegyenes. Mivel az e és g fixegyenesek metszéspontja
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tfixpont, az csak t-nek egy pontja lehet: eNg = gNt = eNt = P. Ez azt jelenti, hogy
mind f, mind pedig g tartalmazza a P és R pontokat, azaz f = ¢ = PR fixegyenes.
Az &llitds megforditdsa az el6z6 rész dudlisa, igy a bizonyitast befejeztiik. [

1.2.19. Definicié. Azokat a projektiv transzformdcickat, amelyeknek van tengelye és cent-
ruma, centrdlis-axidlis kollinedcioknak nevezziik.

Példak a kozonséges sikon: A t egyenesre vett tengelyes tiikrozésnek ¢ tengelye,
a t-re merdleges egyenesek kozos végtelen tavoli pontja pedig centruma, hiszen ezek
az egyenesek mind fixegyenesek. A C pontra vett kozéppontos tiikrozés centruma C,
tengelye pedig a végtelen tavoli egyenes. Valoban, kozéppontos tiikrozés esetén min-
den egyenes parhuzamos a képével, azaz a pdrhuzamossagi osztalyok fixek, ami azt
jelenti, hogy a végtelen tavoli pontok fixek. Ugyanez elmondhat6 barmely C kdzép-
ponta centrdlis nyujtasrol. Végezetiil, az eltolds tengelye a végtelen tavoli egyenes,
hiszen itt is igaz, hogy minden egyenes parhuzamos a képével. Az eltolas fixegye-
nesei az eltolds irdnyaval parhuzamos egyenesek, tehat az eltolds centruma az eltolés
iranyéaba esd végtelen tavoli pont.

Ezek felhasznaldsaval mutatjuk meg, hogy sok centrélis-axidlis kollinedci6 van.

1.2.20. Allitas. Legyen t a projektiv sik tetszbleges eqyenese és P, Q és Q' hdrom tetszbleges
projektiv pont 1igy, hogy Q, Q" € t, P, Q, Q' kollinedrisok és Q, Q" # P. Ekkor pontosan eQy
olyan ¢ centrdlis-axidlis kollinedcio 1étezik, amelynek t tengelye, P centruma és Q képe Q'.

Bizonyitds. El6szor tegyiik fel, hogy t = (> a végtelen tavoli egyenes. Ha P < t,
akkor ¢ csak az az eltolas lehet, amely Q-t Q’-be viszi. Valéban, ennek centruma a
QQ’ végtelen tévoli pontja, azaz P. Ha P kozonséges pont, akkor egy egyértelmtien
meghatarozott P nyujtés viszi Q-t Q'-be, hiszen P, Q és Q’ kollinearisak.

Tekintsiik most az altalanos esetet, és vegyiink egy olyan a transzformdciét, amely
t-t £*-be viszi. Legyen R = a(P), S = «(Q) és S’ = «(S). Mivel ekkor R,S, S’
kollinearisak, az el6z6ek alapjan létezik egy 1 centralis-axidlis kolline4cié, melynek
tengelye (%, centruma R és S’ = ¢(S). Konnyen leellendrizhets, hogy ekkor a ¢ =
a~1 o 1p o a projektiv leképezés teljesiti az dllitdsban tdmasztott feltételeket. O]

Az 1.2.11 alaptétel szerint minden kollinedcio, igy az imént emlitettek is, projektiv
linedris transzformdcié. Példaként felirjuk az (a,b) vektorral val6 eltolas és az origd
kozéppontt A ardnyt nyujtds matrixat:

1 0 a A0 O
010 ], 0 A0
0 01 0 01

Elemi geometria érdekesség, hogy centralis-axidlis kollineaciok csak vonalzéval is
megszerkeszthetdk.
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1.2.21. Allitas. Legyen ¢ centrdlis-axidlis kollinedci6 t tengellyel és P centrummal és tegyiik
fel, hogy ismerjiik a Q # P, Q & t pont Q" = ¢(Q) képét. Ekkor barmely R pontra
R’ = ¢(R) vonalzéval megszerkeszthetd.

Bizonyitds. Nézziik el6szor azt az esetet, amikor R nem illeszkedik a PQ egyenesre.
Ekkor a PR egyenes fix, mivel dtmegy a centrumon, ezért tartalmazza R'-t. A T =
QRN tpontésa Q, R pontok hdrom kiilénbdzs kollineéris pont, azaz R'-t tartalmazza
a QT egyenes Q'T képe. Ebbdl adodik R" = PRN Q'T.

Ha R € PQ, akkor vesziink egy tetszleges S ¢ PQ pontot. Ennek S’ képét a
fentiek szerint meg tudjuk szerkeszteni. Az R képe ekkor R" = PQ N S'U, ahol U =
SRNt. [

A centrélis-axidlis kollinedciok koordinatas alakjanak meghatarozasdhoz definiél-
juk leképezéseknek egy csaladjat.

1.2.22. Lemma. Legyenek u,y # 0 vektorok és w skaldr, és legyen
Luyu: R® — R3, x— x = x+a(u'x)y.
Ekkor az aldbbiak teljesiilnek:

(i) Luy, linedris leképezés.
(i) Fenndll Lu,ylo =idés Lu,y,,x o Lu,y’[; = Lu,y,zx+,3+a/3(ufy)'
(iii) Ha a(u'y) # —1, akkor Ly,y . invertdlhatd és inverze Ly,y g, ahol

o

P T ay)

(iv) Hau'x = 0 valamely x-ra, akkor Ly, y . (x) = x.

(v) Hav'y = v'x = O valamely v, x-re, akkor X' = Ly,y «(x)-re teljesiil v'x" = 0.

Bizonyitds. Kozvetlen szdmolassal minden adédik. Il

1.2.23. Allitas. Ha a(u'y) # —1, akkor az Lu,y,o linedris leképezés dltal meghatdrozott
projektiv linedris transzformdcié centralis-axidlis kollinedcio, melynek tengelye t : u'X = 0
és centruma C(y).

Bizonyitds. A lemmdbdl adédik, hogy t minden pontja fix és hogy a C-n dtmend e :
v'X = 0 egyenes minden P(x) pontjdra teljesiil P'(x") € e, azaz e fixegyenes. O
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1.3. Masodrendtii gorbék, projektiv kiupszeletek

1.3.1. Gorbék a kozonséges és a projektiv sikon
Legyen f(x,y) kétvaltozos, folytonosan differencidlhat6 fliggvény, és jelolje a parcia-
lis derivaltakat 91 f (x,y), 921 (x, ).

1.3.1. Definicié. A kozdséges sik azon pontjainak halmazit, melyek koordindtdai f zéréhe-
lyei, f gorbéjének nevezziik:

Ty ={(xy) | flxy) =0}
Amennyiben f n-edfokii polinom, T ¢-et n-edrendii gorbének mondjuk.

Pl az f(x,y) = x* +y? — 1 fliggvény gorbéje az origd kozéppontd, 1 sugart kor, ami
ezek szerint masodrendii gorbe.

1.3.2. Definici6. A I'y girbe P pontbeli érintdje a P-beli szel6k hatdrhelyzete. Azaz ha
Q # P szintén a gorbe egy pontja, és Q — P a gorbén, akkor a P-beli érinté a PQ egye-
nes hatdrhelyzete.

Természetesen nem minden esetben van a gorbének P-beli érintdje, azonban ha
van neki, akkor azt mondjuk, hogy a gorbe sima P-ben. A parcidlis derivéaltak létezése

miatt a
h(x,y) = f(a'y; :i(x,y)/ o(x,y) = flx, bz:]yc(x,}/)

tiiggvények folytonosak, és teljestil

h(a,b) =91f(a,b), g(a,b) = 02f(a,b).
Az egyenleteket atirva kapjuk, hogy

f(xy) = fla,y) +h(x,y)(a —x) = f(a,b) + h(x,y)(a — x) + g(a,y) (b —y).
Legyen most P(a,b), Q(x,y) € T's, azaz

fla,b) = f(x,y) =0 & h(x,y)(a—x)+gay)(b—y)=0.
A PQ szel6 meredeksége

b—y _ h(xy)

a—x  glay)

melynek hatarértéke Q — P esetén a P-beli érinté meredeksége:

b—y_>m d1f(a,b)

mPQ

MPQ = Ty P 9, f(a,b)’

Ennek akkor is van geometriai értelme, ha 91 f(a,b) # 0és9d,f(a,b) = 0, hiszen ekkor
az érint6 parhuzamos az y-tengellyel. Ha azonban a két parcidlis derivalt egyszerre
nulla, akkor azt mondjuk, hogy P-hez nem hiizhaté egyértelmii érint6.
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1.3.3. Allitas. Az f(x,y) = 0 gorbe P(a,b) pontjdhoz akkor és csak akkor tudunk egyér-
telmfii érint6t hiizni, ha (91 f (a,b),d2f(a,b)) # (0,0). Ekkor az érint8 egyenlete

d1f(a,b)(X —a)+dxf(a,b)(Y —b) =0.

A gorbék osztalydban fontos szerepet toltenek be a polinomok segitségével leir-
hat6 példanyok. Az altalanos 2-valtozos n-edfokd polinom

i+j<n o
F(X,Y) = ag + a10X + an Y + a0 X> + a1 XY +aY? + - = Y a; XY
i,j>0

alakt. Az a;;X'Y/ tagot a polinom monémjénak, i + j-t pedig a monom totalis foka-

nak mondjuk.

1.3.4. Definici6. Az n-vdltozds f(Xq,...,Xy) polinomot m-edfokii homogén polinom-
nak nevezziik, ha minden mondémjdnak a totdlis foka m.

1.3.5. Allitss. Az f(Xy,...,Xyu) polinom akkor és csak akkor m-edfokii homogén polinom,
ha minden t esetén teljesiil

f(tXq, .. tX,) =" f(Xq, ..., Xn).
m-edfokii homogén polinomokra igaz tovdbbd a
alf(Xl, .. .,Xn)Xl + s + anf(Xl, .. .,Xn)Xn — mf(Xl, e ,Xn)

Azonossag.

Bizonyitds. Az els6 kijelentés kozvetleniil leellen6rizhetd. A méasodikhoz tekintsiik az
els6 azonossag t szerinti derivaltjat, majd helyettesitsiink ¢ = 1-et. O

A projektiv sikon hasznalt homogén koordindtdzds szoros kapcsolatban 4ll a homogén
polinomokkal. Csakugyan, projektiv értelemben csak homogén polinomok zérushelye-
ir6l van értelme beszélni, hiszen az (x,y, z) és a (Ax, Ay, Az) szamharmasok ugyanazt
a P projektiv pontot hatdrozzdk meg, és az F(X, Y, Z) homogén polinomnak akkor és
csak akkor zérdhelye (x,y,z), ha minden A # 0 esetén (Ax, Ay, Az) is zéréhelye neki.
Ilyen értelmeben tudunk beszélni az F(X, Y, Z) homogén polinom éaltal meghataro-
zott I'r projektiv gorbérdl:

I'r:={P(x,y,2) | F(x,y,z) = 0}.
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1.3.6. Allitas. Tetszbleges n-edfokii 2-viltozds f(X,Y) polinomhoz rendeljiik hozzd az
E(X,Y,Z) = 2"f (X Y)

3-vdltozds polinomot. Ekkor F n-edfokii homogén polinom, melyre F(X,Y,1) = f(X,Y)
teljesiil. Igaz tovdbbd, hogy I'r kozinséges pontjai pontosan Iy elemei.

Bizonyitds. Ha f(X,Y) = ¥ a; XY/ alaku, ahol i + j < n, akkor
F(X,Y,Z) =Y a;X'YiZ"'7

n-edfokd homogén polinom. Az f(X,Y) = F(X,Y,1) azonossag trivialis. Tekintsiik
a P(x,y) kozonséges pontot. Ennek homogén koordinétdi (x,y,1) és

F(x,y,1) =0 < f(x,y) =0,
azaz P akkor és csak akkor illeszkedik I'p-ra, ha illeszkedik I';-re. ]
1.3.7. Definici6. Legyen f(X,Y) kétviltozds polinom és az iménti médon definidljuk a hozzd

tartozé F(X,Y, Z) hdromvdltozés homogén polinomot. A Tp gorbét a Ty gorbe projektiv
lezdrtjdnak nevezziik.

Végezetiil vizsgéljuk meg a projektiv gorbék érint6it. Ehhez el8szor meghataroz-
zuk F(X, Y, Z) parcidlis derivaltjait:

0 F(X,Y,Z2) = Z"'of (X Y)

zZ'Z
%) z"n- 2xaf(z %) zn zyazf(é %)
29)-P(FE)-Rer(33)

9F(x,y,1) = nf(xy) —x01f(x,y) — yoof (x,y).
Az f(x,y) = 0 gorbe P(a, b) pontjahoz huzott érint6 egyenlete homogén a homo-
gén polinommal kifejezve:
0 = 81f(a,b)(X—a)+dsf(a,b)(Y — b)
= 01f(a,b)X+92f(a,b)Y —01f(a,b)a—9xf(a,b)b
01F(a,b,1)X + 9,F(a,b,1)Y + 93F(a,b,1).

N
NI =

0HE(X,Y,Z) = Z" 182f(
E(X,Y,Z) = nZ”lf(

=z (w (X

/\NlN

azaz

Ebb6l kovetkezik:

1.3.8. Allitas. ATr: F(X,Y,Z) = 0 projektiv gorbe P(a, b, c) pontjdban az érinté homogén
koordindtds egyenlete

0=01F(a,b,c)X+ 02F(a,b,c)Y +93F(a,b,c)Z. O
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1.3.2. Masodrendii projektiv gorbék
Tekintsiik a
0= f(X,Y) = a1 X>+2a15XY + apnY? + 203X + 2a3Y +az
masodfoku gorbét, illetve ennek
0=F(X,Y,Z) = anX?+2a1uXY + apY? + 2a13XZ + 2a3YZ + ap Z?

projektiv lezartjat. Hasznélva az

air 412 413

A= | anp axp a3
a3 a3 4as3

3 x 3-as szimmetrikus matrixot, az F(X, Y, Z) homogén masodfoku polinom

a1 412 113 X1 3
F(x1,x2,x3) = (x1,x2,%3) | a12 a2 a2 x| =) ajxx;
a1z ax3 4as3 X3 ij=1

alakban irhat6 fel. Valoban, ezen matrixszorzas eredménye 1 x 1-es matrix, azaz val6s
szam. Mivel eddig is oszlopvektorokkal szamoltunk, a tovéabbiakban az x! Ax jelolést
fogjuk haszndlni 3-ismeretlenes homogén masodfoku kifejezések rovid feliraséra.

1.3.9. Definici6. Legyen A = (a;;) 3 x 3-as szimmetrikus mdtrix. Azon kozonséges pontok
halmazit, melyek koordindtdi kielégitik az

a11 X% 4+ 2a15XY + anY? + 2a13X + 2a3Y + azz = 0
mdsodfokii polinomot, mdsodrendii gorbének nevezziik. Azon projektiv pontok halmazit,
melyek homogén kordindtdira teljesiil
3

Y i XiX; = a1 X5 + a22X3 + a33X3 + 2012X1 Xo 4 2a13X1 X3 + 223X X3 = 0,

ij=1
a mdsodrendii gorbe projektiv lezdrtjanak mondjuk.
Példak

A kozonséges sikon kipszeleteknek nevezziik a ellipszist, parabolat és hiperbolat.
Ezek geometriai definicidja (fékuszpontokkal és vezéregyenessel) koordinatamentes,
csak a tdvolsdg fogalmat hasznalja. Egy jol ismert tétel szerint a ktipszeletek egyenlete
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a koordinatarendszer megfelel6 megvalasztasdval kanonikus alakra hozhaté. A
megfelel$ egyenletek:

Parabola: X2 = 2pY,

_ ) XZ YZ
Ellipszis: r + 7= 1,

_ X% Y?
Hiperbola: T 1,

ahol az a, b, p konstansoknak szemléletes geometriai jelentés tulajdonithat6. Konnyi
meggondolni, hogy ezen gorbék projektiv lezartjainak egyenletei:

Parabola: X? - 2pYZ =0,

' ) XZ Y2 )
Ellipszis: o + 2 Z-=0,

, Xy _,
Hiperbola: ol /=0,

azaz az egyiitthatokbol alkotott megfeleld matrixok:

1 0 0 5 0 0 L 0 0
00 —p ), {0 % 0 és 0 —% O
0 —p 0 0 0 -1 0 0 -1

Végezetiil, vizsgaljuk meg a
I:X*+Y*+27>=0

maéasodrendi gorbét. A definicié szerint ez nem-elfajuld, hiszen martixa az egység-
maétrix, melynek determindnsa 1. Mdsrészrél az egyenletnek a valdés szamharmasok
halmazan egyetlen megolddsa van: x = y = z = 0, ami pedig nem eredményez pro-
jektiv pontot. Tehat egy nem-elfajul6 masodrendii gorbe ponthalmaza lehet iires is.
Val6jdban azt mondjuk, hogy ennek a kipszeletnek csupa képzetes pontja van.

A kovetkez6 fogalom alapvetd fontossdgu a projektiv sik geometriai vizsgalatai
szempontjabol.

1.3.10. Definici6. Azt mondjuk, hogy a projektiv sik két alakzata projektivan ekvivalens,
ha létezik az egyiket a mdsikba vivd projektiv linedris transzformdcio.

Mivel a projektiv linedris transzformdcidk csoportot alkotnak, a projektiv ekviva-
lencia ekvivalenciareldci6é. Azt is mondjuk, hogy ekvivalens gorbék csak a homogén
koordindtarendszer megudlasztdsiban kiilonboznek egqymdstol, vagy mas széval, a koordi-
ndtarendszer megfelel vdlasztdsdval az egyik a mdsik alakjdra hozhato. Példaként megem-
litjtik, hogy a projektiv egyenesek projektiv ekvivalensek.

A masodrendii gorbék és projektiv linedris transzforméaciok kapcsolatarodl szol a
kovetkezd allitas.
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1.3.11. Allitas. Az x' Ax = 0 mdsodrendii gorbét a @y projektiv linedris transzformdcié a
x'Bx = 0 mdsodrendii gorbébe viszi, ahol B = M~ AM~1.

Bizonyitds. Tekintsiik a I' : x! Ax = 0 mésodrendi gorbét és a ¢y projektiv lineéris
transzformdciot. Vizsgaljuk meg a gorbe I’ = ¢ (') képét. A P(x) pont akkor és
csak akkor illeszkedik I'-re, ha az M~ 'x vektor 4ltal meghatarozott 6sképe illeszke-
dik T-ra, azaz x M 'AM~!x = 0 teljestil. Mas széval, I szintén méasodfokd gorbe,
melynek egyenlete x'Bx = 0, ahol B= M 'AM~L. [

1.3.12. Definicié. Azt mondjuk, hogyaT : x' Ax = 0 eqyenletil projektiv mdsodrendil gorbe
elfajulé, ha det(A) = 0.

Az1.3.11 &llitas bizonyitasdbdl kideriilt, hogy a ¢ projektiv linedris transzforma-
ci6 I'-t a x'Bx = 0 egyenlet(i masodrend{i gorbébe viszi, ahol B = M~'AM~!. Ebb6l
adodik, hogy I' képe akkor és csak akkor elfajul6, ha I'is az.

A fejezet hatralév részében elfajulé masodrendii gorbéket vizsgalunk.

1.3.13. Tétel (Elfajul6 masodrendii gorbék osztilyozasa). Legyen A = (a;;) a null-
matrixtdl kiilonbozd 3 x 3-as szimmetrikus mdtrix, melyre det(A) = 06s jelolje T az x' Ax =
0 eqyenletii mdsodrendii gorbét. Ekkor I projektivan ekvivalens az aldbbiak egyikével:

(i) X31Xp =0, azaz I két egqyenes unidja.
(i) X3 =0, azaz T egyetlen egyenes.
(iii) X3+ X3 = 0, azaz T egyetlen pontbol dll.

Bizonyitds. Mivel det(A) = 0, a Cramer-szabdly szerint 1étezik nullvektort6l kiilon-
b6z6 a vektor, melyre Aa = 0. Ekkor P(a) € T, hiszen a'Aa = a'0 = 0. Va-
lasszuk meg a homogén koordinédtarendszert ugy, hogy a = (0,0,1). Ebben az eset-
ben Aa = 0 miatt a3 = a3 = az3 = 0 és T egyenlete

a11X% + 21X, Xo + ap X3 = 0.

Jelolje A = 4(11%2 — ay1apz) ezen kvadratikus alak diszkrimindnsét.
1. eset: A > 0. Ekkor az a11 X? 4+ 2a12X + a2 = 0 egyenletnek két kiilonb6z6 a1, an
gyoOke van, azaz
111 X% 4 201, X 4+ azp = c(X — a1) (X — ap)

alakban szorzatté alakithat6. Ez azt jelenti, hogy I' egyenlete is
a11 X5 4 2012 X1 X + X5 = (X1 — 01 X2) (X1 — 22 Xp)

alakba irhato, és ' az ey : X; — a1 X, = 0 valamint az e; : X; — Xy = 0 egyenesek
unidja. A gyokok kiilonbozésége miatt a két egyenes kiilonb6z6. A koordinatarend-
szer megvaltoztatasdval elérhetjiik, hogy e; : X1 = 0, e : X, = 0, ekkor pedig I
egyenlete X; X, = 0.
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2. eset: A = 0. Ekkor az elébbi moédszerrel
anX% + 2a1, X1 X + asz% = C(X1 — DCXZ)Z

ésTaze: X; —aXp = 0 egyenes. Koordinatatranszformaciéval I' : X2 = 0.
3. eset: A < 0. Ekkor a11 # 0 és leosztva vele a1 = 1 feltehet6. Tekintsiik az

X2 +2a1X1 Xo + apnX5 = (X +a12X2)? + (a0 — a3,) X3 = (X1 +a12X2)* — AX3
atalakitast. Lathato, hogy az
Xi = Xl + (112X2, Xé =v-—-AXp

linedris helyettesités I' egyenletét a kivant alakra hozza. O]

1.3.3. A nem-elfajulé masodrendii gorbék

Ebben a fejezetben A = (a;;) olyan 3 x 3-as szimmetrikus matrix, melyre det(A) # 0,
I az x' Ax = 0 egyenletti projektiv masodrend{i gorbe.

1.3.14. Allitas. AT nem-elfajuld mdsodrendii gorbét tetsz6leges egyenes 0, 1 vagy 2 pontban
metszi.

Bizonyitds. A homogén koordindtarendszer megfelelé megvélasztasaval elérhetjiik,
hogy az e egyenes egyenlete X; = 0, ezt I' egyenletébe helyettesitve a

(ZZQ_X% + 2a,3 X, X35 + a33X§ =0

kvadratikus alakot kapjuk. Ha ez azonosan nulla, akkor A-nak a mésodik és har-
madik sora linedrisan fiigg6, azaz det(A) = 0, ami a feltétel szerint nem igaz. Ezen
kvadratikus alak irreducibilis, teljes négyzet vagy két linedris tag szorzata attol fiig-
gben, hogy a diszkriminansa negativ, 0 vagy pozitiv. Ezekben az esetekben rendre 0,
1 vagy két metszéspontot kapunk. O

A késBbbiekben latni fogjuk, hogy a projektiv nem-elfajulé gorbék minden pontja
sima, és az érint6k pontosan az egyetlen pontban metsz6 egyenesek.

1.3.15. Tétel (Masodrendyii gorbe 6t ponton at). A projektiv sikon adott 5 dltaldnos hely-
zetil ponthoz pontosan egy rajtuk dtmend nem-elfajulé mdsodrendii gorbe létezik.

Bizonyitds. Tekintsiik a P; pont (x;,y;,z;) homogén koordinatdit (i = 1,...,5) és ke-
ressiik a kérdéses kupszeletet

011X% + a3 X5 + a33 X3 + 2a10X1 X + 2a13X1 X3 + 2023 X X3 = 0
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alakban. Az X, X, X3 helyébe x;, y;, z;-t helyettesitve egy hat ismeretlenes, az
allxlz + azzy% + a33212 + 2a1px;y; + 2a13x;z; + 2ax3y,z; =0, 1i=1,...,5

egyenletekbdl all6 homogén linedris egyenletrendszert kapunk az 4;; ismeretlenek-
kel. Ennek biztos létezik A = (a;;) nem-trividlis megoldasa, és tetsz6leges ilyen egy
Py, ..., Ps-6n dtmend I' nem-elfajulé kiapszeletet eredményez. Valéban, ha I' elfajulé
lenne, akkor egy pont vagy legfeljebb két egyenes unidja volna, azaz az 6t pont koziil
legalabb harom kollinedris lenne.

Meg kell még mutatunk, hogy skaldr szorzé erejéig egyértelmii a megoldds. Ez
azzal ekvivalens, hogy az 6t egyenlet linedrisan fliggetlen. Ellenkez6 esetben ugyanis
hozza tudnank venni egy tetsz6leges hatodik Pg(x6, Y6, 2¢) pont altal meghatarozott
egyenletet, és igy is taldlndnk A = (a;;) nem-trividlis megoldast. Ha azonban Ps-
ot ugy vélasztjuk, P;, P,-t8l kiilonbozzék és illeszkedjen a P; P, egyenesre, akkor az
A matrix altal meghatarozott I ktipszelet a P; P, egyenest hirom pontban metszené.

Ekkor I elfajul6 volna, és a P; pontok megint csak nem lennének 4ltaldnos helyzettiek.
O

1.3.4. Konjugalt pontok, pélus, polaris
Rogzitsiik a

3
T: Y 0y XiX; = an X5 + anX5 + a3 X3 + 2012 X1 X3 + 2a13X1 X3 + 203X, X3 = 0
ij=1
nem-elfajul6 projektiv masodrend(i gorbét és jelolje A = (a;;) az egyiitthatokbol 4116
3 X 3-as szimmetrikus matrixot.

1.3.16. Definici6. Azt mondjuk, hogy a P(x1, x2,x3) és Q(y1,Y2,y3) pontok konjugdltak
a I mdsodrendii gorbére nézve, ha teljesiil

3
XAy = Z ajjx;yj = 0.
ij=1

Jelolés: P L Q. A P pont konjugdlt pontjainak halmazdt P+ jeloli.

Megjegyzés. Erdemes vigyazni, mert a ,konjugdlt” kifejezést a matematikéban tobb
kiilonb6z6 értelemben hasznaljuk. Ez nem igazdn meglepd, ha figyelembe vessziik a
latin conjugatus sz6 eredeti jelentését: egyesiilt, sszekapcsolt.

A kovetkezd tétel a konjugaltsag alapvetd tulajdonsédgait sorolja fel.

1.3.17. Tétel. (i) A mdsodrendii gorbére vett konjugdltsdgi reldcié szimmetrikus.

(ii) Az onmagukkal konjugdlt pontok pontosan a mdsodrendii gorbe pontjai. Egy
egyenesen legfeljebb 2 onkonjugdlt pont van.
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(iii) Legyen u = Ax, ahol x # 0. Ekkor u # 0 és a P(x) pont konjugdlt pontjainak
P+ halmaza a u'X = 0 egyenletii eqyenes pontjai.

(iv) A P — P+ leképezés illeszkedéstarté bijekcié a projektiv pontok és egyenesek
halmazai kozott. Specidlisan,

(PQ)t=PtNnQt,  (enf)t=etft

teljesiil minden P, Q pontra és e, f egyenesre.
(v) Az e egyenesre illeszkedd P pontok P+ képei sugdrsort alkotnak.

Bizonyitds. (i) Mivel A szimmetrikus métrix, ezért

XAy = (' Ay)' = y'Alx = ¢y Ax,

igy P(x) L Q(y) akkor és csak akkor, ha Q(y) L P(x). (ii) Trividlis. (iii) Legyen e az
u'X = 0 egyenleti egyenes. Mivel u' = x' A = x' A, ezért

QePt = Px) LQ(y) <= xAy=0<=u'y=0<= Qce,

azaz P+ = e. (iv) Vizsgéljuk az x — u = Ax leképezést. Ez det(A) # 0 miatt
bijektiv transzformaéci6, mely linedrisan fiiggd vektorokat linearisan fiigg6kbe visz.
Geometriailag ez azt jelenti, hogy a P — P leképezés bijektiv, és kollinedris pontok
képei kdzos ponton dtmend egyenesek. (v) Kovetkezik az el6z8 részbdl. [

1.3.18. Definicié. Az e = P+ egyenest a P pont T mdsodrendii gorbe szerinti poldrisdnak,
mig P-t az e polusdnak nevezziik és a P = e jelolést haszndljuk.

A szimmetria miatt az e = P+ egyenes Q pontjainak Q-+ polérisai mind dtmennek
e = P-n. Az al4bbi fogalom igen hasznos:

1.3.19. Definicié. Azt mondjuk, hogy az Py, P>, P3 pontok énkonjugdlt hdromszoget al-
kotnak a T : x' Ax = 0 mdsodrendil gorbére nézve, ha a csiicsok poldrisai a szemkozti oldale-
gyenesek: P{- = PyP3, Ps- = Py P3, P~ = P, P.

Onkonjugalt hdromszogek konnyen konstrualhatok. Tudjuk, hogy az énkonjugalt
pontok pontosan I' elemei, és minden egyenesen legfeljebb két ilyen pont van. Ezért
nem okoz problémét a P; pontot tigy megvalasztani, hogy Py ¢ e; = Pi-. Legyen
P, € ¢ tetsz6leges nem dnkonjugélt pont, e; = P~ és P3 = ¢ Ney. Ekkor e; = P =
P, P5 definici6 szerint, e, = P2L = P P; teljesiil P; L P, miatt és

Py = (e;Nex)t =efey = PPy,

azaz a hdrom pont csakugyan énkonjugélt haromszoget alkot.
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1.3.5. Masodrendii gorbék vizsgalata a polaritds felhasznalasaval

Azokat az egyeneseket, melyek egyetlen pontban metszik a I' nem-elfajul6 masod-
rendli gorbét, 1-szeloknek nevezziik. A kovetkezé allitdsok megmutatjdk a gorbe
pontjainak poldarisai, az 1-szel6k és a gorbe érint6i kozotti kapcsolatot.

1.3.20. Allitas (Erint6k és polarisok kapcsolata). Legyen PaT : x' Ax = 0 mdsodrendi
gorbe tetszbleges pontja. Ekkor P+ a T P-beli érintdje.

Bizonyitds. A P(x)-beli érint6 egytitthat6i a I' homogén egyenletének parcidlis deri-
valtjai az x = (x1, x2, x3) helyettesités mellett:

Uy = 2a11x1+ 2a12x2 + 2a13x3,
up = 2ap1x1+ 2axx; + 2ax3x3,
uz = 2az1x1 + 2a3xp + 2a33x3,

azaz konstans szorzo6tol eltekintve valoban u = Ax az érint6 egyiitthatdira, azaz az
érint6 P+ O

1.3.21. Allitas (1-szelSk és polarisok kapcsolata). Legyen T nem-efajulé mdsodrendii gorbe,
P € T. Ekkor { P} = N P+ és az dsszes tobbi P-n dtmend egyenes két pontban metszi T-t.

Bizonyitds. Legyen P(x) € I', Q(y) ¢ T és tekintsiik a PQ egyenes P-t6l kiilonboz6
altalanos R(z) pontjat, z = Ax + y. Ekkor

ReT & 0=z'Az=(Ax+y)A(Ax+y)
& 0= A" Ax +2Ax Ay + ' Ay
& 0=2x"Ay +y'Ay
y'Ay

< AT  2xtAy

Azaz, PQ-nak akkor és csak akkor van P-t6l kiilonbdz6 metszéspontja, ha x' Ay # 0,
azazha Q ¢ P+ O

1.3.22. Kovetkezmény (ErintSk és 1-szel6k kapcsolata). Nem-elfajuld projektiv mdsod-
rendii gorbe esetén az eqy pontban metszd egyenesek pontosan az érintok.

Bizonyitds. Az el6z6 két allitasbol kovetkezik, hogy mind az 1-szel6k, mind pedig az
érintdk a gorbe pontjainak polérisai. O

Ez utébbi kovetkezményre egy szemléletes bizonyitdst is megadunk. Mivel az
érinté a szel6 hatarhelyzete, elég megmutatni, hogy e-t ,kicsit megvaltoztatva” 2
metszéspontot kapunk. Az e egyetlen metszéspontjanak oka, hogy az egyenletét T’
egyenletébe helyettesitve a kapott mdsodrendti egyenlet diszkrimindnsa A = 0. Ha
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azonban e-t kissé megforgatom P-n &t, egyiitthatoi kicsit megvéltoznak, és A is kicsit
megvaltozik, azaz A # 0 lesz. De A < 0 nem lehet, mert akkor ¢ nem metszené I'-t,
azaz A > 0 és e két pontban metszi I'-t.

Most megkeressiik a projektiv nem-elfajulé masodrendti gorbék kanonikus alak-
jat, azaz megkeressiik azt a homogén koordinatarendszert, amelyikben a I' egyen-
lete a lehet6 legegyszertibb. Vdlasszunk el8szor tgy, hogy a koordindtarendszer
E1(1,0,0), E»(0,1,0), E3(0,0,1) alappontjai énkonjugdlt hdromsziget alkossanak. Ekkor
az E1E;E3 /A oldalegyeneseinek egyenletei

E1E2 : X3 = 0, E1E3 : X2 = O, E2E3 : X1 =0.

Mésrészrsl, aI' : x' Ax = 0 méasodrendi gorbe altal meghatérozott polaritas az alap-
pontokhoz rendre az

a11 X1 +a12Xo +a13X3 = 0, 12Xy +a2Xo +a3X3 =0, 413Xy +a3X; +a33X3 =0
egyenletii egyeneseket rendeli. Ez csak tigy lehetséges, ha
a1y = a13 = a3 =0,
azaz a kuipszelet egyenlete
I: anX% + a22X§ + 1133X§ = 0.

Mivel a;; = ibiz, a @ : (x1,x2,x3) — (b1x1, baxa, b3xs3) projektiv linedris transzforma-
ci6 T-ta £X3 &+ X3 + X3 = 0 egyenletii kiipszeletbe viszi. M4s széval, a koordinata-
rendszer megfelel6 megvalasztdsaval I' alakja ilyenre hozhaté6. A véltozok esetleges
cseréjével, és —1-el val6 szorzassal tehét I' egyenlete

X2+ X3+X2=0 vagy X2+ X3-X2=0
lesz. Ezzel belattuk:

1.3.23. Tétel (A nem-elfajulé masodrendii gorbék osztilyozdsa). A homogén koordi-
ndtarendszer megfelelo meguilasztdsdval a I projektiv nem-elfajulé mdsodrendii gorbe egyen-
lete az aldbbi alakra hozhaté:

(i) X2+ X5+ X3 = 0, ha T-nak csupa képzetes pontja van.
(i) X2 + X3 — X3 = 0, ha T-nak van legaldbb egy valds pontja.

Ezeket az egyenleteket a projektiv mdsodrendii gorbék kanonikus alakjdnak nevezziik. [

1.3.24. Kovetkezmény. A valds ponttal rendelkez0 projektiv nem-elfajulé mdsodrendii gor-
bék mind projektiv ekvivalensek és végtelen sok valds pontjuk van. Specidlisan, a kiipszeletek
és a nem-elfajulé mdsodrendii gorbék ugyanazok. A projektiv mdsodrendii gorbe kozonséges
része ellipszis, parabola vagy hiperbola attdl fiiggden, hogy 0, 1 vagy 2 végtelen tdvoli pontja
van. U
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Végezetiil, az 1.3.15 tételt kicsit altaldnosabban is kimondjuk.

1.3.25. Tétel (Kupszelet megadasa ot adattal). Az aldbbi 6t adat egyértelmiien meghatd-
roz egy nem-elfajulo kiipszeletet, azaz pontosan egy nem-elfajulé kiipszelet van, mely dtmegy
az adott pontokon és érinti az adott egyeneseket.

(1) Négy dltaldnos helyzetii pont, és eqy egyenes, mely ezek egyikére illeszkedik.

(2) Hdrom dltaldnos helyzetii pont és két egqyenes, melyek ezek koziil eqyre-egyre
illeszkednek.

(3) Hdrom dltaldnos helyzetii eqyenes és koziilok kettd eqy-egy pontja.

(4) Négy dltaldnos helyzetil eqyenes és az egyikiikre illeszkedd pont.

(5) Ot dltaldnos helyzetii egyenes.

Bizonyitds. A bizonyitas teljesen hasonléan megy, mint az 1.3.15 tételben, mivel az a
tény, hogy az adott P pont poldrisa az e egyenes, szintén egy linedris egyenletet ad az
a;j egytiitthatokra. O

1.3.6. Pascal és Brianchon tételei projektiv kipszeletekre

Az 1.3.24 kovetkezmény alapjan a projektiv nem-elfejul6 masodrendti gorbéket pro-
jektiv kipszeleteknek is fogjuk nevezni. A T : x*x = 0 kupszelet P, Q pontjait
Osszekotd PQ egyenes jol meghatarozott, ha P # Q. A tovabbiakban, ha P = Q,
akkor az PQ egyenes alatt a kiipszelet P-beli érint&jét fogjuk érteni.

A fejezetiink f6 eredményének bizonyitasdhoz két elemi geometriai tételt kell fel-
eleveniteniink.

1.3.26. Lemma (Menelaosz-tétel). Tekintsiik a kozonséges sik ABC hdromszogét és az ol-
dalegyeneseknek a csiicsoktdl kiilonboz6 Ay, By, Cy pontjait. Ezen hdrom pont akkor és csak
akkor kollinedris, ha az elGjeles tdvolsdgokra teljesiil

|AGi| [BA4| [CBy| _
|C1B| [A1C| [B1A]

~1. (1.1)

|AG |
C1B
Cy az A és B pontok kozé esik, konnyen |mleégondolha’cc’), hogy a fenti szorzat hdrom
tényezdje koziil 0 vagy 2 pozitiv, tehdt az eredmény sziikségképpen negativ. Foglal-
kozzunk mostantol el&jel nélkiili tavolsagokkal.

Tegytik fel, hogy az A1, B1, C; pontok kollinedrisak, legyen e a kozds egyenesiik, és
jelolje D az A-n atmend e-vel parhuzamos egyenes metszéspontjit a BC egyenessel.
Ekkor kapunk két hasonlé hdromszogpart:

Bizonyitds. Mivel az el&jeles tdvolsdgok

aranya akkor és csak akkor pozitiv, ha

ABDA ~ CiBA; A, CA;B;A ~ CDAA.
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A megfelel6 oldalak ardnyai megegyeznek:

AC)| _ |DA| ABy| _ |DA
|ICiB|  |A1B|’ |B1C|  |A:C|

A két egyenletet egymadssal elosztva kapjuk (1.1)-t.
Tegyiik most fel, hogy az Aj, Bj, C; pontokra teljesiil (1.1). Legyen C; = ABN
A1Bq, ekkor az el6z6ek szerint

|ACy| [BA1| [CBq| _

= —1.
|C2B|  |A1C|  |B1A]
Ebbdl adoédik
ACI] _ |AG,|
|C1B| |C2B|’

ami pedig csak tgy lehetséges, ha C; = C;, azaz az A1, By, C; pontok kollinedrisak.
O

1.3.27. Lemma (Szel§ szakaszok tétele). Legyen k kor, P ¢ k pont, e, f két eqyenes P-n
dat. Jelolje A1, Ay illetve By, By az e, illetve f eqyenesek k-val vett metszéspontjait. Ekkor
teljesiil

|PA1[|PAz| = |PBy||PB|.

Bizonyitds. A kertileti szogek tétele miatt a By A1B; sz0g és a B1 Ay By sz0g egyenld, te-
hata PA1By /A és a PB1 Ay /A haromszogek két szoge megegyezik, azaz a hdromszogek
hasonldok. A megfelel oldalak ardnyainak egyezése miatt

|PA1| _ |PBy|
PB,| ~ [PA,|’

amibdl adodik a kivant eredmény. ]

1.3.28. Tétel (Pascal-tétel). Legyen I' nem-elfajulé projektiv kiipszelet és jelolje A1,Az,As3
és By,By,B3 ennek két kiilonbozo pontokbél dllé ponthdrmasait. Ekkor a Q1 = AzB3 N A3By,
Q2 = A1B3 N A3By, Q3 = A1By N Ay By pontok kollinedrisak.

Bizonyitds. Legyen
D1 = Ale N A3B1, D2 = A1B2 N AzB3, D3 = A2B3 N A3B1.

Vegyiik agy fel a homogén koordinatarendszert, hogy a végtelen tavoli egyenes nem
metszi I'-t és nem megy at az A;, B;, Q;, D; pontok egyikén sem. Ekkor mindent
vizsgdlhatunk a kozonséges sikon, ahol is I ellipszis. Egy tovabbi projektiv linea-
ris transzformdciéval elérhetjiik, hogy I' kor legyen.
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Alkalmazzuk haromszor a Menelaosz-tételt a D1 D, D3 /A\-re:

Kollinedris ponthdrmas Menelaosz-tétel
A1Q0Bs [D1A1| |D2Bs| [DsQo| _ |
|A1D;|  |B3Ds| |Q2D1]
D Dy A DsB
A203B; [D1Qs|  [D2As| [DsBi| _
|Q3D,| |A2Ds3|  [B1D:|
DB D D;A
A301B, D1Bo| [D2Qi| |DsAs| _

[B2Do|  |QiDs|  [AsDs|
A hdrom egyenl8séget Osszeszorozva és dtrendezve a

[D3Q>| |D1Qs| |D2Q1] <|D1A1||D132|) (|D2Az||DzB3|> (|D3A3||D3B1|) _ 4
|Q2D1] |Q3Dz| [Q1Ds]| \ [D14s|[D1B1| ) \ |D2A1|[D2Ba| ) \ |D3Az|| D3B3

egyenletet kapjuk, ahol a zardjeles tényez6k a szel6 szakaszok tétele miatt mind 1-ek.

Tehat
|D3Q>| |D1Qs] [D2Q4]|

|Q2D1] 1Q3Da2| |Q1D3]

azaz a Menelaosz-tétel ismételt alkalmazasaval latjuk, hogy a Q1, Q», Q3 pontok kol-
linearisak. U

—1,

Vegyiik észre, hogy a bizonyitas soran az A;B; egyenesekre felirt képletek helyt-
allok akkor is, ha A; = Bj, ekkor a szel6 szakaszok tételét a kiilsé pontbdl huzott
érintére kell alkalmazni. A Pascal-tételt gyakran az aldbbi formdaban idézik: A kup-
szeletbe irt hatszog szemkozti oldalainak metszéspontjai kdzos egyenesre illeszked-
nek. Valéban, az A;ByA3BjAyB3 hatszog szemkozti oldalpéarjai A1By és B1Aj, BoAs
és A, B3, valamint A3B; és B3A7. A Pascal-tétel dudlisa Brianchon-tétel néven ismert:
Kuapszelet koré irt hatszog atloi egy ponton mennek &t. Itt az a,b érint6k metszés-
pontja alatt az a = b esetben a kdzos érintési pontot értjiik.

1.3.29. Tétel (Brianchon-tétel). Legyen I' nem-elfajulo kiipszelet és ay,a3,a3, by,by,b3 érin-
tok 1igy, hogy a; # aj, b; # bjhai # j. Legyen P;j = a; Nbj. Ekkor az fi = PpPs,
fo = P13P31 és f3 = P1pPoq egyenesek egy ponton mennek dt. O

Ennek a két tételnek tobb fontos kdvetkezménye van.

1.3.30. Kovetkezmény. Legyen Ay, Ay, Az a I nem-elfajulé kiipszelet hdrom pontja, a; =
AiL az ezen pontokba hiizott érintdk. Legyen C; = ap Naz, C; = a3 Naz, C3 = ay Nap.
Ekkor az A1 Ay Az és a C1CoCs hdromszogek pontra nézve perspektivek, azaz az A1Cy, AxC2,
A3Cs egyenesek kizds ponton mennek dt.

Bizonyitds. Alkalmazzuk Pascal tételét az Ay, Ay, A3, B1 = A1, B = Ay, B3 = A3
pontokra. O
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1.3.31. Kovetkezmény (Ktpszelet szerkesztése). Adottak a Py, ..., Ps dltaldnos hely-
zetti pontok, az ezekre illeszkedd T’ nem-elfajulé kiipszelet és a Py-re illeszkedd e eqyenes. Ek-
kor az e-nek a I'-val vett Py t0l kiilonboz6 X pontja az aldbbi médon megszerkeszthetd: Legyen
Q1 =PiP,NPyP5, Q3 = P3PyNe, Q2 = Q1Q2 N PP és X = PsQaNe.

Bizonyitds. Mivel a hat pont Py, ..., P5, X kielégiti a Pascal-tételt és X < ¢, ezért X nem
lehet més. H

1.3.32. Kovetkezmény (Pascal-tétel megforditasa). A Py, Py, ..., Py dltaldnos helyzetil
pontok a sikon akkor és csak akkor illeszkednek kozos kiipszeletre, ha teljesiil rdjuk a Pascal-té-
tel dllitdsa, azaz ha a

Q1 =P NPPs, Qr=PP3NPsPs, Qs = P3PyN PPy

pontok kollinedrisak.

Bizonyitds. Tekintstik a Py, ..., Ps pontokon dthalad6 I' nem-elfajul6 kipszeletet és az
el6bb latottak szerint szerkessziik meg a Py Py egyenes P;-t6l kiilonb6z6 Py, metszés-
pontjat I-val. (Azaz P, = P; ha P, P érinti I'-t.) Ekkor egyrészt P, € T, méasrészt a
szerkesztés menetéb6l adéddan Ps = Pf. O]

1.3.7. Papposz-tétel

A kovetkezd tétel felfoghat6 a Pascal-tétel elfajul6 ktipszeletre vonatkoz6 kiterjeszté-
sének.

1.3.33. Tétel (Papposz-tétel). Legyen e és f két kiilonbozo projektiv eqyenes, A1, Az, Az €
e, By, By, B3 € f kiilonbozo pontokbdl dllo ponthdrmasok. Ekkor a Q1 = AxB3z N A3zBy,
Q2 = A1B3 N A3By, Q3 = A1By N Ay By pontok kollinedrisak.

Bizonyitds. A 3 x 3-as szimmetrikus matrixok egy 6-dimenzids V vektorteret alkotnak
R felett. Tekintsiik a determinanst mint det : V' — R fiiggvényt. Mivel ez folytonos,
a zérohelyei zdrt halmazt alkotnak V-ben, azaz minden A € V, det(A) = 0 matrixhoz
tetszblegesen kozel taldlunk A" € V, det(A’) # 0 matrixot.

Legyen I = e U f elfajul6 kupszelet egyenlete x' Ax = 0 és tegyiik fel, hogy Q3 ¢
Q1Qa. Valasszunk I'-hoz megfelelben kizel egy nem-elfajulé I kapszelet, és ezen az
Aj, Bi-khez megfelelen kozel A/, B pontokat. A , megfelel6 kozelség” alatt azt értjiik,

hogy Qf ne illeszkedjék Q| Qj-re. Ezt a folytonossdg miatt megtehetnénk, de ekkor
ellentmonddésba jutnank a Pascal-tétellel, tehat Q3 ¢ Q1Q, nem lehetséges. O]
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1.4. Korrelacidk, polaritasok

AT : x'Ax = 0 kupszelet 4ltal meghatarozott P +— P leképezés illeszkedéstartd
bijekci6 a projektiv pontok és egyenesek halmazai kozott. Ebben a fejezetben altala-
nosabban vizsgéljuk az ilyen bijekcidkat.

A tovébbiakban P illetve & jeloli a projektiv sik pontjainak és egyeneseinek hal-
mazait.

1.4.1. Definici6. Azt mondjuk, hogyap : P — & leképezés illeszkedéstartd, ha kollinedris
pontokat kozos ponton dtmend egyenesekbe képez. A p : P — & illeszkedéstarto bijekcidkat
korreldcionak nevezziik.

A tovabbiakban legyen p korreldci6. Az illeszkedéstartds miatt a rogzitett e egye-
nes pontjainak p melletti képei egyetlen sugdrsor elemei, jeldlje Q a sugérsor tartojat.
Azt mondjuk, hogy Q az e egyenes képe a p korreldcié mellett. Kénnyen meggon-
dolhat6, hogy igy p meghataroz egy £ — P egyenestart6 bijekciot is. Ebb6l adodik,
hogy van értelme két korrelaci6 szorzatarél beszélni, ami természetesen kollineacio.

Jelblje pg azt a korrelaciot, amelyik a P(a) ponthoz az e : a'X = 0 egyenest rendeli.
Tekintsiink egy tetsz6leges p korrelaciét és legyen a = o, Lo p. Ekkor a kollineécio,
azaz az 1.2.11 alaptétel szerint « = ¢p projektiv linedris transzformacié valamely B
3 X 3-as matrixszal. Mas sz6éval p = pg o ¢p, azaz a P(a) pont képe a a'B'X = 0
egyenlet(i egyenes.

1.4.2. Tétel (Korreldciék koordinatds alakja). Minden p korreldcidhoz létezik B 3 x 3-as
matrix 1igy, hogy a P(x) pont p melleti képe az e : u' X = 0 egyenes, ahol

u = Bx. O

A tovabbiakban olyan korreldciokkal foglalkozunk, melyek négyzete az identitds.

1.4.3. Lemma. A 7t korreldcio négyzete akkor és csak akkor az identitds, ha minden P, Q
pontra teljesiil, hogy P € m(Q) <= Q € nt(P). O

1.4.4. Definicié. A 7 korreldciot polaritdsnak nevezziik, ha 2 = id. Ekkor azon P, Q
pontokat, melyre P € 1(Q), konjugdlt pontoknak nevezziik. A konjugdltsdgi reldciét
P ~ Q-val jeloljiik. A P pont 7t(P) képét a 7t szerinti poldrisnak, az e eqyenes 7t(e) képét a
7t szerinti pélusnak nevezziik.

1.4.5. Lemma. Tegyiik fel, hogy az A, B mitrixokra teljesiik, hogy 0 = x'Ay < 0 =
x!By. Ekkor B = c A valamely c skaldrra.
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Bizonyitds. A lemmadban szerepld A és B matrixok ugyanazt p4 = pp a korrelaciét
hatarozzak meg. Ekkor pg o p 4 és pg o pp ugyanazt a projektiv linedris transzformécio6t
eredményezik, ami csak gy lehetséges, ha a két matrix egymds skaldrszorosa, 1d.
az 1.2.7 allitast. O

Legyen 7 az A matrix altal meghatdrozott polaritds és tekintstik a P(x), Q(y)
konjugalt pontokat. A P polarisa az e : u'X = 0 egyenes, ahol u = Ax. Az, hogy
Q € e = (P), az x' A'y = 0 egyenl6séggel fejezhets ki. Vegyiik észre, hogy a matrix-
szorzés szabélyai szerint x’ A'y 1 X 1-es métrix, tehat egyszerti skaldrnak tekinthetd.
Amennyiben x' = (x1, X2, X3), y' = (y1,y2,y3) és A = (a;;), akkor ez a skalar

- apxp a1 4z Y1 3
x A y = (xll x2/ x3) alz 1122 a32 yz = Z a]lxly]
ai3 a3 4ass Y3 ij=1

Mivel az 1 x 1-es matrixok szimmetrikusak, minden A matrixra teljestil
x'Aly = (x'Aly)! = y' Ax.

Mint lattuk, az a tény, hogy 7% = id, ekvivalens azzal, hogy 0 = xfAly < 0 =
ytAtx = xtAy. A fenti lemma szerint ekkor Af = cA valamely c skaldrra. Mivel

A= (AN =(cA) =cA' =c?A

és A nem a zér6 matrix, ezért ¢ = 1, vagyis A" = A vagy A" = —A teljesiil. Ha
azonban A" = — A akkor
0 a b
A=| —a 0 c
—b —c O

és det(A) = —acb + bac = 0.
Ezzel belattuk:

1.4.6. Allitas. Az A mdtrix dltal meghatdrozott korreldcié akkor és csak akkor polaritds, ha
A szimmetrikus. O

1.4.7. Definici6. A P pontot a 7t polaritds abszoliit pontjdnak nevezziik, ha P € (D).
Hasonléan, e abszolit egyenes, ha 7t(e) € e.

Ha A a 7t polaritds méatrixa, akkor az abszolut pontok az x' Ax = 0 egyenl&séget
kielégitd P(x) pontok. Ezt kifrva:

3
0= ajx;x; = a11x] + apxj + a33x3 + 2a1X1 X7 + 2a13%1%3 + 2023%2X3,
ij=1

azaz x1, Xz, x3-ra egy mdsodfokii homogén egyenletet kapunk. Tehat a projektiv kiapsze-
leteket a polaritdsok abszolat pontjainak halmazaként is felfoghatjuk.
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1.5.

FEJEZET 1. PROJEKTIV GEOMETRIA
Névjegyzék
Euklidesz, gorog matematikus, Kr.e. 325-265
Alexandriai Menelaosz, gorog metamatikus és csillagasz, Kr.u. 70-140
Alexandriai Papposz, gorog metamatikus, Kr.u. 290-350
Gérard Desargues, francia mérnok és matematikus, 1591-1661
Blaise Pascal, francia matematikus, fizikus és teol6gus, 1623-1662

Gabriel Cramer, svéjci matematikus, 1704-1752

Charles Julien Brianchon, francia vegyész és matematikus, 1783-1864



A. Fuggelék

Matematikai eloismeretek

A.1. Linearis algebra

Ebben a fejezetben a vektorok témakorének minimdlis alapismereteit gyfjtottiik ossze,
amelyek a sik- és térgeometriai megfontolasokhoz nem nélkiilozhet6k.

A.1.1. Véges dimenziés vektorterek

AzR" = {(x1,...,%,) | x; € R} valés szam n-esek halmaza vektorteret alkot a kom-
ponensenkénti

(X1, x0) + Y1, yn) = (1 + Y1, X0+ Yn)
Osszeadas és a valos szamokkal (skalarokkal) valé
Ax1, .o, xn) = (Axg, ..., Axy), AeR

szorzdas miiveleteire nézve. Ezen halmaz elemeit n-dimenziés vektoroknak nevez-
zik. Havq,...,09,, € R"ésc¢q,...,cn € R, akkor

101+ ... +cpom € R

szintén vektor, ezt a vy, ..., v, vektorok linedris kombindciéjanak hivjuk. A line-
aris kombinaci6 trividlis, hac; = ... = ¢, = 0. A vy,...,0,4 € R" vektorok li-
nedrisan fiiggék, ha a O = (0,...,0) nullvektor el64ll, mint a v, ..., v, vektorok
nem-trividlis linedris kombindciéja. Konnyti meggondolni, hogy ez ekvivalens azzal,
hogy a szébanforgé m vektor egyike el6dll a tobbi linedris kombinécidjaként. Ebbol
adodik, hogy két vektor akkor és csak akkor linedrisan fiiggs, ha az egyik a mésik
skalarszorosa.

Igaz tovédbba, hogy ha az uy, ..., u; vektorok mindegyike a vy, ..., v, vektorok
linedris kombindcidja, akkor az u;-k linedris kombindcidja el64ll, mint az eredeti v]--k
linearis kombinécidja.

37
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Hagyoményosan az R" halmaz elemeit sorvektorokként jelenitjiik meg, természete-
sen megallapodds szerint ezek helyett haszndlhatunk oszlopvektorokat is. A fent defi-
nialt fogalmak valtoztatas nélkiil alkalmazhaték oszlopvektorok esetén is.

Azt mondjuk, hogy az f : R" — R™ leképezés linedris, ha f(u+v) = f(u) + f(v)
és f(Av) = Af(v) teljesiil minden u, v € R" vektorra és A € R skaldrra. Ismert, hogy
minden linedris f : R" — R" leképezés

folxy,. .., xp) = (xy,...,x))

alakq, ahol
/
X7 = a11X1 + apx2 + ... aipXn,

!/
Xy = A21X1 + A22X2 + ... A2pXp,
. (A1)

/
xn — anlxl + ﬂnzxz + “ e annxn.

Az
a1 a2 - dp
ap1 Axp --- dp
A= (ai]‘) =
Apl An2 - lun

n x n-es matrixot az f leképezés matrixdnak nevezziik. Ha ¢ : R” — IR”" linedris
leképezés matrixa

bin b -+ by
byy by - by

B = (b;) = . ",
bnl an e bnn

akkoraz fog:R" — R", v — f(g(v)) leképezés szintén linedris, és a

€11 €12 -+ Cip
€21 C22 --+ C2p

C - . 7
Cnl1 Cn2 * Cun

matrixdra teljesiil ¢;; = a;jbyj + ... + a;,byj. Az igy meghatérozott C métrixot az A és
B matrixszorzatdnak nevezziik és C = AB-vel jeliiljiik. A leképezések szorzatdnak
asszociativ tulajdonsdgédbol kovetkezik a matrixszorzds asszociativitdsa. Az identi-
kus leképezés matrixa az
10 --- 0
01 ---0
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egységmadtrix. Minden n x n-es A métrixra teljesiil 1,A = A1, = A.

A matrixszorzat definici6jabol még egy fontos észrevételt tudunk lesztirni: Az A
és B matrixok AB szorzatdnak sorvektorai a B matrix sorainak linedris kombindacidi.
Hasonl6an, a szorzat oszlopvektorai az A oszlopainak linearis kombinacioi.

Minden maétrixban a linedrisan fiiggetlen sorok szdma megegyezik a linedrisan
tiiggetlen oszlopok szdmadval; ezt a szdmot a matrix rangjanak nevezziik.

Az A métrix determindnsa a
det(A) = Y sgn(0) ayp1) - Apo(n) € R
oES,

valds szém, ahol S, az {1, ..., n} halmaz permutacidinak halmaza, az sgn(c) pedig 1
vagy —1 attdl fiiggben, hogy a o pdros vagy pdaratlan permutacié. Azn =2ésn =3
esetekben

det(A) = d11d22 — A124721

illetve

det(A) = 11422033 —A11423432 112023431 — 412421433 +0a13421432 —A13422431 -

A determindnsok szorzastétele szerint az n x n-es A, B métrixok esetén det(AB) =
det(A) det(B).

Az A métrix adjungaltjanak nevezziik, és A*¥-al jeloljiik azt az n x n-es, nem
csupa nullabol 4116 méatrixot, amelyre teljestil

AAM = A A = det(A) 1,

Ismert, hogy az adjungalt matrix mindig létezik, és abban az esetben, ha a matrix
determindnsa nem nulla, egyetlen ilyen méatrix van. Az n = 2 és n = 3 esetekben

; a —a
Aad] — 22 12 (A2)
—a1  an
illetve
¢ A033 — A23A32  —A12433 + 413432 A12023 — A13422
a
A = | —agia33 +axaz  a11as3 —a;zaz  —a11423 + a13az1 (A.3)
ax1asp — Axpazy  —a11asy +aipdszr  ai1d2 — 41241

Ha det(A) #0, akkor az A~! = det(A) ! A2Y matrixra teljesiil AA~! = A71A =
1,. Az A~! métrixot az A inverz métrixdnak nevezziik. Ha det(A) = 0, akkor nem
létezik inverze, hiszen det(AB) =det(A) det(B) =0 minden B-re, amig det(1,) = 1.

Tekintsiik az A matrix elemeibdl képzett n egyenletbdl 4116, n ismeretlenes ho-
mogén linedris egyenletrendszert:

ap X1 +apXo+...01, X, =0,

721X1 +anXo+ ... a2, Xy =0, (A4)

an X1 +apXo+...a,, X, =0.
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Ennek mindig van megoldésa, nevezetesen 0 = (0,...,0), ezt nevezziik a trividlis
megoldasnak. Nem-trividlis megoldés létezése definici6 szerint pontosan azt jelenti,
hogy az egyenletrendszert meghatdrozé A matrix oszlopvektorai linedrisan fiiggk.

A nem-trividlis megoldasok megkeresése az ismert Gauss-féle eliminaciés elja-
rassal torténik, amikor is az egyenletek linearis kombindacitit képezve alakitjuk azt
at. Az (A.4) egyenletrendszernek pontosan akkor van nem-trividlis megoldasa, ha az
atalakitassal csokkenteni tudjuk az egyenletek szdmét, azaz az (A.4) egyik egyenlete
kifejezhetd a tobbi linedris kombindcidjaként. Ez nyilvan ekvivalens azzal, hogy az A
matrix sorai linedrisan fiiggok.

Ezeket 0sszefoglalva kimondjuk az alabbi tételt.

A.1.1. Tétel (Cramer-szabaly). Legyen A n x n-es mdtrix és tekintsiik a hozzd tartozé n
egyenletbdl dll6, n ismeretlenes (A.4) homogén linedris eqyenletrendszert. Ekkor az aldbbiak
ekvivalensek:

(i) Az egyenletrendszernek létezik nem-trividlis megolddsa.
(ii) Az A mdtrix sorai linedrisan fiiggok.

(iii) Az A madtrix oszlopai linedrisan fiiggdk.

(iv) det(A) =0.

Bizonyitds. Az (i), (ii) és (iii) pontok ekvivalencigjat a tétel kimondésa el6tt meg-
gondoltuk. Tegytik fel, hogy det(A) = 0 és tekintsiik az A métrix A4 adjungaltjat,
erre fennall A2 A = 0. Mivel A% nem nullmatrix, és tudjuk, hogy a matrixszorzat
sorai A sorainak linedris kombindcidi, ezért azt latjuk, hogy A sorainak egy linedris
kombindcidja kiadja a nullvektort, vagyis A sorvektorai linedrisan fiigg6k. Eszerint
(iv) = (ii).

Tegytik végiil fel, hogy det(A) # 0, azaz A invertdlhat6. Ez egyenértékii azzal,
hogy az A altal meghatédrozott f : R" — IR" linedris leképezés invertalhatd. (Az f
inverze az a linearis leképezés, amelyet A~! hatdroz meg.) Mivel tehat f bijektiv és
f(0) = 0, ezért x # 0 esetén f(x) # 0. Az f definicidjanak és az (A.4) az Ossze-
hasonlitdsa alapjan ez azt jelenti, hogy az egyenletrendszernek nincs nem-trivialis
megoldasa. Ezzel belattuk, hogy (i) = (iv). O

Rogzitsiik az n x n-es A matrixot és tegytik fel, hogy valamely v # 0 vektorra és
A skaldrra
Av = Av

teljesiil. Ekkor A-t az A sajatértékének, v-t pedig az A sajatvektoranak nevezziik. A
fenti egyenlet nyilvan
(A—=Al)v =0

alakban is irhat6, ahol I az n x n-es egységmatrix. Mivel v # 0, az A — AI matrix
oszlopai lineédrisan fiigg6k, azaz det(A — AI) = 0.

Az fu(x) = det(A — xI) fuggvény x-nek n-edfokud polinomja, ezt az A karakte-
risztikus polinomjanak hivjuk. Az f4(x) gyokei pontosan az A sajatértékei. Adott
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A sajatértékhez a sajatvektor meghatarozdsa egyszerfi linedris egyenletrendszer meg-
oldaséat jelenti. Megjegyezziik, hogy adott A sajatértékhez végtelen sok sajatvektor
tartozik, ezek mindig vektorteret alkotnak. A A-hoz tartozé két sajatvektor kozott
nem tesziink kiilonbséget, ha egymas skaldrszorosai.

A.1.2. Vektorok szorzatai

Aa=(ay,...,a,),b = (by,...,b,) € R" vektorok skaldrszorzatit vagy bels§ szor-
zatat az
ab =a1b1 + -+ -+ auby,
képlet definidlja. Erre nyilvan teljesiil
(i) ab = ba (szimmetria),
(i) a(Bb+ yc) = Bab+ v ac (bilinearitas),
(iii) a® > 0és a®> = 0 akkor és csak akkor, ha a = 0 (pozitiv definitség).

A bels6 szorzat segitségével értelmezziik a vektor |a| = V a? hosszét, valamint az

ab
|a|[b]

Cosy =
Osszefiiggés segitségével két vektor bezart szogét. Két vektor akkor és csak akkor

mero6leges, ha bels6 szorzatuk 0.

Megjegyzés. Amennyiben a, b n-dimenzios oszlopvektorok, akkor a’b 1 x 1-es mat-
rix, azaz tekinthetd skaldrnak. Ennek értéke pontosan a két vektor bels6 szorzata, és
a belsd szorzat a'b-ként valo jel6lése sok mas szempontbdl is igen hasznos.

Legyen i, j, k ortonormalt bazis R3-ben, azaz
=7 =K=1, ij = jk = ij = 0.

Legyen a = ayi + axk + azk, b = byi + bok + bzk és definidljuk a két vektor vektoridlis
szorzatat az alabbi formalis determinénssal:
i j k
axb=det| a1 ay a3 = (1121?3 - El3bz)i + (113171 - albg)j + (a1b2 - azbl)k.
b1 by b3

Ez rendelkezik az aldbbi tulajdonsagokkal:

(i) ax b= —b x a (antiszimmetria).
(i) ax (Bb+yc) =Baxb+ya x c(bilinearités).
(iii) |a x b| = |a||b|sin 1y, ahol v a két vektor bezart szoge.

(iv) a(a xb) = b(a x b) = 0, azaz a vektoridlis szorzat mer6leges a ténye-
zbkre.
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Adott a 3-dimenzi6s tér 3 vektora: a = (ay,4a2,43), b = (b1, b2, b3), ¢ = (¢1,¢2,¢3).
Ezek vegyesszorzatin az
abc = a(b X ¢)

kifejezést értjiik. A bels6 és a vektoridlis szorzatok képleteib6l ad6dik, hogy a hdrom
vektor vegyesszorzata pont a bel6liik alkotott 3 x 3-as determindns értéke:

a1 dp das
abc=det| by by b3z |.

C1 C C3
Ez bizonyitja az aldbbi tulajdonsagokat:

(i) A vegyesszorzat linedris mindharom véltozoéjaban.

(ii)) A vegyesszorzat alternal, azaz abc = —bac és abc = cab.

(iii) A vegyesszorzat akkor és csak akkor 0, ha a harom vektor linedrisan
tiggdo.

(iv) A vegyesszorzat geometriai jelentése a harom vektor altal kifeszitett pa-
ralelepipedon térfogata.

A.1.3. A valds szamtest automorfizmusarol

Testek alatt olyan algebrai struktarét értiink, melyekben a négy alapmiivelet a ,,szo-
kott médon” miikodik. Ezt a négy miiveletet megdrz6 leképezéseket testautomorfiz-
musoknak nevezziik. Az aldbbi fontos tétel azt mondja ki, hogy a valés szamoknak
nincs az identit4stol kiilonboz6 testautomorfizmusok.

A.1.2. Tétel. Legyen f : R — R olyan leképezés, amely minden x,y € R esetén teljesiti a

fle+y) =f)+fly) & flw)=fx)f(y)

azonossdgokat. Ekkor f vagy az azonosan 0 leképezés vagy az identitds R-en.

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy az f : R — R leképezés eleget tesz a tételbeli feltételek-
nek. Erre fennall

f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0),
f1) = f1-1)=f(1)?%

amibdl kovetkezik, hogy f(0) = 0és f(1) = 0vagy f(1) = 1. Ha f(1) = 0, akkor

minden x € R esetén
f(x) = f(1x) = 0f(x) =

azaz f az azonosan nulla leképezés. Tegyiik fel a tovabbiakra, hogy f(1) = 1.
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Mivel 0 = f(x + (—x)) = f(x) + f(—x), igy f(—x) = —f(x). Ha n pozitiv egész,

akkor
fn)=f(1+...41)=f1)+...+ f(1)

teljestil. Ha n < 0 negativ egész, akkor f(n) = —f(—n) = —(—n) = n. Har =
n/m € Q, ahol n,m € Z egészek, akkor

n=f(n) = f(rm) = f(r)f(m) = f(r)m,

amibdl f(r) = n/m = r adédik, azaz f az identitds a raciondlis szamok halmazan.

Megmutatjuk, hogy f szigortian monoton név§, vagyis x < y esetén f(x) < f(y)
teljesiil minden x,y € R valés szdm esetén. Ekkor ugyanis 1étezik egy a > 0 valés
szam, amelyre y = x + a2 4ll fenn, amibdl azt kapjuk, hogy

fly) = fx+a*) = f(x) + f(a)* > f(x).

Tegytik végiil fel, hogy létezik x € R valds szdm, amelyre f(x) # x. Mivel f(x)
is val6s, igy ekkor létezik egy r € Q raciondlis szdm, amely x és f(x) kozé esik, ha
példdul x < f(x), akkor x < r < f(x). Az f monotonitdsa miatt viszont

n

x<r = f(x)< f(r)=r

kovetkezik, tehét ellentmondéshoz jutottunk. Nyilvan ugyanigy ellentmondést ka-
punk, ha x > f(x)-et tételezziik fel. Vagyis egyetlen x € R esetén sem é&llhat fent
x # f(x), azaz f = id. O



