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1. Vetitések

Abrézolas alatt a tovabbiakban olyan megfeleltetést értiink, mely a kozon-
séges tér bizonyos objektumaihoz (pontok, egyenesek, gorbék, stb.) egy
rogzitett sik bizonyos objektumait (pontok, pontparok, stb.) rendeli hozza.
A legkézenfekv&bb ilyen hozzarendelés a parhuzamos és a kozéppontos
vetités, ezek kozismerten fontos szerepet jatszanak a képi dbrézoldsban is.



1.1. Vetitések a kozonséges sikon és térben

1.1. Definici6. 1. Adottak a sikon e, v eqyenesek, e }[ v, és a P pont. Legyen
P’ =eNn7', ahol v' a P-n dtmend, v-vel parhuzamos egyenes. Ekkor P'-t a
P pont e-re vett v irdnyd parhuzamos vetiiletének nevezziik.

2. Adott a térben a ¥ sik, a v eqyenes, v || ¥, ésa P pont. Legyen P’ = N7/,
v’ a P-n dtmend, v-vel pdrhuzamos egyenes. Ekkor P'-t a P pont Z-ra vett
v irdnya parhuzamos vetiiletének nevezziik.
A fenti tipusii leképezéseket dsszefoglalé néven parhuzamos vetitésnek ne-
vezziik.
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1. dbra. Parhuzamos vetités a sikon és a térben

Lathatjuk, hogy a vetités irdnya alatt a szokdsos , vektorszerti” kép he-
lyett egy egyenest, pontosabban annak parhuzamossagi osztalyat értjiik.
Az is vilagos, hogy a parhuzamossagokat kizar6 feltételeink sziikségesek,
mert kiilonben a vetiilet nem létezik.

1.2. Definicié. Legyenek A, B, C egy egyenesre eso kiilonbozo pontok. Az A, B, C
pontok osztéviszonya alatt az

_ lAC]

(ABC)—’CB|

értéket értjiik, ahol |AC| és |CA| elGjeles tavolsagot jelent, azaz a két érték
azonos eldjelil, ha A és B kozrefogja C-t, és ellenkez0 eldjelii, ha nem.

Konnyti meggondolni, hogy ha az A, B, C pontok koziil ismerek kett6t,
és ismerem az (ABC) osztéviszony értékét, akkor a harmadikat egyértel-
miien meg tudom hatérozni.

1.3. Allitas. A pdrhuzamos vetités eqyenes-, pdrhuzamossdg- és osztéviszony-
tarté. Azaz, ha A, B, C egy egyenesre esé kiilonbozs pontok, akkor A’, B!, C' pidr-
huzamos vetiiletiik is ey egyenesre esik. Tovdbbd, amennyiben A’, B', C’ kiilon-
biozbek, akkor (ABC) = (A'B'C’).



2. dbra. Kozéppontos vetités a sikon és a térben

Bizonyitds. Kovetkezik a tér illeszkedési tulajdonsédgaibdl, valamint a par-
huzamos szel6k tételébdl. [

1.4. Definicié. 1. Adott a sikban az e egyenes és a P és C pontok, C ¢ e,
P # C. Ekkor a P' = e N PC pontot a P pont e-re vett, C kézépponti
centralis vetiiletének nevezziik.

2. Adott a térben a X sik és a P és C pontok, C & e, P # C. Ekkora P’ =
e N PC pontot a P pont ¥-ra vett, C kozépponti centrilis vetiiletének
nevezziik.
A fenti leképezéseket Osszefoglalé néven centralis vagy kozéppontos veti-
tésnek nevezziik.

Rogzitsiik a sikbeli e egyenest és a C pontot. Vildgos, hogy a siknak
csak azon pontjait tudom e-re kozéppontosan vetiteni C-bsl, melyekre e Jf
PC. A vetiilettel nem rendelkez6 pontok a P-n 4tmend, e-vel parhuzamos
¢’ egyenest alkotjak. A térbeli vetitésnél hasonl6 a helyzet. Rogzitett X és
C esetén pontosan a P ¢ ¥/ pontoknak létezik X-ra vett vetiiletiik, ahol £’
a C-n 4tmend, X-val parhuzamos sik.

1.5. Definicié. Azt mondjuk, hogya Py, - - - , P, pontok kollinearisak, ha léte-
zik olyan egyenes, melyre mindegyik illeszkedik. Egy ponthalmazok kozotti leké-
pezést egyenestartonak neveziink, ha kollinedris pontok képei kollinedrisak.

1.6. Allitas. A kozéppontos vetités eqyenestarto.

Bizonyitds. A C centrumon atmend L egyenes vetiilet a X stkra az /N X
pont. A C-n nem atmend ¢ egyenes vetiilete a
AN Z egyenes, ahol A az / egyenes és a C pont
kozos sikja. l
Fontos, mindenki &ltal tapasztalt tény, hogy a

3. bra: Egyenestartés. térbeli kozéppontos vetités nem parhuzamos-
sagtarto.




Miar sikbeli vetitések esetén konnyen adhatunk példat olyanra, mely-
nél a pontok osztéviszonya kozéppontos vetitésnél nem 6rzédik meg. Rész-
letes targyalds nélkiil megemlitjiik, hogy ezzel szemben osztéviszonyok
hédnyadosa mér invaridns a kozéppontos vetitésre.

1.7. Definicié. Legyenek A, B, C, D egqy egyenesre esd kiilonbozé pontok. Az
A, B, C, D pontok kett6sviszonya alatt az

(ABC)
(ABD)

(ABCD) =

hdnyadost értjiik.

1.8. Tétel (Papposz-Steiner). A kozéppontos vetités kettsviszonytartd.

1.2. A sik és tér kiterjesztése

A kozéppontos vetités mar emlitett fontos tulajdonsdga, hogy nem
tartja meg a parhuzamossagot. Valdjdban azt latjuk, hogy az eq, e, parhu-
zamos egyenesek e/, ¢} képei metszik egy- '
mast a P’ = ¢ N e, pontban. Természete- :
sen az eq, ey egyenesen nincs olyan kozon-
séges pont, melynek képe P’ lenne. Képzel-
junk hozza ezekhez az egyenesekhez egy
végtelen tdvoli P pontot, mondjuk azt, hogy
a pdrhuzamos egyenesek a végtelenben taldl-
koznak, és nevezziik P'-t a P végtelen té-
voli pont vetiiletének! Mint rovidesen ki-
deriil, ez a gondolatkisérlet matematikai
szempontbdl nagyon is kovetkezetes, j6l hasznalhat6 fogalmakhoz vezet.
1.9. Definicié. Jelolje P, £ és S a kozonséges sik pontjainak, egyeneseinek, il-
letve sikjainak halmazit. Legyen Po, az egyenesek, E pedig a sikok pdrhuza-
mossdggi osztdlyainak a halmaza és definidljuk az aldbbi halmazokat:

4. dbra: Talalkozés a végtelenben

A P* =P U Py halmaz elemeit projektiv pontoknak;
a & = & U Ey halmaz elemeit projektiv egyeneseknek;
1 S* = SU{(Poo, Eo) } halmaz elemeit pedig projektiv sikoknak nevezziik.

A nem kozonséges projektiv elemeket végtelen tavoli elemeknek nevezziik. A
kozonséges elemek kozotti illeszkedési reldciot terjessziik ki a projektiv elemekre az
aldbbi médon.

1. A XL = (Poo, Exo) végtelen tivoli stk pontosan a végtelen tdvoli pontokra
és egyenesekre illeszkedik.



2. A sikok e € Eu pdrhuzamossdgi osztdlya pontosan az dltala tartalmazott
kozonséges sikokra illeszkedik mint végtelen tdvoli egyenes.

3. Az e € E végtelen tdvoli egyenes pontosan akkor illeszkedik a Ps, € Pso
végtelen tdvoli pontra, ha az e, osztdlyba tartozo sikok pdrhuzamosak a Py
osztdlyba tartozé egyenesekkel.

4. Az e kozonséges egyenesre illeszkedd egyetlen végtelen tdavoli pont az e pdr-
huzamossdgi osztdlya.

5. A X kozonséges sikra illeszkedd végtelen tdvoli pontok pontosan a -val
pdrhuzamos egyenesek pdrhuzamossdgi osztdlyai.

6. A X kozonséges egyenesre illeszkedd egyetlen végtelen tdvoli eqyenes a X
pdrhuzamossdgi osztdlya.

Nevezziik projektiv térnek azt a rendszert, amit a P* = P U Py, £F = EU
oo, S = S U S halmazok a tartalmazdsra nézve alkotnak. A P*, £*, S*
halmazok elemeit dsszefoglalé mdédon projketiv pontoknak, projektiv egyeneseknek
és projektiv sikoknak hivjuk.

Megjegyzés. A végtelen tavoli elemeket szokds idealis elemeknek is ne-
vezni.

A fentiek alapjdn minden projektiv egyenes projektiv pontok halmaza,
valamint minden projektiv sik projektiv pontok és egyenesek halmaza.
Emellett a széhasznalat mellett a geometridban szokdsos médon beszé-
ltink pontokat dsszekoto egyenesrdl, feszitett sikrdl és kitérd egyenesekrdl.

1.10. Tétel (A projektiv tér illeszkedési tulajdonsdgai).

1. Bdrmely két projektiv ponthoz pontosan egy mindkettot tartalmazo projek-
tiv egyenes van.

2. Bdrmely projektiv ponthoz és 0t nem tartalmazo projektiv egyeneshez pon-
tosan eqy mindkettot tartalmazo projektiv sik van.

3. Két projektiv egyenesnek legfeljebb egy kozos pontja van. Ha létezik kozos
pont, akkor a két egyenest pontosan egy sik tartalmazza. Ha nem létezik
kozos projektiv pont, akkor kozos projektiv sik sem.

4. Bdrmely projektiv egyenesnek és 0t nem tartalmazo projektiv siknak ponto-
san egy kozds pontja van.

5. Bdrmely két projektiv sik metszete projektiv egyenes. [

Lathatjuk, hogy illeszkedési szempontbdl a projektiv térben a pontok
és az sikok szerepe felcserélhets. Ugyanez elmondhaté a pontok és az
egyenesek szerepérdl, ha egy rogzitett projektiv sikra szoritkozunk. Ebbél
az észrevételbdl szarmazo elvet dualitasnak nevezziik.



1.3. Perspektivitasok

1.11. Definicié. Legyenek X1, L, rogzitett projektiv sikok és C projektiv pont,
C & X1,%5. A C kozéppontii £y — L, centrdlis vetitést a két sik kozotti C
centrumu perspektivitisnak nevezziik.

A projektiv tér illeszkedési tulajdonsagaibol kovetkezik az alabbi 4lli-
tas.

1.12. Allitds. A perspektivitdsok egyenes- és kettSsviszonytarts bijekcick. A ki-
induldsi és a képsik metszetegyenesének minden pontja fixpont. [

Ezen allitds megforditdsa is igaz; igy megkapjuk a perspektivitasok
egyszer(i és nagyon hasznos jellemzését.

1.13. Tétel (Perspektivitasok jellemzése). Legyenck X1, X, rigzitett projek-
tiv sikok és T : L1 — L, olyan egyenestarto bijektiv leképezés, amelynél minden
P € X1 N X, pont esetén T(P) = P teljesiil. Ekkor T C centrumii perspektivitds
valamely C & X4, L, projektiv pontra.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a 7 : L1 — L, leképezés fixen hagyja a két sik
¢ = X1 N X, metszetének minden pontjat. Legyen P, Q € X \ ¢ két tetsz6-
leges pont és jelolje R az ¢ és a PQ egye-
nesek metszéspontjat. Mivel a T egyenes-
tarto, igy a P,Q,Résa P’ = 7(P), Q' =
7(Q),R" = 7(R) pontok kozos e C X,
¢/ C X, egyenesre esnek. Ezen két e,¢’
egyenesnek R = R’ kozds pontja, ezért az
altaluk meghatérozott A sik tartalmazza a
P,Q, P, Q" pontokat. Ekkor viszont a PP,
QQ' egyenesek metszik egymadst, jelolje a
metszéspontot Mp .

A Zq1-beli T ¢ PQ pont esetén a PP/, QQ/,
TT' egyenesek nem esnek kozos sikba, vi-
szont paronként metszik egymast az Mp, 5. 4bra: Térbeli vetités

Mp, Mg pontokban, ami csak tigy lehetséges, ha Mpo = Mpr = Mg .
Végezetiil, hasonl6 okbél az S € PQ pont esetén Mps = Mgt = Mpt =
Mp. Azt latjuk tehat, hogy Mpg fiiggetlen Q-t6l, és ekkor Mpo = Mg p
miatt P-t6l is. Ez azt jelenti, hogy a Z = Mpg pontra minden P € X1 ese-
tén teljestil T(P) = MP N X, vagyis T a kozonséges vagy végtelen tavoli
Z-b0l vett vetités. O




1.4. Tengelyes kollineaciék

1.14. Definicié. A rogzitett ~ projektiv sik onmagdra vett egyenestarté bijekcio-
jat * kollineaciéjanak nevezziik.

1.15. Definicié. Legyen T a L projektiv sik kollinedcidja. Azt mondjuk, hogy a
t eqyenes a T tengelye, ha t minden pontja fixpont. Dudlis médon, a C pont a
T centruma, ha minden C-n dtmend egyenes fixegyenes. Végezetiil, amennyiben
T-nak van tengelye és centruma, akkor t-t tengelyes vagy mds széval centralis-
axidlis kollineaciénak nevezziik.

1.16. Allitas. Legyen T a X projektiv sik kollinedcidja és tegyiik fel, hogyat C X
egyenes T tengelye. Ekkor T elGdllithaté két térbeli perspektivitds szorzataként.

Bizonyitds. Tekintstik a Z-t6l kiilonb6z6, t-n dtmend tetsz6leges X/ projek-

tiv sikot és legyen C ¢ X, Y’ tetszGleges projektiv
pont. Legyen 7r a C centrumti X — X’ perspekti-
vitds. Mivel mind 7, mind pedig 7 egyenestartd
bijekciok, melyekre nézve t pontjai fixek, ugyanez
igazann’ = tom !: L — I leképezésre. A pers-
pektivitasokat jellemz6 1.13 tétel szerint ekkor 7’
C’ centrumu perspektivitds valamely C' ¢ X,

pontra. A definiciébdl adédik T = 7’ o 7. [] 6. abra: Perspektivitdsok
szorzata

1.17. Kovetkezmény. Egy kollinedcionak akkor és csak akkor van tengelye, ha
van centruma is.

Bizonyitds. Az el6z6 allitas szerint ha a T kollinedciénak van tengelye, ak-
kor el6all két perspektivitds szorzataként. Legyen C,C’ ezen perspekti-
vitdsok centruma. Ha C = C’/, akkor 7 az identités, ekkor minden pont
centrum. Ha C # C’, akkor a CC’ egyenesnek a X sikkal vett C* metszés-
pontja T centruma lesz. Ennek leellenérzését az olvaséra bizzuk. Az allitas
masodik fele a sikbeli dualitds elvének felhasznaldsaval bizonyithat6. [J

A kovetkezd tétel azt mutatja, hogy a projektiv sikoknak "nagyon sok"
tengelyes kollineacidja van.

1.18. Tétel (Tengelyes kollineacidk 1étezése). Legyen X tetszdleges projek-
tiv sik, ennek t tetszbleges egyenese és C, P, P tetszbleges kiilonbozd kollinedris
pontjai, P, P" & t. Ekkor létezik Z-nak olyan egyértelmiien meghatdrozott T ten-
gelyes kollinedcidja, melynek t tengelye, C centruma, és T(P) = P’.

Bizonyitds. Jelolje £ a C, P, P’ pontok k6z6s egyenesét. Vegyiik fel a tetszole-
ges t-n dtmend, L-t6l kiilonboz6 X* sikot és a tetszbleges térbeli C; & X, Y/



pontot. Jelolje A az ¢ egyenes és a C; pont
kozos sikjat. Mivel P € ¢ C A, ezért a
C1P egyenesnek és a L’ siknak az P* met-
széspontja benne van A-ban. Hasonléan, a
P*P’ egyenes része A-nak. A projektiv si-
kok illeszkedési tulajdonsagai szerint a A-
beli P*P’ és CCy egyenesek metszik egy-
maést egy C, pontban.

Jelolje mp : £ — L¥, illetve mp : ¥ — X a
Cy illetve C; centrumi perspektivitasokat, ey

és legyen 7 : 7, o 711. Nyilvén 7 t tengelyli 7. sbra: Tengelyes kollineéci6 1éte-
kollinedcé Z-n. Mivel 7y (P) = C{PNXZ* = zése.

P*,és my(P*) = CoP* N X = P/, ezért 7(P) = P'. Végezetiil, C;1C, N L =C,
amibdl konnyen belathatd, hogy C T centruma.

T egyértelmtisége a szokdsos moédon adddik: Tegyiik fel, hogy 11, 12
kielégiti a tétel feltételeit, ekkor 79 = 7, lom olyan kolline4ci6é, melynek
t tengelye, C centruma, P ¢ t pedig fixpontja. Barmely P-n dtmend ¢
egyenesen két fixpont van, nevezetesen P és t N ¢, azaz ¢ fixegyenes. Ebbdl
adodik, hogy P is centruma tp-nak. Az olvaséra bizzuk annak belatésat,
hogy két kiilonb6z8 centruma csak az identitdsnak lehet. Tehatid = 7, ' o
T1,dzaz 1, = T». ]

Térjiink vissza a kozonséges térbe. Itt a parhuzamos vetités nyilvan
egy végtelen tavoli pontbdl torténd vetitésnek felel meg. Azt is konnyen
lathatjuk, hogy kozonséges sikok kozott a parhuzamos vetités bijekcio,
azaz a kiindulési sik végtelen tavoli egyenesének képe a képsik végtelen
tavoli egyenese. Kozéppontos vetités esetén két lehetdség van: parhuza-
mos vagy metszd sikok kozott vetitiink. Az elsd esetben a vetités bijektiv,
mig a masodikban nem, ekkor a képsik végtelen tdvoli egyenese egy ko-
zO0nséges egyenes vetiilete lesz.

Tekintsiik most a kozonséges sik tengelyes kollineaciéit. Ha a C; pon-
tot végtelen tavolinak valaszjuk, akkor az alabbi lehet6ségek vannak.

1. A tengely és a centrum egyardnt végtelen tdvoli elem. Ekkor L ||
1* és C, is végtelen tavoli pont lesz. A kollinedcionk kozonséges
parhuzamos eltolas.

2. Atengely a sik végtelen tavoli egyenese, a centrum kdzoénséges pont.
Ekkor szintén X || X*, C; kozonséges pont lesz, a kollinedci6 pedig
kozéppontos nyjtas.

3. A tengely kozonséges egyenes, a centrum végtelen tavoli pont. Ek-
kor a végtelen tavoli egyenes illeszkedik a centrumra, tehét fixegye-
nes, és a kollineéci6 bijektiv a kozonséges sikon.



Val6jaban ebben az esetben még megkiilonboztethetiink két alesetet,
amikor is a centrum a tengely végtelen tavoli pontja, illetve amikor

a centrum nem illeszkedik a tengelyre. Mindkét alesetben L }f * és
C, végtelen tavoli pont.

4. A tengely és a centrum kozonséges pontok. Ekkor a végtelen tavoli
egyenes nem lehet fixegyenes (meggondolandd!), azaz a kolline4cié
nem bijektiv a kozonséges sikon. Ekkor van egy kozonséges egyenes
a sikon, melynek képe a végtelen tdvoli egyenes. Mas széval, ha két
egyenes metszéspontja a végtelen tavoli egyenes 6sképére esik, ak-
kor az egyenesek képei a végtelen tavolban metszik egymast, vagyis
parhuzamosak.

A fenti diszkusszioéb6l kovetkeznek az alabbi eredmények.

1.19. Allités. (i) Az olyan tengelyes kollinedcick, melyeknek tengelye vagy
centruma végtelen tdvoli, a kozonséges sik egyenes- és osztéviszonytarto
bijekcidjdt hatdrozzdk meg.

(ii) Azon tengelyes kollinedcick, melyek tengelye kozonséges egyenes, centruma
pedig végtelen tdvoli, elddlinak két pdrhuzamos vetités szorzataként.

Bizonyitds. Csak az (ii) pont szorul némi magyarazatra. A fenti els6 ha-
rom pont szerint minden ilyen kollineaci6 két osztéviszonytart6 leképezés
szorzata. Csakugyan, a parhuzamos sikok kozti vetités, illetve a metsz6 si-
kok kozti parhuzamos vetités a parhuzamos szelSk tétele szerint megtartja
az osztoviszonyt. [

1.5. Affinitasok

1.20. Definicié. Két kozonséges sik kozotti egyenes- és osztéviszonytarto leké-
pezéseket affin leképezéseknek nevezziik. Bijektiv affin leképezés esetén affin
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finitasnak nevezziik.

1.1. Példa. Az egybevagosagi transzformacidk mind affinitdsok. Masik
fontos példa az olyan tengelyes kollinedciok, melyek tengelye kozonséges
egyenes, a centruma pedig végtelen tavoli pont.

1.21. Lemma. Adott a kozinséges sik t eqyenese és P, P’ ¢ t pontjai. Ekkor
létezik az egyértelmiien meghatdrozott T affinitds, melynek t tengelye és melyre
T(P) =P



Bizonyitds. Ha P = P’, akkor legyen 7 = id. Tegyiik fel, hogy P # P’ és
legyen C a PP’ egyenes végtelen tavoli pontja. A tengelyes kollineaciok
létezésérdl szo616 1.18 tétel szerint 1étezik a kibdvitett projektiv sik egy T
kollineécidja, melynek  tengelye, C centruma és 79(P) = P. Az 1.19 él-
litds szerint 19 meghatarozza a kozonséges sik olyan 7 affinitdsat, mely a
lemma feltételeinek megfelel. Az unicitds bizonyitdsat az olvaséra bizzuk.
O

1.22. Allitas. Legyen Py, Py, P> és Qop, Q1, Q2 a kizonséges sik két nem kollined-
ris ponthdrmasa. Ekkor létezik az eqyértelmiien meghatdrozott T affinitds, melyre

T(Po) = Qo, T(Pl) = Q1 és T(Pz) = Qz.

Bizonyitds. Legyen t; tetszbleges, Py, Qo-t nem tartalmazo6 egyenes. Az 1.21
lemma szerint létezik o affinitds ¢; tengellyel, melyre a;(Py) = Qop. Le-
gyen P| = a1(P1), P, = ap(P) és t; tetszbleges egyenes, mely dtmegy
Qo-on és nem tartalmazza Pj, Q;-t. Az emlitett lemma szerint ismét léte-
zik a affinitds, melynek t, tengelye, és ap (P]) = Q1. Mivel Qq € tp, ezért
a2(Qo) = Qo. Végezetiil, legyen a3 olyan affinitds, melynek tengelye a
QoQ1 egyenes, és amely a P} = a,(P}) pontot Qy-be viszi, ennek Qg és Q1
tixpontjai.

Definidljuk a T = a3 0 &y 0 g affinitdst. Konnyen leellendrizhets, hogy
az a;-k vélasztdsa miatt T a Py, P;, P, pontokat rendre a Qp, Q1, Q2 pon-
tokba viszi.

Az unicitds beldtdsahoz tegyiik fel, hogy a 11, T leképezések kielégitik
a kivant feltételeket. Ekkora 7 = 7, 1o 1 affinitdsnak van harom nem
kollineéris fixpontja, nevezetesen Py, P;, P,. Az T osztéviszonytartdsabol
kovetkezik, hogy a PyP;, PyP>, P1 P, egyenesek minden pontja 7 fixpontja.
Ekkor viszont minden egyenes fixegyenes, hiszen minden egyenes lega-
labb két pontban metszi ezt a harom egyenest, azaz minden egyenesen
legaldbb két fixpont van. Ez azt jelenti, hogy minden pont T fixpontja,
azaz T = id és 11 = 1. ]

Ennek az allitdsnak szamos kovetkezménye van.

1.23. Kovetkezmény. Minden affinitds elodll térbeli parhuzamos vetitések szor-
zataként.

Bizonyitds. Val6ban, a fenti 4llitds bizonyitasdban megmutattuk, hogy min-
den affinitds olyan tengelyes kolline4ciok szorzata, melyek tengelye ko-
zO0nséges egyenes, centrumuk pedig végtelen tavoli pont. Ezek az 1.19
allitas szerint parhuzamos vetitések szorzatai. ]

1.24. Allitas. Adottak a kozonséges térben a ¥, X' sikok és ezeken a Py, Py, P, és
P{, P{, P; nem kollinedris ponthdrmasok. Ekkor létezik a két sik kozott az egyértel-
miien meghatdrozott T affin transzformdcid, melyre a Py, Py, P, pontokat rendre a
P}, Py, P} pontokba viszi.
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Bizonyitds. Tetsz6leges 7 parhuzamos vetitéssel vetitsiik X/t Z-ra és jelolje
Qo, Q1, Q2 a P, P{, P; pontok vetiileteit. A fenti allitds szerint 1étezik g
affinitas, melyre 7(Py) = Qo, T(P1) = Q1 és T(P;) = Q. Ekkor 1 = 1o
To megfelel6 affin transzformdaci6é. Az unicitds bizonyitdsat az olvaséra
bizzuk. O

o7z

1.25. Kovetkezmény. Minden affin transzformdcio elddll parhuzamos vetitések
szorzataként. ]

Ebbél azonnak adédik az affin transzformaciok alaptétele.

1.26. Tétel (Affin transzformacidk alaptétele). Az affin transzformdcick pon-
tosan a pdrhuzamos vetitések szorzataként el0dllo bijektiv leképezések. ]

2. Abrazolasok

2.1. A perspektivikus dbrazolas

Perspektivikus dbrazolas alatt a kozonséges tér kozéppontos levetitését
értjiik egy rogzitett sikra, ez utébbit az abrazolas képsikjanak nevezziik.
A vetités centrumat &ltalaban S-el jeldljiik, és a szempont megnevezést
hasznaljuk.

2.1. Allitas. Legyenck A, B,C, D a K négyszog csiicsai a kizonséges sikon és te-
gyiik fel, hogy a szemkozti AB, CD illetve BC, DA oldalpdrok koziil legaldbb az
egyik nem pdrhuzamos. Ekkor létezik a kiblvitett siknak olyan ¢ tengelyes kol-
linedcidja, amely az A, B, C, D pontokat egy egységnégyzet négy egymdst kivetd
csticsaiba viszi.

Bizonyitds. Jelolje £ az E = ABNCD és
F = BC N DA metszéspontokat dsszekotd
egyenest. A feltétel szerint legaldbb az
egyik metszéspont kozonséges, azaz ¢ ko-
zO0nséges egyenes. Az olvasora bizzuk an-
nak meggondoldsat, hogy az ¢ egyenesen
az E,Filletve H=/NACé G = ¢NBD
pontok elvélasztjdk egymast a szemléletes
értelemben. Ekkor az E, F illetve H, G sza-
kaszok folé rajzolt Thalész-koroknek léte-
zik metszéspontjuk, jeloljink az egyiket
P-vel. (Lasd a 8. 4abrat.) Amennyiben
az E, F valamelyike végtelen tavoli, akkor
Théalész-kor helyett a masikba éllitott /-re
merdleges egyenest vesziink, és hasonléan
jarunk el, ha H, G valamelyike végtelen ta-

8. dbra: Tengelyes perspektivitas
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voli.

Vegyiik most a tetsz6leges, ¢-el parhuzamos t egyenesta t #  és P &
t feltételekkel, és legyen ¢ egy olyan t tengely(i és P centrumt centra-
lis-axidlis kollinedci6, amely /-et az (*° végtelen tdvoli egyenesbe viszi.
Az 1.18 tétel (pontosabban annak duélisa) szerint ilyen ¢4 1étezik. Legyen
Al = (Pl(A)/ B = (pl(B), C'= qol(C), D' = <P1(D)-

Mivel az AB és CD egyenesek E metszéspontja ¢-en fekszik, A’B’ ||
C'D’. Hasonléan, B'C’ || D’A’, tehdt a K" = A’B'C'D’ négyszog paralelo-
gramma. Az AB és PE egyenesek metszéspontja szintén (-beli, ezért A'B’
parhuzamos PE képével, ami viszont sajat maga, mert P centrum. Tehat
A’B" || PE és hasonl6 okbol A’D’ || PF. Mivel P illeszkedik az EF szakasz
Thélész-korére, ezért PE | PF, ésigy A'B’ L A’D’, vagyis K’ téglalap.

Hasonl6 triikkel mutatjuk meg, hogy K’ 4t16i mer6legesek egymadsra:
ACNPH € ¢,igy A'C' || PH; hasonléan B'D’ || PG, és mivel a PHGA de-
rékszogili, A'C' L B'D'. Ez aztjelenti, hogy a K’ téglalap 4tl6i mer6legesek
egymadsra, azaz K’ négyzet.

Végezetiil jelolje ¢, a P centrumd, 1/a ardnya kozéppontos nyujtést,
ahol a a K’ négyzet oldalhossza és legyen ¢ = @5 o ¢1. Ekkor nyilvan ¢
egy P centrumd tengelyes kolline4ci6, amely az ABCD négyszoget egy-
ségnégyzetbe viszi. @, tengelye a végtelen tavoli egyenes, igy ¢ tengelyé-
nek kozonségesnek kell lennie, mert kiilonben ¢1 = ¢, Log tengelye is a
végtelen tavoli egyenes lenne. Tehat ¢ a keresett tengelyes perspektivitas.
O

Rogzitsiik a TT képsikot és a rd merdleges I' targysikot.

2.2. Definicié. A T tdrqysiknak a T N T egyenes menti 90°-os elforgatdsit a
targysik képsikba valé beforgatasanak nevezziik.

2.3. Tétel (A perspektivikus dbrazolas alaptétele). Adott a K konvex négy-
sz0g, melynek legaldbb az egyik szemkozti oldalpdrja nem pdarhuzamos, adottak a
I, TT metsz0 sikok és adott az a > 0 szdm. Ekkor létezik eqy a oldalii N négyzet
a T sikban és eqy S ¢ T, T1 pont, hogy az N négyzet S szemponté perspektivikus
képe (azaz kozéppontos vetiilete) egybevdgo K-val.

Bizonyitds. Helyezziik el az N egységnégyzetet '-ban. A 2.1 allitas szerint
létezik a tengelyes perspektivitasa M'nak, amelyre a(N) egybevago K-val.
Mozgassuk el N-et I''n gy, hogy « tengelye egybeessék a I" és TT sikok
¢ metszetével. Jelolje B a I sik ¢ koriili beforgatasat T1-be és definidljuk
a @ = o leképezést. Egyrészt ¢ olyan egyenestartd leképezés T' és
IT kozott, amely a végtelen tavoli elemekkel bovitett sikok kozt bijekcidt
hatdroz meg. Masrész ¢ fixen hagyja ¢ minden pontjat, hiszen ugyanezt
teszi o és B is. Az 1.13 tétel szerint ekkor ¢ vetités. Mivel egy négyzet
parhuzamos vetiilete paralelogramma, ezért ¢ csak kozéppontos vetités
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lehet. A vetités centrumét S-sel jelolve a tételt bebizonyitottuk az a = 1
esetre.

Tetszéleges a > 0 esetén rogzitsiink egy N’ egységnégyzetet I'-ban és
S’ szempontot tgy, hogy N’ S-bol vett vetiilete TT-re hasonlé legyen K-hoz
1/a ardnnyal. A teret egy I' N TT-beli pontbdl a-szorosdra nagyitva olyan
a oldalt N négyzetet kapunk , melynek kdzéppontos vetiilete egybevagé
K-val. [

2.2. Az axonometrikus abrazolas

Axonometrikus dbrazolas alatt a tér pdrhuzamos vetitését értjiik egy rog-
zitett sikra. A mer6leges vetités az axonometrikus dbrdzolas egy specidlis
esete.

2.4. Definicié. Azokat tengelyes kollinedcidékat, ahol a tengely kozonséges egye-
nes, a centrum pedig a tengelyre meroleges egyenesek kozds végtelen tdvoli pontja,
merdleges nyujtasnak nevezziik.

Meggondolhat6, hogy a merdleges nyujtasokat a t tengelyiik mellett
egy A # 0 szdm hatdrozza meg. Ekkor ugyanis minden P ¢ t pont esetén

| TP|
= A,
TP

ahol T a P pont t-re vett vetiilete, P’ pedig P képe, és |TP|, |TP'| el6jeles
tavolsagot jelol. Példaul, A = —1 esetén a szoébanforg6 affinitas a t-re vett
tengelyes tiikrozés.

2.5. Tétel. Adott ABCA és AgBoCo A hdromszogekhez létezik 1 merdleges nyiij-
tds, amelynek tengelye dtmegy C-n és amely az ABC/A-t egy AgBoCo/A\-hoz ha-
sonlé hdromszdogbe viszi.

Bizonyitds. Legyen « olyan hasonloségi transzformacio, amelyre a(Ag) =
A és a(By) = B, ennek létezésének bizonyitdsat az olvaséra bizzuk. De-
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finidljuk a C” = a(Cy) pontot és jeldlje k
azt a kort, amelynek a kozéppontja az AB
egyenesen van és tartalmazza C-t és C-t.
Jelolje D, P a k kor AB-n fekv6 atmérojé-
nek két végpontjat. Legyen (3 olyan ha-
sonlésédgi transzformacid, amely P-t fixen
hagyja és C’-t a C pontba viszi és tekint-
silkkaz A’ = B(A), B = B(B), D' = B(D)
pontokat. (Lasd a 9. &brat.) Ekkor nyil-
véan az A’B’CA hasonl6 az eredetileg adott
AOBOCOA-h62.

Mivel 3 oszt6viszonytartd, igy (PAB) =
(PA'B’) és (PAD) = (PA’D’), és a pérhu-
zamos szelOk tétele szerint AA’ || BB’ ||
DD’. A Thélész-kor miatt a PDC"A C"-
nél levd szoge derékszog, ezért a B mel-
letti képe is az: PCD’<¢ = 90°. Mésrészr6l a k Thalész-koére a PCD A-nek
is, azaz PCD< = 90°, tehat C € DD’ és DD’ L t. Ez viszont azt jelenti,
hogy az AA’, BB’ egyenesek szintén mer&legesek t-re.

Legyen 1 az a centralis-axidlis kollinedci6, melynek tengelye t, cent-
ruma a t-re meréleges egyenesek végtelen tdvoli pontja és amely A-t A’-be
viszi. Ekkor 1) merdleges nyujtas, amely 1étezése az 1.18 tételbdl kovetke-
zik. Ekkor a t-re mer6leges egyenesek 1 fixegyenesei és (PA) = PA/,
azaz \(B) = B’ és az ABCA 1) melletti képe az A’B'CA, amely hasonl6
az AgBoCyo/AA-hoz. [

9. dbra: Merdleges nytijtés

A késtbbi alkalmazhatdsdg szempontjabol a 2.5 tétel tovadbbi pontosi-
tasra szorul.

2.6. Lemma. Legyen  olyan t tengelyii, A ardnyil merdleges nyiijtds, amely az
ABC/\-etaz A'B'C/A\-be viszi. Legyen F a t-re C-ben dllitott merdleges, A = 1/A
és legqyen 1\ a f tengelytl, A ardnyii merdleges nyiljtds. Ekkor az A’B'CA és
A"B"CA = P(ABCA) hidromszigek hasonlok.

Bizonyitds. Az o = 1 o 1p~! kolline4cié nyilvan fixen hagyja a C pontot és a
t, I egyeneseket, és teljesiil a(A’B'CA) = A”B"CA. Elegendd tehat meg-
mutatni, hogy « hasonl6sagi B |t B”
transzformaci6é. A 1~ ! me- /\4"
r6leges nyujtas a t egyenesen ’ A

az identitds, a f-n pedig 1/A /

aranyu nyujtds. Hasonl6an, t
a 1 a Fn identitds, t-n pe- P < C
d- I 2 P Loy 2 A’ ,

ig A = 1/A ardnyu nyujtas. B

Ezek « szorzata tehat mind
t-n, mind pedig -n 1/A ara-

10. dbra: A nyujtasi ardny modositédsa
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nyd nyujtast hatdroz meg. Mivel « affin transzformécio, igy a parhuza-
mossag megtartdsa miatt nem lehet mas, mint a C kozéppontd, 1/A aré-
nyu centralis nyujtas. [

2.7. Allitas. Adott ABCA és AgBoColA hdromszogekhez létezik 1 merdleges
nyiijtds, melynek ardnya abszoliit értékben nagyobb 1-nél és amely az ABC /-t
eqy AoBoCoA-hoz hasonld hdromszogbe viszi.

Bizonyitds. Legyen 1 a 2.5 tétel szerint 1étez6 merdleges nytjtas. Ha A < 1,
akkor a 2.6 lemma szerint 1) egy minden szempontbdl megfelel6 merdle-
ges nyujtas. 0]

2.8. Tétel. Minden hdromszig alapii hasdbnak van olyan sikmetszete, amely ha-
sonlo egy elGre megadott hdromszoghoz.

Bizonyitds. Tekintstik a £ sikbeli ABCA és AgBoCo/A hdromszogeket és le-
gyen H az ABCA alapt egyenes hasab. A 2.7 4llit4s szerint létezik olyan
Z-beli 1p mer6leges nyujtds, melyre Y(ABCA) és AygByCoAA hasonlok, és
amelynek t tengelye dtmegy C-n, A ardnya pedig abszolat értékben na-
gyobb 1-nél. Ez azt jelenti, hogy a H A-t tartalmaz6 élén van olyan A;
pont, melyre |A1T4| = |(A)T 4|, ahol T4 az A mer&leges vetiilete f-n.

Legyen I' a t egyenes és az A; pont altal meghatarozott sik. Jeldlje
a; : L — T a H éleivel parhuzamos vetitést, és ap : ' — X a t Kkoriili
beforgatast. Ekkor ap o a1 a L sik olyan affin transzformadciéja, melynek ¢
tengelye, és amely A-ta ap(a1(A)) = ap(A1) = P(A) pontba viszi. Ez azt
jelenti, hogy o o ¢y = 1, azaz ay(ABCA) hasonlé AgByCoA-hoz. Azon-
ban definici6 szerint a; (ABCA) pontosan a H hasédb és a ' sik metszete.
O

2.9. Tétel (Pohlke-tétel — az axonometria alaptétele). Egy sikon tetszilege-
sen adott dltaldnos helyzetii O', A’, B/, C' pontokhoz létezik a térben olyan kocka,
melynek az O csiicsdbdl indulé OA, OB, OC éleinek pdrhuzamos vetiilete éppen
O'A’,0'B',0'C".

Bizonyitds. Valasszunk egy tetszdleges egység oldala kockét a térben, le-
gyen ennek OA, OB, OC az O cstcsdbdl indul6é harom éle. Nyilvan ele-
gendd megmutatni, hogy ezen csticsok valamely ¥ sikra vett parhuzamos
vetiilete egy O’ A’B’C’-hdz hasonlo alakzat.

Jelolje T illetve T’ az O, A, B, illetve O/, A/, B’ pontok éaltal megha-
tarozott sikot. Legyen C* € I'a C' € T' pont azon o : " — T egyér-
telmfien meghatarozott affin transzformacié melletti képe, melyre teljestil
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a(0') = O, a(A’) = A és a(B') = B. Legyen H az az OABA alapti ha-
sdb, amelynek az élei parhuzamosak a CC* egyenessel. A 2.8 tétel szerint
valamely X sik H-b6l O’ A’B’' A-hoz hasonl6 Oy A1 By AA-t metsz ki.

Jelolje B a teret Z-ra képez, CC*-al parhuzamos vetitést, ekkor 3(O) =
O1, B(A) = Ay, B(B) = By és 3(C) = 3(C*). Ez utébb pontot jeldlje C;.

Ay = Boa:T" — Ileképezés affin transzformacio. Teljestil tovdbba
Y(O'A'B'A) = 01A1B1A = O'A’B'A. Mivel egy affin transzformaciot
hdrom pontja egyértelmiien meghatarozza, azért y nem lehet mds, mint
egy hasonldségi transzformacié. Ez azt jelenti, hogy az O1A;B;C; alakzat
hasonl6 O’ A’B’C’-héz. Mivel O1A1B1C; az eredeti kocka négy csticsanak
parhuzamos vetiilete, a bizonyitast befejeztiik. [

2.3. Az Eckhart-féle eljaras

Az el6bbi fejezetben bizonyitott két alaptételbdl az is kovetkezik, hogy egy
targy egyetlen vettiletébdl, legyen az akdr kozéppontos, akdr parhuzamos,
viszonylag kevés ismeretet nyeriink a targy valodi alakjarél. Ezzel szem-
ben az él6vildgban kialakult kétszemes térlatas arra utal, hogy két vetiilet-
bl mar sokkal tobb informaciét tudunk lesz{irni. Ebben a fejezetben ezt
az elképzelést fejtjiik ki pontosan az axonometrikus dbrazolds esetében.

Az alabbi lemmaénak a megfogalmazasa bonyolultabb, mint a bizonyi-
tdsa, mégis érdemes kiilon megfogalmazni.

2.10. Lemma. Legyenek A1, By, Cy és Ay, By, Cy pontok eqy-egy egyenesen 1igy,
hogy (A1, B1,C1) = (Ay, By, Cp). Legyenek tovdbbd eq, ey eqymdst metszs egye-
nesek. Jelolje A* az Aq-en dtmend eq-el pdrhuzamos és az Ay-n dtmend ey-vel pdr-
huzamos egyenes metszéspontjdt. Ertelmezziik a B*, C* pontokat hasonléképpen.
Ekkor az A*, B*, C* pontok egy egyenesre esnek és (A*, B*,C*) = (A1, By, C1).

Bizonyitds. Legyen ¢ az A*B* egyenes. Jelolje C’ illetve C” a C1-en dtmend

e1-el parhuzamos, illetve a C;-n 4tmend
ex-vel parhuzamos egyenes g-vel vett Ay
metszéspontjat. A parhuzamos szel6k
tétele miatt (A*, B*,C’) = (A1, B1,Cq)
és (A*, B*, CH) = (Az, Bz, Cz) Mivel
(Al, Bl,Cl) = (Az, B,, Cz) és az osz-
toviszony egyértelmiien meghatarozza \

A

Cl R

cr=c'=C”
a harmadik pontot, kapjuk, hogy C" = /

I __
¢ =cn - 11. 4bra: Az Eckhart-féle eljras
. . _ egyenes- és osztc’éviszonﬁtarté )
2.11. Definicié. Adott a térben a T1 sik és az a1, 00 : R® — 11 egyenes- és
osztoviszonytartd leképezések. Adottak tovdbbd a T1-beli e1, e; metsz0 egyenesek.

Tetszoleges P térbeli ponthoz rendeljiik hozzd azt a P* € TI pontot, melyet a
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o (P)-n dtmend eq-el parhuzamos és a oy (P)-n dtmend ep-vel pdrhuzamos egye-
nesek metszéspontjaként kapunk. AzR> — TI, P s P* leképezést létesits eljdrdst
Eckhart-féle eljarasnak nevezziik.

Az Eckhart-féle eljarassal egy térbeli objektum két parhuzamos vetiile-
tébdl tetszbleges vetiilete el6allithato.

2.12. Tétel. Adott a térben a Tl stk és a my, mp : R3S — TT pdrhuzamos vetitések.
Legyen e tetszleges TI-t metszd térbeli eqyenes, ennek vetiiletei e; = 71 (e) és
e = m(e). Jelolje « az ezen leképezésekbil és egqyenesekbdl az Eckhart-féle el-
jardssal értelmezett R® — TI, P — P* leképezést. Ekkor o nem mds, mint az e
egyenes pdrhuzamossdgi osztdlya dltal meghatdrozott pdrhuzamos vetités T1-re.

Bizonyitds. Jelolje X1,X, a P, (P), P, illetve a P, mp(P), P* ponthdrma-
sok altal meghatarozott sikokat, és le-
gyen e = X1 N X;. Ekkor mindkét a
m(e*) = m(P)P* vetiilet parhuzamos

az e; egyenessel (i = 1,2), tehat e* par- 7 ’/"}e‘ Xﬂz*’
huzamos e-vel, ami azt jelenti, hogy P*
valéban a P e irdnyu vetiilete. U \ o /

Legyen A1, Ay az A térbeli alakzat két

parhuzamos vetiilete a TT sikra és le- 12. dbra: Ui vetiilet eléallitasa
gyen A* az ezekbdl az Eckhart-féle eljarassal megalkotott kép. Fontos kér-
dés, hogy mi torténik A*-al, ha az A; vagy A, képeket elmozditom a T1
sikban. A valasz az alkalmazott mozgatas tipusatol fiigg; a legegyszer{ibb
az az eset, amikor eltolasrdl van szo.

Tegytik fel példaul, hogy A;i-et eltolom a v vektorral. Vegyiik észre,
hogy ha v parhuzamos eq-el, akkor az A* kép nem véltozik. Ha pedig v
parhuzamos ey-vel, akkor A* is eltolédik v-vel. Altalanos esetben tehat
azt mondhatjuk, hogy A* a v’ vektorral tolodik el, ahol v’ a v vektor e;-vel
parhuzamos komponense. Kdvetkezik tovabba az aldbbi allitas.

2.13. Allitas. Legyen az A alakzat két parhuzamos vetiilete a 11 sikra Ay, Ao,
és legyenek A', Al ezek tetszGleges eltoltjai. Hozzuk létre az A* képet A} és
A}, felhaszndldsdval az Eckhart-féle eljdrds segitségével. Ekkor A* egybevdgo és
eqydlldsii az A egy jol meghatdrozott parhuzamos vetiiletével. O]

2.4. Illeszkedés-geometriai alkalmazasok

Az alédbbi tételek alapvetd fontossdgtiak a modern geometridban.

2.14. Tétel (Desargues-tétel). Legyen A1, Ay, A3 és By, By, B3 két dltaldnos
helyzetii ponthdrmas. Jelolje e; az A;B; egyeneseket és Qi az A;A; N B;B; met-
széspontot, ahol i, j, k € {1,2,3} kiilonboz6 szdmok. Ekkor az eq, e, e3 egyene-
sek akkor és csak akkor illeszkednek kizos pontra, ha a Q1, Qa, Qs pontok kolline-
drisak.
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Bizonyitds. Tegytik fel, hogy az A1By, AyBy és A3Bs egyenesek a ko-

:"‘ z0s P pontban metszik egymast. Jelolje
t az Q»Q3 egyenest. Az 1.18 tétel sze-
rint 1étezik olyan ¢ tengelyes kolline-
aci6, melynek tengelye t, centruma P
és melyre ¢(A;) = By. Mivel P cent-
rum, ezért az AyB, és A3B3 egyenesek
tixek; hasonlé okbodl Q, és Q3 fixpon-
tok. Ekkor viszont ¢(Az) = @(A1Q3 N
Asz) = B1Q3NAyBy = By és (p(A3) =
@(A1Q2 N A3B3) = B1Q2 N A3B3 = Bs.
Ebbdl koveztekzik, hogy ¢(AA3) =
By Bs. Mivel peidg minden tengely kol-
linedcidra igaz, hogy egy egyenes és a
képe a tengelyen metszik egymadst, igy
adodik Q3 € t.

13. 4bra: Desargues-tétel. Ezzel belattuk a ,csak akkor” allitast.
Mivel ennek dudlisa pontosan a forditott irdny, igy a tételt bebizonytot-
tuk. ]

2.15. Tétel (Pappusz-tétel). Legyenek A1, Ay, A3 illetve By, By, B3 az e illetve
f egyenes kiilonbiz pontjai. Jelolje Qx az A;B; N A;B; metszéspontot. Ekkor az
Q1, Q2, Q3 pontok egy egyenesre illeszkednek.

14. abra. Pappusz-tétel.

Bizonyitds. A 2.1 allitas szerint egy megfelel6 kolline4cié alkalmazdasa-
val elérhetjuk, hogy a Q1, Q2 pontok végtelen tavoli pontokban keriilje-
nek. Az kell ekkor megmuttni, hogy Qs képe is végtelen tavoli lesz, azaz
A1B; || A2By. Mivel A1Bs || A3By és AyBs||AsB;, a parhuzamos szel6k

tétele szerint
|IDA>|  |DBs| |IDA3|  |DB]

|IDA3|  |DBy|’ |IDA;|  |DBs|’

18



A megfelel6 oldalakat 6sszeszorozva ad6dik

[DAy| _ |DBy
|DAz|  |DByf’

vagyis a parhuzamos szel6k tételének megforditdsa miatt csakugyan A1 By ||
AyBj. O

A Desargues- és Pappusz-tétel fontos tualjdonsdga, hogy pontok és
egyenesek illeszkedésén kiviil méds fogalmakat nem haszndl. Ezért aztan
természetes a kérdés, hogy levezethet6k-e ezek kozvetleniil a projektiv sik
illeszkedési tulajdonsagaibol (axiémékbol). Erre a valasz mindkét esetben
nem, azaz megadhat6é pontoknak és egyeneseknek olyan absztrakt illesz-
kedési rendszere, melyben a projektiv illeszkedési axiomat teljestilnek, de
sem Desargues sem Pappusz tétele nem igaz. A legegyszer{ibb ilyen a
Moulton-féle sik.

A Moulton-sik ponthalmaza a kozonséges sikhoz hasonldéan R x R.
Az ,egyeneseket” egyszertien ponthalmazként értelmezziik, és az olva-
sora bizzuk annak meggondoldsat, hogy ezek kielégitik a kozonséges sik
illeszkedési axiémadit. Nos, az egyenesek harom osztalyba sorolhatdk:

1. {(x,mx+Db) | x € R}, ahol m < 0 és b tetszdleges.
2. {(c,y) | y € R}, ahol ¢ tetszbleges.

3. {(x,mx+0b) | x < 0}U{(x,2mx+0b) | x > 0}, ahol m > 0ésb
tetszbleges.

Lathato6, hogy az 1. és 2. tipustl egyenesek a kdzonséges sik negativ
meredekségti, illetve fliggbleges egyenesei.
A 3. tipusa egyenesek olyan pozitiv mere-
>0 dekségtli egyenesek, melyek az y-tengelynél

YN Y=2mX+b

Y=W ¢, megtornek”.
Az is konnyen meggondolhat6, hogy a Moul-
X ton-sikon sem Desargues sem pedig Pappusz
\ tétele nem teljesiil, hiszen ha tgy vessziik fel
Y=mX+b, m<0 az adott konfigurdciét, hogy csak egyetlen
15. 4bra: A Moulton-sik egyene- pontja essék az y-tengelytdl balra, és az ebbe
sel futé 3 kozonséges egyenes koziil 2 meredek-
séges negativ, egy pedig pozitiv, akkor a hdrom Moulton-féle egyenes nem
fog kozos pontra illeszkedni.

 /

Masrészr6l azonban meggondolhatjuk, hogy a Desargues-tétel bizo-
nyitasdban csak a tengelyes kollinedciok létezését garantal6 1.18 tételt hasz-
néltuk fel, amit térbeli vetitgetésekkel bizonyitottunk. Ebb6l kovetkezik,
hogy Desargues tétele bizonyithaté pusztan a térbeli projektiv illeszkedési
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axiomdkbol. Ugyanez nem modhaté el a Pappusz-tételre, azaz létezik pon-
toknak, egyeneseknek és sikoknak olyan absztrakt illeszkedési rendszere,
mely a kozonséges projektiv térhez hasonld, de a sikjaiban nem teljestil
a Pappusz-tétel. Ilyen rendszer megadasa mar bonyolultabb algebrai is-
mereteket kovetel meg, ezért erre nem tériink ki, csak a klasszikus példa
nevét kozoljiik: ez az oktdvok sikja.

Végezetiil megemlitjiik, hogy a Desargues-tétel bebizonyithat6 koz-
vetleniil a Pappusz-tétel felhasznalasaval, azaz ha egy absztrakt illesz-
kedési rendszer Pappusz-féle, vagyis teljesiil benne Pappusz tétele, akkor
Desargues-féle is egyben, azaz teljesiil benne a Desargues-tétel.

3. Bézier-gorbék

3.1. Osszetett Bézier-gorbék

3.1. Definici6. Ha az n x n-es A = (a;;) mdtrix elemeire mindeni =1,...,n
esetén fenndll

|aii| > laip| + -+ laiioa] + @i + -+ [ainl,
akkor az A mdtrixot diagondlisan dominansnak nevezziik.

3.2. Lemma (Domindns matrixok tétele). Ha az A midtrix diagondlisan do-
mindns, akkor det(A) # 0 és A invertdilhaté.

uy = 1 up = 1.5
rd ri4
o8 r1.2
Kl
r0.6
ro8
Lo.a £0.6
ro.4
ro.2
r0.2
B I ety ) AN S et T T e N N
1 0.6 0.20.40.60.871 1 0.6 -0.2 0.40.60.871 15758 oA 07040608 1

16. abra. Osszetett Bézier-gorbék 1y = 0 < uy < up = 2 beosztassal.

3.3. Tétel (2.3.5. Tétel). Tetszllegesen adott p, ..., p, csomdpontokhoz, ty, t,
vektorokhoz és uy < --- < uy, toréspontokhoz pontosan egy olyan S(t) ko-
bis Osszetett Bézier-gorbe létezik, amely kétszer folytonosan differencidlhato és
amelyre S(u;) = p; (i=0,...,n), S (ug) = to, S'(uo) = t, teljesiil.
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Bizonyitds. Legyen a keresett S(t) Osszetett Bézier-gorbe i-dik részgorbéje
Si(t), ennek kontrollpontjai legyenek p;, q;", 9:+1, Piy1- Ezen kobos Bézier-
gorbék végpontjaiban az els6 és masodik kétoldali derivéltak is egybe kell
essenek. A A; = u; 1 — u; jeloléssel ezt az alabbi egyenletek fejezik ki.

Jr —
do — Po Pn — 4y
tg=310 70 4 —3fn_dn 1
0 AO n An—l ()
— +
Pi—4, 9, — Pi ;
3ot o= g4 Fi i=1,...,n—1, )
Ai A;
t o _2g7 —p. . —2gt — g~
6 qz—l 2‘]1 pz — 6 pz qzz qz—l—l/ - 1/ n— 1. (3)
Ai—1 Ai

Az (1) egyenl6ségb0l kozvetleniil adédik g4 és q,,. A maradék 2(n — 1)
egyenletet atrendezhetjiik tgy, hogy a 2(n — 1) ismeretlen qf,..., 4> ,
egy oldalra kertiljon.

Aigi + A7 = (Ai+AiL)p; (4)
APq +207 1qf =287 — AT g7, = (AT —ADp. ()

Ez egy szabdlyos linedris egyenletrendszer, melynek egyiitthat6ibol alko-

tott métrix M = ( é g ) alakt. Meg kell mutatnunk, hogy det(M) #

0, hiszen ekkor az egyenletrendszernek egyetlen megoldésa van, ami egy,
a feltételeinket kielégit6, egyértelmiien meghatarozott osszetett Bézier-gor-
bének felel meg.

Az A, B,C, D matrix elemeire

aij = 6jjAi-1, bij = 8ijA;
Cij = 51',j_|_1A12 + 251’]'Ai271’ dl] = _51',]'—1Ai271 — 25ijAz'2

adodik. Mivel A és B diagonalisak, ezért felcserélhetdk, és igy érvényes
két martix szorzatdra vonatkoz6

A B A7l —-B\ _ I 0
(C D)( 0 A >_(CA‘1 DA—CB)
azonossdg. A determindnsok szorzastétele szerint tehat
det(M) = det(DA — CB).
Legyen E = DA — CB, ekkor az E matrix elemeire

ejj = di]'A]'_l —CijAj = —Al'_lAiz(Z(Si]’ + 5i,j+1) — A?flAi(Zéi]’ + 51"]'_1).
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Ez azt jelenti, hogy az E matrix i-dik sora
(00,0, =A2 | A, =20 1 A(Ai_1 + A}), —Ai_1A2,0,...),

ahol a nullatdl kiillonboz6 elemek az (i — 1)-dik, i-dik és (i + 1)-dik po-
zici6ban vannak. Lathat6, hogy E minden eleme szigortian negativ és E
diagonalisan dominéns, azaz det(E) # 0. [

3.2. Racionalis Bézier-gorbék

3.4. Definicié. A p,, ..., p, kontrollpontokhoz és wy, ..., w, stlyokhoz
tartozo raciondlis Bézier-gorbe alatt a [0, 1] intervallumon értelemezett

_ YlLowipBl(t)
) = 5w ()

gorbét értjiik. Az n szdmot a raciondlis Bézier-gorbe rangjanak nevezziik.

VIGYAZAT, az elnevezés félreértést okozhat! A racionélis Bézier-gorbék
csalddja tagabb a Bézier-gorbék csalddjandl. Konnyt meggondolni, hogy
konstans sulyozds, azaz wy = - - - = w, esetén ¢(t) pontosan a py, ..., p,
kontrollpontok éltal meghatarozott Bézier-gorbe. (Hiszen 3 ; B (t) = 1.)
Masik fontos észrevétel, hogy n-edrangt raciondlis Bézier-gorbeként

. fi(t)

pontosan azok a (tér)gorbék allnak el6, melyek koordinatafiiggvényei 0
0
alakuak, ahol fy(t), fi(t) legfeljebb n-edfoka polinomok.

3.1. Példa. A p, = (0,0), p; = (1,0), p, = (2,2) kontrollpontok és az
wy =1, w; = 2, wp = 1sualyok a (0,1) kdozéppontt, 1 sugara K kor
negyed korcikkét hatdrozzak meg.

Bizonyitds. Szdmolassal adodik, hogy a fenti értékek a

o(t) = 2t 2#2
A\ 241
gorbét hatarozzak meg, ami valéban a K kort paraméterezi. [

3.5. Tétel (A racionilis Bézier-gorbék projektiv invarianciaja). Legyen c(t)
apy, -, p, kontrollpontok és wy, ..., wy silyok dltal meghatdrozott raciondlis
Bézier-gorbe és tekintsiik a

- Ax+Db
@ u0x+b0

tortlinedris leképezést. Ekkor a d(t) = ¢(c(t)) gorbe a p; = ¢(p;) kontrollpon-
tok és w! = w;(aop; + bo) siilyok (i = 0, ..., n) dltal meghatdrozott raciondlis
Bézier-gorbe.
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Bizonyitds. Val6ban, egyszer{i szdmoldssal adodik

o(c(t))

Ezt akartuk belatni.
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Ac(t)+b

aoc(t) + bo

YiwiAp;BI'(t) = 3;w;Bl(t) b
y; w;Bl'(t) y; w;Bl(t)

Siwiaop;Bi'(t) | FiwiBf(t)
i w;B(t) S wBI(t)

Siwi(Ap; +b)BI(t)

Y wi(aop; +bo)B! (t)

Y w;p;B}(t)

YiwiBl(t)



