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Bevezetés

A geometridnak hagyomédnyosan két kiilonb6z6 megkozelitésmodja isme-
retes: a szintetikus és az analitikus megkozelités. A szintetikus felépitésben
alapfogalmak és axiomdk egy rendszerébdl indulunk ki és ezekbdl épitjiik
fel a bonyolultabb fogalmakat és allitdsokat. Ebben a megkozelitésben a
koordindtarendszer bevezetését dltalaban hosszadalmas technikai megfon-
tolasok el6zik meg, mivel sok esetben az egyszertien megfogalmazott ge-
ometriai tulajdonsdg nagyon Osszetett algebrai rendszert rejt magaba. Az
ilyen kérdésekkel kapcsolatos matematikai kutatdsok a geometria alapjai ci-
met viselik.

Ezzel szemben az analitikus targyalasban a koordinadtarendszert eleve
adottnak tételezziik fel, és ennek segitségével definidljuk a kiilonb6z6 fo-
galmakat. Ez az ut latszolag konnyebb az el6z6nél, azonban itt is akad
egy legy6zend akadély. Ugyanis a koordinatarendszer segitségével de-
tinidlt fogalmak esetén mindig szem el6tt kell tartanunk azt, hogy az iga-
zan geometriai fogalmak nem fiigghetnek a koordindtarendszer specidlis
megvalasztasatol (invaridnsok). Ekkor persze azt is pontosan jelezni kell,
hogy milyen koordinatarendszert hasznalunk, hiszen kiilonb6z6 koordi-
natarendszerek esetén az invarians fogalmak osztalya is mer&ben kiilon-
bo6z6 lehet.

Ennek a jegyzetnek a célja olyan geometriai ismeretek dsszefoglalasa,
amelyek egyardnt haszndlhatok a geometria fels6bb targyaldsaban és az
alkalmazott geometria, els6sorban a szamitégépes geometriai dbrazolds
teriiletén is. Ezért megkozelitésiink alapvet&en analitikus lesz.



1. fejezet

Az euklidészi sik transzformacioi

1.1. Linearis algebrai alapismeretek

Ebben a fejezetben a vektorok témakorének minimalis alapismereteit gyfij-
tottiik 0ssze, amelyek a sik- és térgeometriai megfontoldsokhoz nehezen
nélkiilozhetdk.

AzR" = {(x1,..., %) | x; € R} valos szdm n-esek halmaza vektorteret
alkot a komponensenkénti

(xll---/xi’l) + (yll---/yn) = (xl +y1/---1xn+yn)
Osszeadas és a valos szamokkal (skaldrokkal) valo
Ax1, .., xn) = (Axq, ..., Axy), AeR

szorzas miiveleteire nézve. Ezen halmaz elemeit n-dimenziés vektorok-
nak nevezziikk. Havq,...,0,, € R" éscq,...,cn € R, akkor

11+ ...+ cpom € R

szintén vektor, ezta vy, ..., v, vektorok linearis kombinaciéjanak hivjuk.
A lineéris kombindci6 trivialis, hacy = ... =¢;, = 0. Avq,...,0, € R?
vektorok linedrisan fiigg6k, haa O = (0, ...,0) nullvektor el4ll, mint a
v1,..., 0y vektorok nem-trivialis linearis kombinacidja. Konny@ meggon-
dolni, hogy ez ekvivalens azzal, hogy a szébanforgé m vektor egyike el6all
a tobbi linedris kombindcidjaként. Ebbdl ad6dik, hogy két vektor akkor és
csak akkor linedrisan fiigg6, ha az egyik a masik skaldrszorosa.

Igaz tovédbba, hogy ha az uy, ..., u; vektorok mindegyike a v1,..., vy
vektorok linedris kombindcidja, akkor az u;-k linedris kombin&cidja el64ll,
mint az eredeti v -k linedris kombinacigja.

Hagyomanyosan az R" halmaz elemeit sorvektorokként jelenitjiik meg,
természetesen megallapodads szerint ezek helyett hasznalhatunk oszlopvek-
torokat is. A fent definialt fogalmak valtoztatds nélkiil alkalmazhatok osz-
lopvektorok esetén is.
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Azt mondjuk, hogy az f : R" — R™ leképezés linedris, ha f(u +v) =
f(u) + f(v) és f(Av) = Af(v) teljesiil minden u, v € R" vektorra és A € R
skalarra. Ismert, hogy minden lineéris f : R" — R" leképezés

. / !
4
fo(xg, oo xn) = (x7,-..,%,)

alaku, ahol
/
X1 = a11x1 +apxy+ ... a1xXn,
/
xz = a21X1 + ar»X» + ... A2y Xy,

(1.1)
!
Xy = ap1X1 + apXo + ... AppXy.
Az
ailr a2 - ain
a1 dzp - Ay
A= (ai]-) =

an1 Gp2 - Oun

n x n-es matrixot az f leképezés matrixdnak nevezziik. Ha g : R" — R"
linedris leképezés matrixa

bi1 b -+ by
byr by --- by

B = (b;j) = . "
bnl bn2 e bnn

akkoraz fog:R" = R", v — f(g(v)) leképezés szintén linedris, és a

€11 €12 -+ Cin
Cx1 Cp2 -+ C2p

C - . ’
Cnl Cn2 - Cun

matrixdra teljestil ¢;; = aj1b1j + ... + aiybyj. Az igy meghatdrozott C mat-
rixot az A és B matrixszorzatinak nevezziik és C = AB-vel jeliiljik. A
leképezések szorzatdnak asszociativ tulajdonsdgébol kovetkezik a métrix-
szorzas asszociativitdsa. Az identikus leképezés matrixa az

171:

egységmatrix. Minden n X n-es A métrixra teljestil 1,A = A1, = A.
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A maétrixszorzat definiciéjabol még egy fontos észrevételt tudunk le-
szlirni: Az A és B matrixok AB szorzatdnak sorvektorai a B métrix so-
rainak linedris kombindci6i. Hasonl6éan, a szorzat oszlopvektorai az A
oszlopainak linedris kombin4ci6i.

Az A métrix determindnsa a

det(A) = Z Sgn(o-) alo(l) e ano(n) eR

OESy,
val6s szdm, ahol S, az {1,...,n} halmaz permutaciéinak halmaza, az
sgn(o) pedig 1 vagy —1 attdl fiiggten, hogy a o péros vagy paratlan per-
mutdacid. Azn = 2 és n = 3 esetekben
det(A) = dq1422 — 412421

illetve

det(A) = a11a20a33—a1123a324+a12a23031 —A12021033+A013021 432 — 11322431 -
A determindnsok szorzastétele szerint az n x n-es A, B matrixok esetén
det(AB) = det(A) det(B).

Az A matrix adjungaltjanak nevezziik, és A2%-al jeloljiik azt az n x n-
es, nem csupa nullabol 4116 matrixot, amelyre teljesiil

AAM = A A = det(A) 1,.

Ismert, hogy az adjungalt matrix mindig létezik, és abban az esetben, ha
a matrix determindnsa nem nulla, egyetlen ilyen matrix van. Az n = 2 és
n = 3 esetekben

Aadi — ( A2 —012 ) (1.2)
—daz; a1
illetve
) Appa33 — Ax3A43)  —A12433 + A13A32  A12423 — 413422
A = | —ayiazs +aszaz  apas —agzas —apaxp +apan | (1.3)
ap1a3p — Ax2Aa31  —Aa11as + 412431 1142 — 412421

Ha det(A) #0, akkor az A~! = det(A)~! A2Y matrixra teljestil AA~! =
A1A = 1,. Az A~! matrixot az A inverz méatrixanak nevezziik. Ha
det(A) = 0, akkor nem létezik inverze, hiszen det(AB) =det(A) det(B) =
0 minden B-re, amig det(1,) = 1.

Tekintsiik az A métrix elemeibdl képzett n egyenletbdl all6, n ismeret-
lenes homogén linearis egyenletrendszert:

a11 X1 +apXo +...a1, X, =0,

a1 X1+ anXo+...a,,X,, =0,
'21 1 2242 2n&n (1.4)

aanl + aanz +...0,, X, = 0.
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Ennek mindig van megoldédsa, nevezetesen 0 = (0,...,0), ezt nevezziik
a trividlis megolddsnak. Nem-trividlis megolddas létezése definici6 sze-
rint pontosan azt jelenti, hogy az egyenletrendszert meghatarozé A matrix
oszlopvektorai linedrisan fliggok.

A nem-trivialis megolddsok megkeresése az ismert Gauss-féle elimi-
ndcids eljarassal torténik, amikor is az egyenletek linedris kombindci6it
képezve alakitjuk azt 4t. Az (1.4) egyenletrendszernek pontosan akkor van
nem-trividlis megoldésa, ha az 4talakitassal csokkenteni tudjuk az egyen-
letek szamat, azaz az (1.4) egyik egyenlete kifejezhet6 a tobbi linedris kom-
bindcidjaként. Ez nyilvan ekvivalens azzal, hogy az A matrix sorai lineé-
risan fliggok.

Ezeket 0sszefoglalva kimondjuk az alabbi tételt.

1.1. Tétel (Cramer-szabaly). Legyen A n X n-es mdtrix és tekintsiik a hozzd
tartozo n egyenletbol dllo, n ismeretlenes (1.4) homogén linedris egyenletrend-
szert. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek:

(i) Az egyenletrendszernek létezik nem-trividlis megolddsa.
(ii) Az A mdtrix sorai linedrisan fiiggok.

(iii) Az A madtrix oszlopai linedrisan fiiggok.

(iv) det(A) =0.

Bizonyitds. Az (i), (ii) és (iii) pontok ekvivalencidjat a tétel kimondasa
el6tt meggondoltuk. Tegyiik fel, hogy det(A) = 0 és tekintsiik az A métrix
Aadj adjungaltjat, erre fennéll A2 A = 0. Mivel A2Y nem nullmatrix, és
tudjuk, hogy a matrixszorzat sorai A sorainak linearis kombin&ciéi, ezért
azt latjuk, hogy A sorainak egy linearis kombinacidja kiadja a nullvektort,
vagyis A sorvektorai linedrisan fiiggdk. Eszerint (iv) = (ii).

Tegyiik végiil fel, hogy det(A) # 0, azaz A invertdlhaté. Ez egyenér-
tékii azzal, hogy az A altal meghatarozott f : R* — R" linedris leképezés
invertdlhat6. (Az f inverze az a linedris leképezés, amelyet A~! hatdroz
meg.) Mivel tehét f bijektiv és f(0) = 0, ezért x # 0 esetén f(x) # 0. Az f
definicidjanak és az (1.4) az 6sszehasonlitdsa alapjan ez azt jelenti, hogy az
egyenletrendszernek nincs nem-trividlis megolddsa. Ezzel belattuk, hogy
(i) = (iv). O

1.2. Az euklidészi sik

Altaldnos értelemben siknak neveziink minden olyan (P, €, I) halmazhér-
mast, ahol I egy P U £-n értelmezett szimmetrikus relacié. P elemeit pon-
toknak, £ elemeit egyeneseknek hiviuk, P € P, e € &£ elemre Ple esetén azt
mondjuk, hogy a P pont illeszkedik az e egyenesre. Bevett szokds, hogy



8 1. FEJEZET. AZ EUKLIDESZI SIK TRANSZFORMACIOI

az egyeneseket azonositjuk a rdjuk illeszked6 pontok halmazaval. Ekkor
Ple esetén azt is mondjuk, hogy e tartalmazza P-t, valamint beszéliink két
egyenes metszetérol, stb.

1.2. Definicié. Az euklidészisik P ponthalmaza a valds szampdrok R x R hal-
maza. Az egyeneseket mint az aX + bY + ¢ = 0 alakii egyenletek megolddshal-
mazait tekintjiik:

£:aX +bY +c=0, £={(x,y) € R’ | ax + by +c = 0}.

Az 1 illeszkedési reldciot természetes modon, azaz a tartalmazds feltételével értel-
mezziik. A P1(x1,Y1) és Po(x2, y2) pontok tavolsaga alatt a

d(Py, ) = \/(xl —x2)% + (y1 = y2)?
valds szdmot értjiik.

Megjegyzés. A tavolsagtiiggvény fenti definicidja azt jelenti, hogy az euk-
lidészi sikon adottnak tekintett koordindtarendszer Descartes-féle derékszo-
gl koordindtarendszer.

Amikor az aX + bY + ¢ = 0 alaku egyenletekr&l beszéliink, akkor fel-
tételezziik, hogy az adott egyenlet nem-trividlis, azaz az a és b szamok nem
lehetnek egyszerre nulldk. Ellenkez6 esetben ugyanis az egyenlet meg-
oldashalmaza vagy az iires halmaz (ha ¢ # 0), vagy a teljes R x R (ha
¢ = 0). Ezen ponthalmazokat természetesen nem tekintjiik egyeneseknek.
Tovébba az aX + bY +c¢ = 0és a’X + V'Y + ¢’ = 0 egyenleteket nem te-
kintjiik kiillonboz6knek, ha létezik egy A # 0 valds szam, amelyre a’ = Aa,
b' = Ab és ¢’ = Ac teljestil.

1.3. Definicié. Az (a,b) vektort az £ : aX + bY 4+ ¢ = 0 egyenes normal-
vektoranak nevezziik. Ha b # 0, akkor m = —a/b, t = —c/b vdlasztdssal ¢
egyenlete Y = mX + t alakra hozhaté; ekkor m-et az £ meredekségének, t-t az
¢ tengelymetszetének nevezziik.

Az egyenesek egyenletének Y = mX 4 t alakti megadasanak elénye,
hogy az m és t szdmok szemléletes informdciét tartalmaznak az egyenes
koordindtarendszerben felvett helyzetér6l. Masik elény, hogy az egyenlet
megaddsa egyértelm{i. Héatranyosnak mondhatjuk azonban, hogy az y-
tengellyel parhuzamos egyenesek nem adhatok meg ilyen alakban; ezek-
nél a X = k format szoktuk hasznélni.

A tovabbiakban mindkétféle megaddst haszndljuk, attél fliggéen, hogy
az adott esetben melyik egyszertibb szdmunkra.

Definici6 szerint a sik minden pontja meghatdroz egy kétdimenzits
vektort, ezt a pont helyvektordnak is mondjuk. Adott Py(x1,y1), Pa(x2, ¥2)
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pontok esetén az (x — x1,y» — y1) vektort a Py-b8l Py-be mutaté vektornak
nevezziik és P; P,-vel jeloljiik.

A kovetkezd lemma bizonyitasa trividlis.

1.4. Lemma. Legyenek a és b valds szdmok és tegyiik fel, hogy nem mindkettd
nulla. Ekkor az aX + bY = 0 egyenlet minden megolddsa (—Ab, Aa), A € R
alakai. O

Egy Descartes-féle derékszogii koordinatarendszerben a P(x, y) pont
orig6 koriili +90 fokos elforgatottja P'(—y, x). Tehdt az (x, y), (x', y') vek-
torok pontosan akkor mertlegesek egymasra, ha (x/,y') = A(—y, x) telje-
siil valamely A valds szdmra. Az 1.4 lemma szerint ez pontosan megfelel
az xx' + yy' = 0 egyenl6ség teljestilésének.

Két egyenes pdrhuzamos, ha megegyeznek vagy diszjunktak. Ismert,
hogy ez azzal ekvivalens, hogy a meredekségeik megegyeznek, illetve,
hogy a normélvektoraik egymads skaldrszorosai. Ez utébbit meggondol-
juk adott ¢1 : ;X +b1Y +c1 = 0és ¥y : apX + byY 4+ ¢ = 0 egyenesek
esetén. A két egyenes metszete nyilvan az

mX+b1Y+c1=0
HX+bY~+c=0

egyenletrendszer megolddshalmaza, amely atalakithat6 az

(ﬂlbz - ﬂzbl)X 4+ c1by —cob1 =0
(ﬂlbz — azbl)Y + a1 —c1ap =0

egyenletrendszerré. Ha a1by —ayby # 0, akkor ez utébbi megoldasa egyér-
telm, azaz a két egyenesnek egyetlen kozos pontja van. Tegyiik most fel,
hogy a1by — aby = 0, az 1.4 lemma szerint ekkor (a,by) = A(ay,bq) all
fenn valamely A valés szamra, ahol rdaddsul A # 0. Ez pontosan azt je-
lenti, hogy a két egyenes normdlvektora egymds skaldrszorosa. Ebben az
esetben vagy teljesiil Ac; = ¢y, és ekkor ¢; = £, vagy nem, amikor pedig
1Nty =0.

A normélvektor fontos tulajdonsdga, hogy merdleges az egyenes irdny-

vektoraira; igy nevezziik az egyenes két kiilonb6zd P, P, pontja altal meg-
>

hatdrozott P; P, vektorokat. Ha az egyenes egyenlete £ : aX +bY +c¢ =
0, a pontok koordinatai pedig (x1,y1) és (x1,y2), akkor PP, = (x; —
x1,Yy2 — y1) teljestl a(xy — x1) + b(y2 — y1) = 0. Ez azt jelenti, hogy
(xo — x1,¥2 — y1) = A(—D,a), azaz az egyenes irdnyvektorai mind egy-
mas skalarszorosai.
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1.3. Egyenesek megadasa

Jol ismert tény, hogy két kiilonb6zé pont meghatdroz egy egyenest. Va-
16ban, ha adott két kiilonbozd Py (x1,y1) és Po(x2,y2) pont, akkor (y1 —
y2)X — (x1 — x2)Y + x1y2 — x211 = 0 egy mindkettSt tartalmazé egye-
nes egyenlete. Ez az egyenes egyértelm{ien meghatarozott, hiszen mint
lattuk, két kiilonb6z6 egyenesnek nem lehet egynél tobb kdzos pontja. A
most felirt egyenlet lehet6séget nyujt arra is, hogy képletet adjunk annak
eldontésére, hogy a Pi(x1, y1), P2(x2, y2), P3(x3, y3) pontok egy egyenesre
illeszkednek-e. Azt kell ugyanis leellen6rizni, hogy P; rajta van-e a P1 P
egyenesen, azaz teljesiil-e az

(y1 —y2)x3 — (x1 — x2)y3 + X192 — x2y1 =0

egyenl6ség. Ez

(x2 —x1)(y3 —y1) — (x3 —x1)(y2 —y1) = 0 (15)

alakra hozhat6. Az egy egyenesre illeszkedd pontokat kollinedrisnak is
mondjuk.

1.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy a nem kollinedris Py(x1,y1), Pa(x2,y2) és
P3(x3, y3) ponthdrmas pozitiv, illetve negativ irdnyitasu, ha az (xo — x1)(y3 —
y1) — (x3 — x1)(y2 — y1) szdm értéke pozitiv, illetve negativ.

1.6. Definici6é. Legyen Py(x1,y1), Pa(x2,y2) és P3(x3,ys3) hdrom kiilonbozd

kollinedris pontot. A hdrom pont (PyP>Ps) osztoviszonyanak nevezziik azt a
P DD
A valds szdmot, amelyre teljesiil Py P3 = AP3P,.

A definiciébél adddik, hogy A = (P1P,P3) # 0, —1, és a pontok hely-
vektoraira

1 A
(x3,y3) = m(mw) +3 n A(le y2) (1.6)

teljesiil. Azt mondjuk, hogy P; és P, kozrefogjik P3-t, ha A > 0. Ekkor p =

T vélasztassal 0 < p < 1és (x3,y3) = (1 — p)(x1,y1) + u(x2, y2) 4ll
u

fenn. Forditva, az utbbi egyenletbdl az osztéviszonyra (PP, P3) = T4
adodik.

Ha P, = D3, akkor az osztéviszony definicidja nem értelmes. Ha P; =
b, illetve P; = P3, akkor az osztéviszonyt tekinthetjiikk —1-nek illetve 0-
nak. Az (1.6) egyenlet szerint két pont és az osztoviszony értéke egyértel-
miien meghatdrozza a harmadik pontot.
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Héarom pont kollinearitasét illetve az osztéviszony fogalmat a tavol-
sagfliggvény segitségével is leirhatjuk. A tavolsagfiiggvény jol ismert tu-
lajdonsaga ugyanis a hdromszog-egyenlotlenség: barmely harom Py, P, P;
pont esetén fenndll

d(Py, Py) + d(P,, P3) > d(Py, P3),

ahol az egyenl6ség csak akkor teljestil, ha Py, P, és Ps elfajulé hdromszoget
alkotnak, azaz kollinearisak. Pontosabban az egyenl6ség sziikséges és ele-
gendo feltétele az, hogy a Py és P5; pontok kozrefogjak P»-t. Elmondhatjuk
tehat, hogy harom pont akkor és csak akkor kollinearis, ha 6ket megfe-
lels sorrendben a hdromszog-egyenl6tlenségbe helyettesitve egyenléséget
kapunk. A sorrend meghatdrozza a pontok kozrefogasat.

—
A A = (P P,P3) osztéviszonyra az Py P3 = AP; P, definici6 szerint

_ d(Py, Bs)
A =G0,
3, 2)

teljestil, A eljelét pedig az alapjan hatdrozhatjuk meg, hogy P; és P, kdzre-
fogjak-e P3-t vagy sem.

Megjegyzés. Egyes geometria konyvekben taldlkozhatunk a kozrefogas
és az osztoviszony fogalmédnak a tdvolsagfliggvényre alapul6é bevezeté-
sével. Vegyiik észre, hogy a mi megkozelitésiinkben mind az egyenesek
illeszkedési tulajdonsdgai, mind pedig az osztéviszony tisztan linedris al-
gebrai modszerekkel keriilt bevezetésre, azaz olyanokkal, ahol a meggon-
dolasok csak els6foku egyenletekre és azok megolddsaira timaszkodnak.

Szemléletiink szerint nyilvanval6 tény, hogy minden egyenes ponthal-
maza bijektiv médon megfeleltethet6 a valés szamok R halmazanak. Egy
r : R — £ bijekciét altaldban mint egy r : R — R? injektiv leképezéseket
adunk meg, amelyre #(R) = £. Azr : R — R? leképezés pedig két koor-
dindtafiigguény segitségével, r(t) = (x(t), y(t)) alakban &llithat6 el6, ahol
x,y : R —= R egyvaltozos valds fliggvények.

1.7. Definicié. Az ¢ eqyenes paraméterezése alatt eqy R és £ kozott fenndllo
bijekciot értiink. A paraméterezést linedrisnak nevezziik, ha a koordindtafiiggué-
nyei elsbfokiiak.

Legyen P;(x1,y1) és Pa(x2, y2) az £ egyenes két kiilonb6z6 pontja. Az (1.6)
egyenl6ségbdl adodik, hogy

r(t) = ((x2 = x1)t +x1, (y2 = y1)t + 1)
az ¢ egy linedris paraméterezése. Valéban, #(0) = Py, r(1) = P ést #

0,1 esetén r(t) az £-nek azon P5 pontja, melyre teljesiil (P;P,P3) = =7
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Vegyiik észre, hogy a koordinatafiiggvények t-ben linedrisak; a linedris

tagok egytitthat6 a Pl—P; vektort, a konstans tagok a P; pont helyvektorat
adjak vissza. Forditva, legyen r(t) = (uit + up, v1t + v3) az £ egy lineéris
paraméterezése. Ekkor az £ P; = r(0) és P, = r(1) két pontjabdl a fenti
modon szarmaztatott paraméterezés pontosan r.

Tekintsiink most egy r(t) = (u1t + up, v1t + vp) linedris koordinata-
fliggvényekkel adott R — R? leképezést. Ha u; és vy egyszerre nulldk,
akkor r konstans és a képhalmaza egyetlen pont. Ha u; és v nem egy-
szerre nullak, akkor r pontosana £ : v1X — u1Y + u1v3 — upv; = 0 egyenes
parameéterezése.

Ezeket a tulajdonsagokat az aldbbi allitdsban foglaljuk dssze.

1.8. Allitds. Minden egyenes végtelen sokféleképpen paraméterezhetd. Pontosab-
ban, egy adott egyenes linedris paraméterezései bijekcioba dllithaték az egyenes
kiilonbozé pontjaibdl dllo rendezett pdrok halmazdval. Minden nem-konstans li-
nedris R — R? leképezés egy egyértelmiien meghatdrozott eqyenes linedris para-
meéterezése.

Egy egyenesnek léteznek természetesen nem-linedris paraméterezései
is, pl. ¥(t) = (t3,0) az x-tengely egy paraméterezése. Ezek azonban sz4-
munkra jelentéktelenek, a tovdbbiakban kizarélag linedris paraméterezés-
sel fogunk foglalkozni, ezért a linedris jelz6t ezentil nem is hasznaljuk.

1.4. Affin transzformacidok

A tovabbiakban az euklidészi stk 5nmagara vett leképezéseinek bizonyos
tipusait fogjuk vizsgélni. Egy ilyen leképezést

P(x,y) — P'(x,y')

alakban tudunk megadni, ahol x’ és y' az x-nek és y-nak mindeniitt értel-
mezett ¥’ = f(x,y), ¥ = g(x,y) fuggvényei. A sik egy transzformdcidjd-
rél beszéliink abban az esetben, ha az (x,y) — (x/,y') leképezés bijektiv.
Tudjuk, hogy ez ekvivalens a leképezés invertalhatésdgaval, azaz olyan
h(x',y"), k(x',y') fuggvények létezésével, amelyek minden x,y € R ese-
tén teljesitik az

x=h(x",y") =h(f(x,y),8(x,y)), y=k(x',y") = k(f(x,v), 8(x,y))

egyenl6séget. A sik leképezései koziil szamunkra csak azok érdekesek,
amelyek megorzik a sik legfontosabb geometriai jellegét, azaz amelyek
egyenestartoak.

1.9. Definicié. A sik onmagdra vett leképezését egyenestartonak nevezziik, ha
kollinedris pontok képei is kollinedrisak. Ha egy leképezés egyenestarto és bijektiv,
akkor kolline&ciérol beszéliink.
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Megjegyzés. A fenti értelemben a konstans P(x, y) — Py(xo, vo) leképe-
zés is egyenestartd. Altaldnosan igaz, hogy egy egyenestart6 leképezés
esetén egy egyenes képe egyenes vagy pont.

1.10. Definicié. A sik

!
P(x,y) — P'(x, '), { X =anx+any+ b,

y' = anx+any+b
alaki leképezéseit affin leképezéseknek nevezziik.

1.11. Allitds. Affin leképezések szorzata és (amennyiben létezik) inverze is affin
leképezés. A

@:P(x,y)— P'(X,y),

x'=ap1x+apy+ by,
v =anx+any+ by

affin leképezés akkor és csak akkor invertdlhatd, ha a11a22 — ajpaz1 # 0, és ponto-
san akkor konstans, ha minden a;; = 0. Ha ay1ap — a12a21 = 0, de nem minden
a;j = 0, akkor ¢ képhalmaza egy egyenes.

Bizonyitds. Az affin leképezések szorzatdra vonatkoz6 allitds konnyen le-
ellendrizhetd. Tekintsiik most a ¢ affin leképezést; ez nyilvan pontosan
akkor konstans, ha a11 = a1 = dp1 = dpp = 0. Ha a11d22 — Aq2d»21 ;ﬁ 0,
akkor minden rogzitett x’, ' € R esetén az

x' = apx+apy+ by, Y = anx+axpy+ b

egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa van x-re és y-ra, ami rdadé-
sul
x=ajx' +aly +b], y=anx +apny +b;

alakd, azaz ¢ invertdlhat6 és az inverz szintén affin leképezés. Tegyiik
végiil fel, hogy a11425 — a12a21 = 0, de nem minden 4;; = 0. Az 1.4 lemma
szerint ekkor az (a11,a12) és (421, a22) vektorok koziil az egyik eléall, mint
a masik skaldrszorosa. Ez azt jelenti, hogy léteznek u, v € R szamok agy,
hogy nem mindkett6 nulla és

u(ai1,a12) +v(az1, az) = (uayy + vayy, uayp + vax) = (0,0).
Ekkor viszont minden (x, y) esetén
ux' + vy’ = (uayy +vax)x + (uarp + vax)y + uby + vby = uby + vby,

azaz a w = —uby — vby valasztassal minden képpont illeszkedik az ¢ :
uX + vY + w = 0 egyenesre. Végiil a kovetkezd tétel bizonyitasabol kide-
riil, hogy ¢ képhalmaza maga az ¢ egyenes. a
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1.12. Tétel. Az affin leképezések egyenestartok, a bijektiv affin leképezések pedig
az osztoviszonyt is megtartjdk.

Bizonyitds. Legyen Pi(x1, 1), P2(x2, y2), P3(x3, y3) hdrom kiilonboz6 kol-
linedris pont; az altaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy P; és
P, kozrefogjak Ps-t. Ekkor az (1.6) egyenldség szerint valamely 0 < p < 1
szamra

(x3,y3) = (1 — w)(x1,y1) + w(x2, y2) és (P1PP3) = ﬁ

teljestil. Jelolje P;(x], v}), Py (x5, y5), P4(x5, y4) a fenti pontok képeit az
(x,y) = (x,¥') = (an1x + a2y + by, anx + any + by)
affin leképezés mellett. Ezekre ad6dik, hogy

(x5, v3) = (anxz+apys + by, a2x3 + axnys + ba)
= (a11((1 = w)x1 + pxp) +a((1 — w)y1 + ny2) + by,
a21((1 — w)xq 4+ pxo) + a2 ((1 — w)y1 + ny2) + b2)
= (1 —p)(a1x1 + arpyr + b1, a21x1 + axpyr + by)+
u(anxo + arpyr + b1, ax1x0 + axnys + b)
= (1=, y1) + nlxg, v3),

ami bizonyitja, hogy Pj, P}, P} kollinedris pontok. Tovabba, amennyiben
Pj # P}, ugy Pj, P} és Pj kiilonb6z6 pontok, melyek (P]P)P}) osztéviszo-
nya megegyezik az eredeti pontok (P; P, P;) osztéviszonyaval. O

2.2

Az alfejezet hatralévé részében ez utdbbi tétel megforditasat bizonyit-
juk, azaz megmutatjuk, hogy az euklidészi sikon minden egyenestart6
transzforméci6 affin transzformaécio.

1.13. Lemma. Legyenek Pi(x1,y1), , Po(x2,Y2), P3(x3,Y3) az euklidészi sik
tetszbleges (nem feltétleniil kiilonbozd) pontjai és definidljuk az O(0,0), E1(1,0),
E,(0, 1) pontokat. Ekkor létezik ¢ affin leképezés, amelyre p(O) = Py, (E1) =
P, és o(Ey) = P teljesiil. A @ leképezés akkor és csak akkor invertdlhaté, ha a
Py, Py, P53 pontok nem kollinedrisak.

Bizonyitds. Az altalanos (x',y') = (a11x + a12y + by, ax1x + axy + by) affin
transzformécié esetén O — (b1, by), E1 — (a11 + by,a21 + by) és E; —
(a12 + b1, a2 + b2), azaz

a1 = X2 — X1,812 = X3 — X1,421 = Y2 — Y1,822 = Y3 — Y1,b1 = x1,02 = 11

valasztassal egy, a tételben megfogalmazott feltételeknek eleget tev6 ¢ af-
fin leképezést kapunk. Az 1.11 &llitas szerint ¢ akkor és csak akkor inver-
talhato, ha

(x1 —x1)(ys —y1) — (x3 —x1)(y2 —y1) # 0,
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ami az (1.5) egyenl6ség szerint azzal ekvivalens, hogy a Py, P, P3 pontok
nem kollineérisak. a

Megjegyzés. Az O(0,0), E1(1,0), E»(0, 1) pontokat a koordinédtarendszer
alappontjainak nevezziik. Egy ponthalmazrél azt mondjuk, hogy dltaldnos
helyzetben vannak, ha nincs harom kollinedris pontja.

1.14. Lemma. Legyen f : R — R olyan leképezés, amely minden x,y € R

esetén teljesitia f(x +y) = f(x) + f(y) és f(xy) = f(x)f(y) egyenldségeket.
Ekkor f vagy az azonosan 0 leképezés vagy az identitds R-en.

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy az f : R — R leképezés eleget tesz a tételbeli
feltételeknek. Erre fenndll f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) és f(1) = f(1-
1) = f(1)?, amibdl kovetkezik, hogy f(0) = 0 és f(1) = 0 vagy f(1) = 1.
Ha f(1) = 0, akkor minden x € R esetén f(x) = f(1x) = 0f(x) = 0, azaz
f az azonosan nulla leképezés. Tegyiik fel a tovébbiakra, hogy f(1) # 0,
azaz f(1) = 1.

Mivel 0 = f(x + (~x)) = f(x) + f(=x), fgy f(~x) = —f(x). Han

pozitiv egész, akkor

fm)=fA+...41)=f(1)+...+f(1)=n

teljestil. Ha n < 0 negativ egész, akkor f(n) = —f(—n) = —(—n)
Har=n/m € Q ahol n,m € Z egészek, akkor

n=f(n) = f(rm) = f(r)f(m) = f(r)m,

amibdl f(r) = n/m = r adodik.

Megmutatjuk, hogy x < y esetén f(x) < f(y) teljesiil minden x, y € R
val6s szam esetén. Ekkor ugyanis létezik egy a > 0 valds szdm, amelyre
y — x = a? 4ll fenn, amibél azt kapjuk, hogy

fy) = f(x) = f(x —y) = f(a*) = f(a)* > 0.

Tegytik végiil fel, hogy létezik x € R val6s szdm, amelyre f(x) # x. Mi-
vel f(x) is val6s, igy ekkor létezik egy r € Q raciondlis szdm, amely x és
f(x) kozé esik, ha példdul x < f(x), akkor x < r < f(x). f monotoni-
tdsa miatt viszont x < r-b&l f(x) < f(r) = r kellene kovetkezzen, tehat
ellentmondéshoz jutottunk. Nyilvan ugyanigy ellentmondést kapunk, ha
x > f(x)-et tételezziik fel. Vagyis egyetlen x € R esetén sem éallhat fent

x # f(x),azaz f =id. |

n.

1.15. Lemma. Legyen ¢ az euklidészi sik olyan egyenestartd transzformdcidja,
amely fixen hagyja a koordindtarendszer hdrom alappontjdt. Ekkor ¢ a sik identi-
kus leképezése.
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Bizonyitds. Mivel @ bijektiv, két egyenesnek képének pontosan akkor van
kozos pontja, ha az eredeti egyeneseknek volt, vagyis ¢ megtartja a par-
huzamossédgot. Vildgos tovabbd, hogy egy egyenes képét egyértelmtien
meghatédrozza két pontjdnak a képe. Mivel p-nek van két fixpontja az x-
illetve az y-tengelyen, ezért ezek fixegyenesek. A legels6 megjegyzés sze-
rint pedig fliggobleges, illetve vizszintes egyenesnek a képe is fiiggbleges,
illetve vizszintes. Ez pontosan azt jelenti, hogy a P(x, y) pont képének els6
koordinétaja csak x-t6l, a masodik pedig csak y-tdl fiigg. A ¢ leképezés te-
hat (x,y) — (f(x),g(y)) alakban adhat6 meg.

Az alappontok fixen hagyasa miatt f(0) = ¢(0) = 0és f(1) = g(1) =
1, sigy (1,1) — (f(1),8(1)) = (1,1) szintén fixpont. Az ezt a pontot
O-val 6sszekoté Y = X egyenes tehat fixegyenes, amire az (x, x) alaku
pontjainak (f(x), g(x) képei is illeszkednek, azaz f(x) = g(x) minden
x € R esetén.

Azl : X +Y —c = 0egyenes dtmegy a (c,0) és (0, ¢) pontokon, ennek
¢ képe pedig dtmegy az (f(c),0) és (0, f(c)) pontokon, azaz £' : X +Y —
f(c) = 0. A P(x,y) ponton atmend £ : X +Y — x — y = 0 egyenes képe
tehataz ¢’ : X+ Y — f(x+y) = 0, ami tartalmazza a P pont P'(f(x), f(v))
képét. Vagyis f(x) + f(y) — f(x + y) = 0 teljestil minden x, y € R esetén.

Hasonléan belatjuk, hogy f(xy) = f(x)f(y); a trivialis részektdl elte-
kintve feltehetjiik, hogy x, y # 0. Az O(0,0) és P(1, m) pontokat §sszekotd
Y = mX egyenes képe az O-t P'(1, f(m))-el 6sszekotd Y = f(m)X egye-
nes. Az OP (P = P(x,y)) egyenes képe tehat Y = f(x~'y)X egyenletd,
és tartalmazza a P'(f(x), f(y)) pontot, azaz f(y) = f(x~'y)f(x) teljesiil
minden 0 # x,y € R esetén. Abbol z = x~1y helyettesitéssel y = xz és
f(xz) = f(x)f(z) adodik.

Kapjuk tehat, hogy f eleget tesz az 1.14 lemma feltételeinek, és mivel
f(1) = 1,1igy f(x) = x minden x € R elemre. Ez pontosan azt jelenti,
hogy ¢ az identikus leképezés a sikon. O

A fenti lemmadkat kovetden fejezetiink f6 tétele mar konnyen bebizo-
nyithato.

1.16. Tétel. Az euklidészi sik egyenestarto transzformdcidi pontosan az invertdl-
haté affin leképezések.

Bizonyitds. Tekintsiik a sik egy tetszbleges ¢ egyenestartd transzforma-
ciojat és legyen P; = ¢(O), P, = ¢(E1), P53 = @(E). Az 1.13 lemma
szerint létezik egy « affin leképezés, amelyre a(O) = P;, a(E1) = P, és
a(Ey) = P3. A sik B = ¢! o  leképezésre fennall

B(O) = ¢~ (x(0)) = 7!(P1) = O,
B(E1) = 1(04(151)) 1(Pz) = Ey,
B(E2) = ¢~ (a(E2)) = ¢™'(P3) = Ez,
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azaz [3 fixen hagyja a koordindtarendszer harom alappontjat. Az 1.15
lemma szerint ekkor B = ¢~ ! o & = id, amibsl kovetkezik, hogy ¢ = «
affin transzformacio. O

1.17. Kovetkezmény. Az euklidészi stk onmagdra vett ¢ bijekcidjdra az aldbbiak
ekvivalensek.

(i) @ affin transzformdcio.
(ii) @ egyenes- és osztoviszonytarto transzformdcio.
(iii) @ egyenestartd transzformdcio.

Bizonyitds. Az 1.12 tétel szerint (i) = (ii), (ii) = (iii) trividlis, (iii) =
(i) pedig pontosan az 1.16 tétel. O

1.5. Affin transzformaci6 hatasa a vektorokon
Ebben a fejezetben ¢ az euklidészi sik egy
(x,y) = (') = (a11% + 812y + by, a1 x + a2y + b2)

affin transzforméciéjéﬂéli. Tudjuk, hogy a sik Py (x1, y1), P2(x2, y2) pont-

jai meghatdrozzdk az P; P, = (x; — x1, y» — y1) vektort. Kénnyen meggon-
dolhat6, hogy a Ps(x3, y3), Pa(x4, y4) pontok akkor és csak akkor hataroz-
zdk meg ugyanezt a vektort, ha teljesiil x4 — x3 = xp —x1 és ys — y3 =

Y2 — V1.
Mindeni € {1,2,3,4} esetén jelolje P/ a P; pont ¢ melletti képét. Mivel
teljestil

o
PPy = (a11(x2 — x1) + a12(y2 — y1), 421 (%2 — x1) + a2 (y2 — y1)),

. - - . ’ ’ .y
ezért nyilvan P;P, = P3P, esetén igaz lesz P{P, = P;P;. Ez lehettvé te-

szi szdmunkra, hogy azt mondjuk, hogy a P; P, vektor képe a P; P vektor,
hiszen az utdbbi nem fiigg a vektort meghatdrozé konkrét pontpdr specidlis vd-
lasztdsdtol.

1.18. Definicié. A ¢ : (x,y) — (a11x + apy + by, ax1x + axy + by) affin
transzformdcio vektorokon értelmezett hatasa alatt a

@ : (u,0) = (a11u + a120, aru + axov)

R? — R? linedris leképezést értjiik.
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A fentiek szerint minden Pj, P, pontra fennall

3(PiPy) = o(P1)o(Py).

A tovabbiakban azt vizsgaljuk, hogy a ¢ transzformdci6é hogyan val-
toztathatja meg ponthdarmasok irén;ritését. A P,, P,, P3 ponthdrmas ira-
nyitasa definici6 szerint a Py P,, P; P; vektorokbdl képzett 2 x 2-es matrix
determindnsanak elGjele, ezért elegend6 a ¢ vektorokon értelmezett hata-
sat vizsgdlni.

— — NN

Legyen u = (uj,upy) = PiP, v = (v1,02) = P1P, v/ = §(u) és v’ =
@(v). Ahdrom pont, illetve azok képeinek irdnyitasat a u1 v, — upv1, illetve

uy uf apiuy +appuy  aziup + axpun
det b = det
(X% a1101 +a1202 42101 + 42202

01 02 aip az

aj1 a
= det| "1t " (U109 — upvq)
a2 4

szamok elGjelei hatdrozzdk meg. Ezek tehét egyezd, illetve ellentétes elGje-
ltiek attol fiiggben, hogy a11a22 — a12a;1 pozitiv vagy negativ szam. Ezzel
bebizonyitottuk az aldbbi allitast.

1.19. Allitas. A @ affin transzformdcié vagy megtartja, vagy pedig megforditia a
sik dsszes ponthdrmasdnak irdnyitdsdt, attdl fiiggben, hogy a11ap — ajpap1 > 0
vagy ai1az — aidan1 < 0. O

Eszerint az alabbi definici6 értelmes.

1.20. Definicié. A ¢ affin transzformdciot irdnyitastartonak nevezziik, ha tel-
jesiil aj1axy — ajpaz; > 0.

1.6. Hasonlésagi transzformaciék

1.21. Definicié. Azt mondjuk, hogy az euklidészi sikot onmagdra képezo ¢ leké-
pezés hasonl6sagi transzformacio, ha létezik egy A > 0 szdm 1igy, hogy minden
P, Q pontpirra d(@(P), 9(Q)) = Ad(P, Q) teljesiil. A A szdmot a hasonl6sdg
aranyéanak nevezziik.

Korébbi definiciéink szerint transzformdcié alatt invertalhato leképezést
értiink, ezért ebben az esetben ezt a tulajdonsagot kiilon meg kell mutat-
nunk.
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1.22. Allitas. A sik hasonldsdgi transzformdcidi eqyenestartd bijekcick.

Bizonyitds. Legyen ¢ hasonlésédgi transzformécié A > 0 ardnnyal. Legye-
nek Pj, P,, P; kollinedris pontok és tegyiik fel, hogy P; és P, kozrefog-
jak Ps-t. Ez pontosan akkor teljestil, ha fennall a d(Py, P3) + d(P;, P>) =
d(P1, P>) egyenl6ség. Ekkor azonban

d(e(P1), o(P2)) = Ad(Py, P)
Ad(Py, Ps) + Ad(Ps, D))

= d(p(P1),o(Ps)) +d(e(Ps), (P)),

azaz a ¢(P1), ¢(P2) és @(P;) pontok kollinedrisak agy, hogy ¢(P;) és
@(P,) kozrefogjék ¢(Ps)-t. Ez egyrészt azt mutatja, hogy ¢ egyenestarto,
masrészt azt, hogy nem kollinedris pontok képe sem lehet kollinedris, vagyis
@ injektiv. Harmadrészt azt lathatjuk, hogy a PP, zért szakasz képe a
@(P1)p(P,) zéart szakasz. Ebbdl az is kovetkezik, hogy a P; P, egyenes
képe a teljes ¢(P;1)p(P,) egyenes, hiszen egy egyenes eléall mint adott ko-
zéppontt, novekvé hossztusagu zart szakaszok egyesitése.

A sziirjektivitds bizonyitdsdhoz tekintsiink egy tetszéleges P pontot,
rogzitsiik az e, f metsz6 egyeneseket és jeldljiik e’-vel és f'-vel ezek képeit.
Fektessiik a g egyenest P-n keresztiil tigy, hogy az messe ¢'-t és f'-t a kii-
16nboz6 A’, illetve B’ pontokban. Mivel ¢’ minden pontja valamely e-beli
pont képe, igy létezik A € e, melyre A’ = ¢(A). Hasonl6an, létezik B € f,
melyre B’ = @(B). Ekkor az AB egyenes képe g, azaz létezik Q € AB,
amelyre ¢(Q) = P. Ez bizonyitja ¢ sziirjektivitdsat. O

Azt mondjuk, hogy az e és f egyenesek merdlegesek, ha iranyvektoraik
merdlegesek, vagy ami ezzel egyenértékii, a normalvektoraik merdlege-
sek.

1.23. Allitas. A @ : (x,y) — (ay1x+ a0y + by, ax x4+ axny + by) affin transz-
formdcidra az aldbbiak ekvivalensek.

(i)  Merdleges egyenesek ¢ melletti képei is merdlegesek.
(i) a3, +a3, — a3, —a5, = 06sajya1p + aaxn = 0.
(iii) a11 = &dny és a1p = —é&dnq, ahol ¢ = £1.

(iv) hasonldsdgi transzformdcié A = +/a%, + a2, ardnnyal.
@ 11 T 431

Bizonyitds. Tegytik fel (i)-t. Az x- és y-tengely iranyvektorai (1,0) és (0, 1),
ezek képeinek irdnyvektorai pedig (a11, 421) és (a12,422). A tengelyek me-
rolegessége adja az aj1a12 + ax1ax = 0 feltételt. Hasonl6éan vizsgalva a
merdleges X +Y = 0 és X — Y = 0 egyeneseket kapjuk, hogy az (1, —1)
és (1, 1) vektorok ([111 — aip2,d21 — 022) és (all +aqp,ar1 + ﬂzz) képel szin-
tén merdlegesek, ezzel megkapjuk (ii) els6 azonosségat is.
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Mivel ¢ feltevés szerint bijektiv, igy az a11 és a1 szdmok nem lehetnek
egyszerre nulldk (Id. az 1.11 4llitast). Az 1.4 lemma szerint ekkor (ii) ma-
sodik egyenl8ségébdl (a1, a2) = e(—ap1,a11) kovetkezik, az els6 feltétel
szerint pedig ¢ = £1. Ez mutatja a (ii) = (iii) kovetkeztetést.

Tegytik fel (iii)-t és tekintsiik a P;(x1, y1), P2(x2, y2) pontokat, illetve
ezek P (x},y}), P5(x}, y5) képeit. Ekkor fennall

APl P) = \J(xh = x)? + (vh — )2
= /[an1(x2—x1)+a12(y2—y1) > +a21 (x2—x1) + a2 (y2— 1))

= /a7y + a3 V(x2 —21)? + (2 — 11)?
— (P, Py),

ahol A = \/a?, + a3, > 0, vagyis ¢ hasonlésagi transzformacio.

Végezetiil gondoljuk meg, hogy a ¢ hasonlésagi transzformécié ese-
tén egy haromszog harom oldala pontosan akkor teljesiti a Pitagorasz-féle
a®? + b?> = ¢? azonossagot, ha a kép haromszog oldalai is teljesitik azt. A
(iv) = (i) kovetkeztetés igy ad6dik az aldbbi 4llitasbol: Egy hdromszog
akkor és csak akkor derékszogti, ha oldalai valamilyen sorrendben telje-
sitik a Pitagorasz-azonossagot. (Ennek az allitdsnak az elemi bizonyitdsa
iskolai anyag, koordinatarendszer felhasznaldsdval pedig valédi triviali-
tas.) O

A szig fogalmdanak preciz bevezetése a sikgeometridnak egy megle-
p6en bonyolult kérdése. Ezért a pontos definiciéval nem foglalkozunk,
s igy a kovetkezd tétel bizonyitdsa sem tekinthetd matematikailag teljes-
nek. Mindazonadltal ezen a ponton a szemléletes megkozelités szamunkra
elegendd.

1.24. Tétel. A hasonldsigi transzformdciok pontosan az euklidészi sik egyenes-
és szogtarto transzformdcioi.

Bizonyitds. Annak meggondolasat, hogy a hasonlésédgi transzforméciok
szogtartok, az olvas6 szemléletére bizzuk. (Utalhatunk itt a hasonlé ha-
romszogekre, vagy a szog koszinusz-tételb6l valé meghatdrozaséra.) A té-
tel megforditasa nyilvan kovetkezik az 1.23 allitasbol, hiszen egy egyenes-
és szogtart6d transzformacié merdleges egyeneseket merdlegesbe képez. O

Megjegyzés. A tételben sziikségszertien koveteltiik meg a szogtartds mel-
lett az egyenestartast is. Akijartas az inverzidk témakorében, az tudja, hogy
azok példat szolgdltatnak szogtartd, de nem egyenestart6 transzformaéci-
Okra.
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1.7. Egybevagosagi transzformaciok

1.25. Definicié. Az euklidészi stk onmagdra vett tdvolsdgtarto leképezéseit egy-
bevagosagi transzformécidknak nevezziik.

Az egybevagosagi transzformaciok nyilvan a hasonlésagi transzforma-
cidk specidlis esetei A = 1 ardnnyal. Ez magyardzza azt is, hogy nem
koveteljiik meg a definiciéban a leképezés invertdlhatosagat (Id. az 1.22
allitast).

1.26. Tétel. Az euklidészi sik eqybevigdsdgi transzformdcidira aldbbi két lehetd-
ség egyike teljesiil.

(i)  Irdnyitdstarto transzformdcié alakja
(x,y) — (xcosa+ysina+ by, —xsina + ycos a + by);
(ii) Az irdnyitdst megfordito transzformdcidk alakja
(x,y) — (xcosa+ ysina+ by, xsina — ycos o+ by).

Bizonyitds. Legyen ¢ az euklidészi sik egybevagésagi transzformacidja.
Mivel minden egybevagodsagi transzformacié hasonléségi transzformacié
is egyben, ezért alkalmazhatjuk az 1.23 allitast, amibdl adédik, hogy ¢
alakja

(x,y) = (a1x + a2y + by, —earx + earx + by), £==+1.

Korabban l4ttuk azt is, hogy ¢ hasonlosagi aranya A = 4/a? + a3, azaz

egybevagosagi transzforméci6 esetén a? + a3 = 1. Ekkor létezik 0 < o <
27t szam, amelyre a; = cos ¢ és a; = sin « all fenn, vagyis ¢ csakugyan
a fenti két tipus egyike. Az irdnyitdstartdsra vonatkozo kijelentés az 1.19
allitasbol kovetkezik. O

1.27. Definicié. Az euklidészi sik eqybevdgdsigi transzformdcidit az aldbbi osz-
talyokba soroljuk.

(i) Ha @ irdnyitdstarté és o = 0, akkor eltolasrol,

(ii)  ha @ irdnyitdstarté és o # 0, akkor « sz6gti forgatasrol,

(iii) ha @ irdnyitdsvdlté és by cos 5 + bysin 5 # 0, akkor egyenesre vett
tiikkrozésrdl,

(iv) ha @ irdnyitdsvdlto és by cos 5 + by sin 5 = 0, akkor cstisztatva tiikro-
z6ésr0l beszéliink.
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Az egyes tipusok fixpontjainak vizsgalatdval az olvas6é meggy6z6dhet
arrol, hogy a fenti osztdlyozds megfelel a transzformdciok szemléletes lei-
rasanak.

Az euklidészi sik iranyitastarté egybevagosagi transzformacidit mozgd-
soknak is nevezziik. Szamos szdmitdégépes geometriai programban az euk-
lidészi sik mozgéasait egy origd kozéppontt forgatas és egy eltolds szorza-
taként kell megadni. Ezért fontos a fenti tétel aldbbi kvetkezménye.

1.28. Kovetkezmény. Ez euklidészi sik minden mozgdsa egyértelmiien elddllit-
haté egy origd koriili forgatds és egy eltolds szorzataként. O

1.8. Feladatok

1.1. feladat. Legyenek f,¢ : R" — R" az A = (a;) és B = (b;;) n x n-es
matrixok altal az (1.1) egyenl6ség szerint meghatarozott linedris leképe-
zések. Mutassa meg, hogy az f o g leképezés linearis és az 6t megadod
C= (Ci]') matrixra teljestil Cij = ailbl]' +...+ ainbnj'

1.2. feladat. Mutassa meg, hogy az (1.2) és az (1.3) egyenl6ségekben meg-
adott adjungalt matrixokra csakugyan teljesiil AYA = det(A) 1,..

1.3. feladat. Végezzen szdmoldsi feladatokat hdrom kollinedris pont osz-
toviszonyanak meghatarozasara az euklidészi sikon.

1.4. feladat. Bizonyitsa be a hdromszog-egyenl6tlenséget az euklidészi si-
kon.

1.5. feladat. Mutassa meg, hogy az euklidészi sik P;, P,, P; pontjaira akkor
és csakis akkor teljestil d(Py, P,) + d(P>, P3) = d(P1, P3), ha kollineérisak
és Py és P; kozrefogjak Ps-t.

1.6. feladat. Legyen ¢ az euklidészi sik affin transzformécidja. Mutassa
meg, hogy az £ egyenes irdnyvektordnak ¢ melletti képe a ¢(£) egyenes
iranyvektora. Igaz-e hasonl¢6 allitds az £ normalvektorara?

1.7. feladat. Mutassa meg, hogy egy haromszog akkor és csak akkor de-
rékszogti, ha az oldalhossziségok valamilyen sorrendben teljesitik az a2 +
b? = ¢? Pitagorasz-azonossagot.

1.8. feladat. Tekintsiik az euklidészi sik ¢ : (x,y) — (xcosa+ysina+
b1, —x sin a4y cos a+b;) egybevdgosagi transzformdcidjat. Mutassa meg,
hogy ha « # 0, akkor @-nek pontosan egy fixpontja van.

1.9. feladat. Legyen ¢ az euklidészi sik ¢ : (x,y) — (xcosa + ysina +
b1, xsin @ — y cos a + by) irdnyitasvalto egybevagdsagi transzformacidja.

(i) Habjcos 3 + by sin 5 # 0, akkor @-nek nincs fixpontja.
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(ii)
(iii)

Ha by cos 5 + bysin 3 = 0, akkor ¢ fixpontjainak halmaza az £ :
Xsina+ Y cosx+ by = 0 egyenes.

Ha by cos 5 + by sin 5 = 0, akkor ©® = @ o @ a sik identikus leképe-
zése.



2. fejezet

A valés projektiv sik

Az euklidészi sikon sok kényelmetlenség forrdsa az a tény, hogy két egye-
nes metszd vagy parhuzamos is lehet. A térbe kilépve tovabbi kellemet-
lenségek adédnak a parhuzamos egyenesekkel, példdul perspektivikus
abrazolasndl parhuzamos egyeneseket dsszefutoként kell feltiintetni. Ezek
a megfigyelések vetik fel a kozonséges sik fogalmanak a médositdsdnak az
igényét, amellyel feloldhatjuk a a parhuzamos és metsz6 egyenesek kozti
kiilonbségtétel dltal okozott problémékat.

2.1. Az euklidészi sik végtelen tavoli elemei

Legyen (P, &, 1) az euklidészi sik halmazharmasa és bdvitsiik a pont- és
egyeneshalmazokat a P* = P U P> és £* = £ U £ halmazokka a kovet-
kez6 médon: P> elemeit végtelen tdvoli pontoknak, az egyetlen elembdl 4116
> = {{*} halmaz ¢* elemét pedig végtelen tdvoli egyenesnek nevezziik.
Az eredeti P és £ elemeit kozonséges pontoknak és egyeneseknek hivjuk. A
P*, £* halmazokon az alabbi I* illeszkedést definialjuk.

(IT)  Kozonséges pontok és egyenesek kozott az illeszkedést a hagyoma-
nyos moédon értelmezziik.

(I2) Minden kozonséges egyenesre pontosan egy végtelen tavoli pont
illeszkedik.

(I3) Minden végtelen tavoli pont illeszkedik legalabb egy kozonséges
egyenesre.

(I4) Kétkozonséges egyenes akkor és csak akkor illeszkedik ugyanarra a
végtelen tavoli pontra, ha nincs kozonséges metszéspontjuk. (Azaz
ha az euklidészi sikon parhuzamosak.)

(I5) A végtelen tavoli egyenesre pontosan a végtelen tdvoli pontok il-
leszkednek, azaz > mint ponthalmaz megegyezik P*>°-vel.

24
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2.1. Definici6. A fenti médon definidlt (P*, E*, I*) halmazhdrmast a végtelen
tavoli elemekkel bovitett euklidészi stknak nevezziik.

n_ .z

2.2. Allitas. A végtelen tdvoli elemekkel bbvitett euklidészi sikon teljesiilnek az
aldbbiak.

(i)  Bijektiv viszony dll fenn a végtelen tdvoli pontok halmaza és az euklidészi
sik egyeneseinek pdarhuzamossdgi osztdlyainak halmaza kozott.

(ii)  Bdrmely két kiilonbozo ponthoz létezik pontosan egy mindkettdt tartal-
mazo egyenes.

(iii) Bdrmely két kiilonbozd eqyeneshez létezik pontosan egy mindkettdre illesz-
kedd pont.

Bizonyitds. (I2) szerint értelmezhetiink egy & — P leképezést, ami (I3)
szerint sziirjektiv. (I4) pedig azt biztositja, hogy két egyenes képe akkor és
csak akkor egyezik meg, ha azonos parhuzamossagi osztalyba tartoznak,
ami azt jelenti, hogy a leképezés egy bijekci6t indukal a parhuzamossagi
osztalyok halmaza és P> kozott.

Két kozonséges pontot egy kozonséges egyenes, két végtelen tavoli
pontot pedig a végtelen tdvoli egyenes koti dssze. Ha P kozonséges, Q
pedig egy végtelen tavoli pont, akkor 8ket az a kdzonséges egyenes koti
Ossze, amely dtmegy P-n és abba a parhuzamossagi osztalyba tartozik,
amely az (i)-ben emlitett m6don Q-nak megfelel.

Két metsz6 kozonséges egyenes kozonséges pontban metszi egymast.
Két parhuzamos kozonséges egyenes ugyanazt a végtelen tavoli pontot
tartalmazza, tehat ezek egy végtelen tavoli pontban metszik egymast. Vé-
giil e kozonséges egyenes és £*° kozos pontja az (12) szerint e-re illeszked6
végtelen tavoli pont. O

A tovabbiakban a végtelen tavoli elemekkel bévitett euklidészi sikkal
fogunk dolgozni. Pont, illetve egyenes alatt egyarant értiink kozonséges,
illetve végtelen tavoli pontokat és egyeneseket is.

2.3. Kovetkezmény. Tekintsiik az e, f eqyeneseket és a P pontot 1igy, hogy P ne
illeszkedjék sem e-re, sem f-re. Definidljuk az 7, s p : e — f vetitést: a Q € e
pontra legyen 7, r p(Q) = f N PQ. Ekkor 7, ¢ p egy bijekcidt hatdroz meg e és f
ponthalmazai kozott. a

2.2. Homogén koordinatazas

Az el6z6 fejezetben bevezetett kibdvitett euklidészi sik szamos geometriai
jelenséget leegyszer(isit. A rajta végzett szamoldsok azonban igen nehéz-
kesek lennének, ha nem vezetnénk be egy megfelel koordindtarendszert;
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azonban ez az elsd pillanatban jelentdsen kiilonbozni fog az eddig meg-
szokott koordindtarendszerektdl.

2.4. Definici6. Homogén szamharmasnak nevezziik az (xo : x1 : x2), (xo,
x1, X2 € R) hdrmasokat, ahol nem mindhdrom x; egyenld nulldval és amelyek
skaldrszorzo erejéig vannak eqyértelmiien meghatdrozva. Azaz az (xg : x1 : X3)
és (Yo : y1 @ y2) homogén hdrmasokat pontosan akkor tekintjiik eqyenléknek, ha
létezik 0 # A € R szdm, amelyre yo = Axg, y1 = Ax1 és yp = Axy.

Hangstlyozzuk, hogy a homogén szdmharmasok nem vektorok, vi-
szont minden nullvektortél kiilénbdz6 3-dimenzids vektor meghataroz
egy homogén szamhdrmast.

Tekintsiik az ap Xy + a1 X1 + a2 X = 0 alakt 3-véltozés homogén line-
aris egyenletet. Ha ennek az (xo, x1,x2) szdmhdrmas megoldésa, akkor
minden 0 # A szam esetén (Axg, Ax1, Axp) is megoldésa, azaz értelmes azt
mondani, hogy az (xp : x1 : x) homogén szdamharmas megolddsa a fenti
homogén linedris egyenletnek.

2.5. Definici6. Jelolje Pproj a valds homogén szamhdrmasok halmazit és jelolje
Eproj 4 3-vdltozos homogén linedris egyenletek halmazdt. Definidljuk az Iy reld-
ciot oly médon, hogy egy homogén szdmhdrmas pontosan akkor dll reldcioban egy
homogén linedris egyenlettel, ha megolddsa neki. Ekkor a (Pproj, Eprojs Iproj) hal-
mazhdrmas dltal alkotott sikot valos projektiv stknak nevezziik. A Ppyoj illetve
Eproj halmazok elemeit projektiv pontoknak, illetve projektiv egyeneseknek
nevezziik.

Vegyiik észre, hogy a 3-valtoz6s homogén linedris egyenletek és a ho-
mogén szamharmasok kozott kolcsondsen egyértelmii kapcesolat all fenn,
hiszen egyrészt egy ilyen egyenlet hdrom egyiitthat6ja nem lehet egy-
szerre nulla, masrészt pedig az egytitthatok skaldrszorzoé erejéig vannak
meghatarozva. Ennek értelmében az a9 Xy 4 a1 X1 + a2 X, = 0 egyenlet al-
tal meghatdrozott egyenes jelolésére az [ag : a1 : a,] alakot is hasznaljuk,
illetve azt mondjuk, hogy az emlitett egyenest a nullvektortdl kiilonb6z6
(ag,a1,ay) vektor hatdrozza meg. Ebben a jelolésben egy projektiv pont
pontosan akkor illeszkedik egy projektiv egyenesre, ha az 6ket meghata-
roz6 vektorok bels6 szorzata nulla.

A fentiek értelmében tehat egy projektiv pontot végtelen sok szdmhar-
massal irhatunk le; bizonyos esetben hasznos lehet egy megallapodas rog-
zitése arra vonatkozoélag, hogy a lehetséges szamharmasok koziil melyiket
hasznaljuk. Ezen megallapodds szerint az (xo : x1 : x2) homogén szam-
harmas normadlalakja (ﬁ : 2 : 1), ha x, # 0, (ﬂ 01 0), ha x, = 0 és

X2 X2 X1
X1 #O,és (1:0:0),hax1 = X»p = 0.

A projektiv sik geometriai strukttrdjat az alabbi tétel irja le.
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2.6. Tétel. Legyenck (P*,E*,1*) és (Pproj, Eprojs Lproj) @ végtelen tdvoli elemek-

kel bovitett euklidészi sikot, illetve a projektiv sikot meghatdrozo halmazhdrmasok.
Definidljuk a ¢ : P* U E* — Pproj U Eproj leképezést:

P'l(x:y:1), haP = P(x,y) kozonséges pont,
@(P)=< P'(=b:a:0), haPazl:aX+ bY + c = 0 kdzonséges egyenes
végtelen tdvoli pontja;
valamint
0 :aXg+bXy+cXo =0, hat:aX+bY + c =0 kizinséges
p(l) = egyenes,
X, =0, ha £ = £%° a végtelen tdvoli egyenes.

Ekkor ¢ egy jol értelmezett illeszkedéstarto bijekcio a két sik pont- egyeneshalma-
zai kozott.

Bizonyitds. Az, hogy ¢ jol értelmezett bijekcid, az egyenesek esetén kovet-
kezik abbdl, hogy kdzonséges egyenes normélvektora nem lehet nullvek-
tor. A ponthalmazokndl ugyanez a tulajdonsdg csak végtelen tavoli pon-
tok esetén szorul meggondoldsra, de ez is ad6édik abbdl a ténybdl, hogy
két kozonséges egyenes akkor és csakis akkor parhuzamos, ha normal-
vektoraik egymads skaldrszorosai. Ezért a 2.2 4llitas (i) pontja alapjan ¢
bijekciét hataroz meg a kib&vitett sik végtelen tdvoli pontjai és a projektiv
sik X, = 0 egyenesének pontjai kozott.

A @ illeszkedéstartdsa azt jelenti, hogy minden P € P*, £ € £*, PI*¢
esetén @(P)Ipr09(£) teljesiil. Abban az esetben, ha P = P(x,y) kozon-
séges pont, az ¢ sziikségszertien ¢ : aX + bY + ¢ = 0 alakt kozonséges
egyenes. Ekkor az allitds ¢ definicidja szerint teljesiil, hiszen mindkét
illeszkedést az ax 4+ by + ¢ = 0 egyenlet hatdrozza meg. Szintén igaz,
hogy végtelen tavoli pont képe illeszkedik a végtelen tavoli egyenes ké-
pére. Végiil tegyiik fel, hogy P az £ : aX + bY + ¢ = 0 egyenes végte-
len tavoli pontja, ekkor nyilvan P/(—b : a : 0) illeszkedik az £ egyenes
¢ aXy+ bXq + cXp = 0 képére. O

Ezzel megmutattuk, hogy a kibdvitett euklidészi sik és a projektiv sik
izomorfak. A tovabbiakban nem is fogunk kiilonbséget tenni a két sik ko-
z0tt. Azaz egyrészt a homogén szdmharmasokat a végtelen tavoli elemek-
kel bgvitett euklidészi sik koordindtarendszereként hasznaljuk. Mésrészt
pedig az euklidészi sikot mint a projektiv sik azon részhalmazat tekint-
jik, amelyet az X, = 0 projektiv egyenes ponthalmazanak elhagyasédval
nyeriink.

Az alfejezet végén meggondoljuk, hogy koordinatdkkal kifejezve mit
jelent harom projektiv pont kollinearitdsa. Tegytik fel, hogy a P(x¢ : x7 :
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x2), Qlyo : y1 : vy2), R(zo : z1 : zp) pontok mind illeszkednek az £ :
uoXo + u1 Xy + u2 Xy = 0 egyenesre. Ez pontosan azt jelenti, hogy az

{ xoUp + x U7 + xoUp =0

yolo + y1ly + y2Uz =0

zoUp + z1Uq + 22Uy =0

homogén linearis egyenletrendszernek van nem-trividlis megoldésa, ne-
vezetesen (1, 11, U2). A Cramer-szabdély szerint ez azzal ekvivalens, hogy
az egyiitthatokbol, azaz a harom pont homogén koordinatdibol alkotott
matrix determinansa nulla:

Xo X1 X2
det| yo v1 w2 =0.
Z20 Z1 22

2.7. Allitas. Hdrom projektiv pont akkor és csakis akkor kollinedris, ha a homo-
gén koordindtdikbol alkotott 3 x 3-as mdtrix determindnsa nulla. O

A determindns definici6jabol ad6dik, hogy soraiban és oszlopaiban li-
nedris. Specidlisan, ha a métrix egyik sorat megszorozzuk egy A szdmmal,
akkor a determindns értéke is A-szorosdra véltozik. Ebbdl is latszik, hogy
barmely pontndl tetszblegesen vélaszthatjuk meg az 6t el6allit6 vektort.

A Cramer-szabdly ismételt felhasznalasdbol ad6dik, hogy ha P, Q és R
kollinedris, akkor az ket meghatarozoé (xo, x1,x2), (Yo, Y1, Y2), (2o, 21, 22)
vektorok linedrisan fiiggd6k, azaz léteznek c1, ¢, c3 € R szamok agy, hogy
nem mind nulla és

c1 (x0, x1, %2) + ¢2 (Yo, Y1, ¥2) + c3 (20, 21, 22) = (0,0,0).
Ha c3 = 0, akkor mar (xg, x1,x2) és (o, y1,Yy2) is linedrisan fiigg6k, ami

csak tgy lehetséges, ha egymads skaldrszorosai, vagyis P = Q. Ha tehat
P # Q, akkor c3 # 0, és a fenti egyenlet

(ZOI Zl/ZZ) =A (xO/ xl/xZ) + IJ(]/O/ ]/1/ ]/2)

alakra hozhato, ahol A, 1 € R nem lehetnek egyszerre nullak.

2.8. Allitas. Ha P(xo : x1 : x2) és Q(yo : y1 : y2) kiilonboz8 projektiv pontok,
akkor a PQ egyenes ponthalmaza

{R(z0 : z1 : z2) | (20,21, 22) = A(x0, X1, %2) + 1 (Yo, y1,¥2), An € R}, O
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2.3. Projektiv transzformaciok

Ebben az alfejezetben a projektiv sik egyenestarté transzformacidit vizs-
géljuk. Mint majd latjuk, ezek szoros kapcsolatban é4llnak az R — R3
invertdlhat6 linedris leképezésekkel.

A tovédbbiakra rogzitsiink egy olyan A = (a;;) (i,j € {0,1,2}) 3 x 3-as
métrixot, amelynek a determinansa nem nulla, és jeldlje A4 = (a}kj) az A
adjungéltjat. Tudjuk, hogy A*Y A = det(A) 1, miatt

. . . det(A), hai=j;
ajphoj + aj1a1j + apda; = { 0, “ hai # ; @1)

2.9. Definici6. Jeldlje ¢ 4 a projektiv sik P — P', £ +— £’ leképezését, ahol P =
P(XO X1 o Xz), P = PI(X6 . x’l : sz), { - MOX0 + M1X1 + M2X2 =0,
0 upXo +uiXe +ubXo =06s

/ !
Xy = apoXo + ag1x1 + apx2, Uy = aEk)OuO + afoul + ﬂ§0u2/
/ !
X7 = a10X0 + a11x1 + apxy, uy = aj uo +ajur + az uo,
xh = axxg + a1 x1 + Ay, why = ad,ug + aj,ur + a3,up.

@ a-t az A madtrix dltal meghatdrozott projektiv linedris leképezésnek nevez-
ziik.

Figyeljiik meg, hogy az u;-k egytitthatoinak az indexei felcserélédtek, azaz
ott az egyiitthatokbol alkotott métrix A?Y transzpondltja.

Egy madsik fontos észrevétel, hogy el6fordulhat, hogy kiilonb6z6 mat-
rixok ugyanazt a projektiv leképezést hatdrozzdk meg. Szerencsére ezt
az esetet konnyen ellendrizhetjitkk: A homogén szdmhédrmasok definiciéja
alapjan egyszertien meggondolhat6, hogy ¢ 4 = @p pontosan akkor telje-
stil, ha B = AA valamilyen A # 0 val6s szamra.

2.10. Tétel. A projektiv linedris leképezések a projektiv sik invertdilhatd egye-
nestarté transzformdciéi. Egy projektiv linedris leképezés inverze, illetve kettd
ilyen szorzata szintén projektiv linedris leképezés. Specidlisan, <p;11 = Qy-168
PAC PB = PAB-

Bizonyitds. El6szor megmutatjuk, hogy a P = P(xp : x1 : xp) pont akkor
és csak akkor illeszkedik az £ : uoXo + u1 Xy + up X5 = 0 egyenesre, ha P’
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illeszkedik ¢'-re. Valdban, (2.1) alapjan

1

2 2 2
1.0 _ Z Z *
ul'xl' —_ ( a]lu]> (

ﬂikxk)
0

= (aoaok + ajya1x + ajpank) ujxy
jk=0
= det(A) (uoxo + u1x1 + uzxz),

ami bizonyitja az allitast. A linearis leképezésekr6l kordbban elmondottak
szerint ¢ 4 o pp-nek a ponthalmazon vett hatdsa megegyezik ¢ 4p hata-
saval. Az illeszkedéstartds miatt a pontokon vett hatds meghatarozza az
egyeneseken vett hatést, igy teljestil ¢ 4 o pp = @ 45. EbbSl azonnal kovet-
kezik ¢ ;' = ¢ 41, ami az invertdlhatésagot is bizonyfitja. O

Vegyiik észre, hogy az m : a1 Xg 4+ a21X1 + a2 X, = 0 egyenes @4
melletti képe pontosan az > : X, = 0 végtelen tavoli egyenes. Csaku-
gyan, egy pont koordinatéi akkor és csakis akkor elégitik ki m egyenletét,
ha a pont képének utolsé koordindtaja nulla, azaz ha a pont képe illesz-
kedik £*°-re. Ez egyrészt azt jelenti, hogy barmely projektiv egyeneshez
létezik olyan projektiv linedris transzformadcio6, amely 6t a végtelen tavoli
egyenesbe viszi. Masrészt azt 1atjuk, hogy ¢ 4 akkor és csak akkor hagyja
fixen a végtelen tavoli egyenest, ha ayy) = a1 = 0. Ekkor ay # 0, hi-
szen det(A) # 0, és A megfeleld skaldrszoroséra attérve elérhetjiik, hogy
ap = 1legyen.

Ha @4 fixen hagyja £*°-t, akkor a kozonséges pontokat kozonséges
pontokba viszi:

(e (x Yy 1) — (a00x+a01y+a02 tax + a11y+a12 . 1)
Léathatéan ez pontosan az
(x,y) = (a0ox + ao1y + ao2, a10x + a11y +a2)

affin transzformécié hatésa az euklidészi sikon. Mivel minden affin leké-
pezés el6all ilyen alakban, beldttuk a kovetkez6 allitast.

2.11. Allitas. Kolcsondsen eqyértelmii megfeleltetés dll fenn az euklidészi sik af-
fin transzformdcioi és projektiv sik azon projektiv linedris transzformdcioi kozott,
amelyek fixen hagyjdk a végtelen tdvoli eqyenest. O
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Eszerint tehat az (x, y) — (a11x + a2y + by, a1 x + axy + by) affin transz-
formadci6 4ltal meghatarozott projektiv linedris leképezés matrixa

a1 ap b
a1 ax by
0 0 1

Szdmos szdmitdgépes geometriai programban taldlkozhatunk az euklidé-
szi sik transzformdcidjdnak a fenti métrixszal torténé megadasi médjaval.

2.12. Tétel (A projektiv leképezések alaptétele). A valds projektiv sik egye-
nestarto transzformdcidi pontosan a projektiv linedris leképezések.

Bizonyitds. Legyen « a projektiv sik onmagara vett egyenestarto, invertél-
hat6 leképezése és jelolje m azt a projektiv egyenest, amelynek o melletti
képe a végtelen tavoli /> egyenes. Tudjuk, hogy ekkor létezik ¢ 4 pro-
jektiv linedris leképezés, amelyre @ 4(m) = £°°. Mivel ¢ 4 egyenestarto és
invertalhato, ezért B = ao ¢, szintén a projektiv sik egy egyenestarto
invertalhato leképezése. Raaddsul S(£°) = a(@,'(£>°)) = a(m) = £,
azaz [3 fixen hagyja a végtelen tavoli egyenest.

Mivel 3 kdzonséges pontokat és kdzonséges egyeneseket ugyanilyen-
be képez, és ezek kozott az illeszkedést is megtartja, ezért elmondhatjuk,
hogy B meghatarozza az euklidészi sik egy egyenestarto, invertdlhato g
leképezését. Az 1.16 tétel szerint By egy (x, y) — (a11x + a1py + by, a1 x +
axy + by) alaku affin leképezés. Legyen

a1 a2 b
B=| ax ax» by |,
0 0 1

ekkor a 2.11 4llitas szerint @p projektiv linedris leképezés hatdsa a kozon-
séges pontokon és egyeneseken megegyezik 3p-al. Ez azt jelenti, hogy bar-
mely e kozonséges egyenesre (e) = Bo(e) = @p(e), vagyis y = B o (pl;1
olyan egyenestart6 projektiv transzformacio, amely fixen hagyja az 6sszes
projektiv egyenest. Ekkor viszont y csak a projektiv sik identikus leképe-
zése lehet, azaz 3 = pp = o (p;ll. Tehat « = @p o @4 = @pa projektiv
linedris leképezés. O

Ezek utdn a projektiv sik egyenestartd transzformaciéit roviden csak
projektiv leképezéseknek fogjuk hivni.

Mar emlitettiik, hogy egy sikbeli ponthalmazt &ltaldnos helyzettinek
neveziink, ha a nincs harom kollineéris eleme. Ez a definici6 a projektiv
sikon is haszndlatos. A homogén koordinatarendszer alappontjai az Eo(1 :
1:1),E1(1:0:0),E2(0:1:0)és E3(0:0:1) pontok.
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2.13. Allitas. Legyen Py, Py, Py, Ps, illetve Qo, Q1, Q2, Q3 a projektiv sik két dl-
taldnos helyzetii pontnégyese. Ekkor a siknak pontosan egy olyan ¢ egyenestarto
transzformdcidja létezik, amelyre o(P;) = Q; (i € {0,1,2,3}).

Bizonyitds. Elegendé megmutatni, hogy tetszblegesen adott pontnégyes-
hez létezik egy egyértelmiien meghatarozott projektiv leképezés, amely a
homogén koordindtarendszer alappontjait ezekbe a pontokba viszi. Csak-
ugyan ha «(E;) = P; és B(E;) = Q,; teljesiil az «, 3 projektiv leképezésekre,
akkor ¢ = 3o a! eleget tesz ¢(P;) = Q;-nek mindeni = 0, 1,2, 3 esetén.
Ha pedig ¢-re tobb lehet6ségiink van, akkor 3 = ¢ o a-ra is tobb lehet6ség
adodik, tehét o és 3 egyértelmiisége bizonyitja @ egyértelmiiségét.

Rﬁngtsﬁk tehat tetszélegeses a PO(x00 D Xo1 on), Pl(xlo D X171 xlg),
P2(x20 D Xoqp ok xZg), P3(X30 P X310t Xg,z) altalanos helyzetﬁ pontnégyest.
Tekintsiik a pontok koordinataibdl all6

x00Co + x10C1 + x20Co + x30C3 = 0
x01Co + x11C1 + x21C2 + x31C3 =0
x02C0 + x12C1 + x22Co + x32C3 =0

egyenletrendszert. Mivel az ismeretlenek szdma nagyobb az egyenletek
szamanadl, 1étezik nem-trividlis (co, ¢1, ¢z, c3) megoldas. Bevezetve az x; =
(xj0, i1, Xip) jelolést, az egyenletet

coxg +c1x1+ coxo +c3x3 =0

alakban irhatjuk fel. Ha a c;-k koziil barmelyik nulla lenne, akkor az azt
jelentené, hogy a tobbi hdrom vektor linedrisan fiigg, ami azzal ekviva-
lens, hogy az altaluk meghatédrozott projektiv pontok kollinedrisak. Mivel
itt dltaldnos helyzet(i pontnégyesrdl van szo6, egyik c; sem lehet nulla. Be-
vezetve a d; = —c;j/cqjelolést (i = 1,2,3), azt kapjuk, hogy

xo = d1x1 + dpyxy + dzxs.
Ezutan konnyti meggondolni, hogy az
dix10 daxpo d3xzg
A= | dix;1 daxo1 dszxs;
dixip daxpy dzxap

matrix dltal megadott @ 4 projektiv linedris leképezés teljesiti a ¢(E;) = P;
teltételt. Ez a leképezés értelmes, hiszen

X10 X20 X30
det(A) = dl dz dg, det X11 X21 X31 ;ﬁ 0. U
X12 X22 X32
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2.14. Kovetkezmény. Ha a valds projektiv sik egqyenestarto transzformdciojd-
nak van négy dltaldnos helyzetil fixpontja, akkor az csak az identitds lehet.

Bizonyitds. Az identitds nyilvan ilyen, és mivel a 2.13 allitds szerint négy
altalanos helyzetti pont képe egyértelmtien meghatarozza a projektiv le-
képezést, a sz6banforg6 transzformdcié csak az identités lehet. O

2.15. Kovetkezmény. Legyen Ay, Ay, A3 € e és By, By, B3 € f két kollinedris
ponthdrmas, amelyre A; # Aj, B # Bihai # j,i,j € {1,2,3}. Ekkor létezik
@ projektiv leképezés, amelyre o(A;) = B;, i =1,2,3.

Bizonyitds. Vegyiink e-re illetve f-re nem illeszked6 kiilonb6z6 Py, P>, Q1
és Q, pontokat ugy, hogy a Pi, P>, Az illetve a Q1, Q2, B3 ponthdrmasak
kollinedrisak. Ekkor az Aj, Ay, Py, P, illetve a By, By, Q1, Q2 pontnégye-
sek altaldnos helyzetliek, azaz létezik ¢ projektiv leképezés tgy, hogy
©(A1) = By, 9(Az) = By, (P1) = Q1 és o(P2) = Q. A @ egyenestartdsa
miatt

p(A3) = p(A1A; N P1Py) = B1B,NQ1Q2 = B3,

amivel bebizonyitottuk az allitast. O

2.16. Allitds. Ha a valds projektiv sik eqyenestartd transzformdcidjanak van hd-
rom egy egyenesen fekvo fixpontja, akkor az egyenes minden pontja fixpont.

Bizonyitds. El6szor tegyiik fel, hogy az £ : X, = 0 egyenes Py(1 : 1 :
0), Pi(1 : 0 :0) és P,(0 : 1: 0) pontjai fixpontjai a ¢ = ¢4 projektiv
transzformacionak. Ekkor Py = Pj(ago : a1p : ax0) és P, = Py(ap1 : a11 :
ﬂzl), tehat a0 = app = 4g1 = dp1 = 0. Tovabba PO = Pé(aoo L al - O),
amibdl adédik, hogy agg = a11 = a valamely a # 0 valés szamra. Ekkor
viszont az X, = 0 egyenes tetszleges P(xy : x1 : 0) pontjanak a képe
P'(axg : axq : 0) = P, azaz £*° minden pontja fixpontja ¢-nek.

Tegyiik most fel, hogy ¢ Qo, Q1, Q2 fixpontjai egy tetszbleges hely-
zetli e egyenesen fekszenek. Ekkor a 2.15 kdvetkezmény szerint 1étezik
egy « projektiv leképezés, amelyre a(Q;) = P;, i = 0,1,2. Definialjuk a
B = ao @oa~! projektiv transzforméaciot, ez teljesitia ¢ = a1 o Box
egyenlséget. Igaz tovdbbd, hogy

B(P) = a(p(a™ (P))) = a(p(Q)) = a(Qi) = P

azaz Py, P, P, 3 fixpontjai. Mar belattuk, hogy ekkor 3(P) = P 4ll fenn
minden P € {* pontra, ami azt jelenti, hogy minden Q € e-re 3(«x(Q)) =
a(Q) és p(Q) = a~1(x(Q)) = Q teljesiil, azaz Q fixpontja @-nek. O
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2.4. Centralis-axidlis kollinedciok

Ebben az alfejezetben is a projektiv sik egyenestarté transzformaécisival
foglalkozunk, ezekre a tovdbbiakban a kollinedcié megnevezést is haszndl-
juk.

2.17. Definicié. Azt mondjuk, hogy a t egyenes a ¢ kollinedcié tengelye, ha t
minden pontja a ¢ fixpontja. A P pont a ¢ centruma, ha minden P-re illeszkedd

egyenes a @ fixegyenese.

A definiciéb6l azonnal adédik, hogy egy identitdstdl kiilonbozé kol-
linedciénak legfeljebb egy centruma, illetve tengelye lehet. P;, P, cent-
rumok esetén ugyanis minden olyan Q pontra illeszkedne két fixegyenes,
amely nem a P; P, egyenesen fekszik: P;Q és P,Q. Két fixegyenes metszés-
pontja fixpont, azaz a P; P, egyenesen kiviil minden pont fixpont. Mivel
ekkor minden egyenesen van legalabb két fixpont, minden egyenes fixe-
gyenes, és a kolline4ci6 az identités.

Az el6bbi gondolatmenetben a pontok és egyenesek szerepének felcse-
rélésével megmutathat6, hogy két tengellyel rendelkez6 kollineécié csak
az identitas lehet.

2.18. Allitas. Egy kollinedcionak akkor és csak akkor van tengelye, ha van cent-
ruma.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy t a ¢ kollineaci6é tengelye. Ha ¢-nek van
t-re nem illeszked6 P fixpontja, akkor P centrum. Csakugyan, ha az e
egyenes atmegy P-n, akkor e-re legalabb két fixpont illeszkedik: egyrészt
P, méasrészt Q = eNt # P. Két fixpontot 9sszekotd egyenes maga is fix.

Tegyiik ezért fel, hogy ¢-nek nincs t-n kiviili fixpontja. Tetszbleges
Q ¢ tponteseténigy Q # Q' = ¢(Q) ése = QQ' egy jol definialt egyenes.
Jelolje P az e N t pontot, erre teljesiil P = ¢(P) # Q, Q' ése = PQ = PQ’.
Az e egyenes képe p(e) = ¢(P)p(Q) = PQ' = ¢, vagyis e fixegyenes.

Megmutatjuk, hogy P centruma ¢-nek. Tekintsiink ugyanis egy tetszo-
leges P-re illeszked6 f # t egyenest és vegyiink ezen egy R ¢ t pontot,
R’ = @(R). Az eltbb latottak szerint g = RR’ fixegyenes. Mivel az e
és g fixegyenesek metszéspontja fixpont, az csak t-nek egy pontja lehet:
eNg = gNt =eNnt = P. Ez azt jelenti, hogy mind f, mind pedig g
tartalmazza a P és R pontokat, azaz f = ¢ = PR fixegyenes.

Az allitds megforditdsa, nevezetesen, hogy a centrum létezése garan-
tadlja a tengely meglétét, az el6z6 bizonyitds felhasznaldsadval mutathato
meg az egyenesek és a pontok szerepének felcserélésével. O

Megjegyzés. Mivel a projektiv sikon az egyenesek és a pontok szerepe
szimmetrikus, minden fogalmat és &llitast atfogalmazhatunk Ggy, hogy
telcseréljitk a pontok és az egyenesek szerepét. Ezt az elvet dualitdsnak
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hivjuk, az igy nyert fogalmakat és allitdsokat pedig dudlis fogalmaknak és
dllitdsoknak nevezziik.

2.19. Definicié. Azokat a projektiv transzformdcidkat, amelyeknek van tengelye
és centruma, centralis-axilis kollineacidknak nevezziik.

2.20. Allitas. Legyen @ centrdlis-axidlis kollinedci6 t tengellyel és P centrummal

és teqyiik fel, hogy ismerjilk a Q # P, Q & t pont Q' = ¢(Q) képét. Ekkor
barmely R pontra R = @(R) vonalzéval megszerkeszthetd.

Bizonyitds. Nézziik el6szor azt az esetet, amikor R nem illeszkedik a PQ
egyenesre. Ekkor a PR egyenes fix, mivel dtmegy a centrumon, ezért tar-
talmazza R’-t. AT = QRN ¢t pont és a Q, R pontok hdrom kiil6nb6z6 kol-
linedris pont, azaz R’-t tartalmazza a QT egyenes Q'T képe. Ebb&l ad6dik
R'=PRNQ'T.

Ha R € PQ, akkor vesziink egy tetszéleges S ¢ PQ pontot. Ennek S’
képét a fentiek szerint meg tudjuk szerkeszteni. Az R képe ekkor R’ =
PQNS'U,ahol U = SRNt. O

Ezen é4llitds dualizdldsaval nyerjiik, hogy egy centrélis-axialis kollinea-
ciét egyetlen egyenesnek és képének az ismerete egyértelmtien meghata-
10Z.

2.21. Definicié. Az euklidészi sik azon egyenestarto transzformdcidit, amelyek
re igaz, hogy minden egyenes pdrhuzamos a képével, homotécidknak nevezziik.

A definiciokbdl azonnal kovetkezik az alabbi allitas.

2.22. Allitds. A homotécidk pontosan azok az affin transzformdcick, amelyek a
kibbvitett euklidészi siknak olyan centrdlis-axidlis kollinedciojdt hatdrozzdk meg,
melynek tengelye az £*° végtelen tdvoli egyenes. a

A 2.11 é4llitas és a projektiv linedris leképezések definicidja szerint a
¢ : (x,y) = (a11x + a2y + by, a21x + axny + by) affin transzformécié az
(xo : x1 : 0) végtelen tavoli pontot az (a11x0 + a12X1 : a21X0 + axx1 : 0)
pontba viszi. Tehat ¢ akkor és csakis akkor homotécia, haa; = ax =a #
0 ésajp = ay; = 0. Tehat a homotécidk koordinétas alakja

o:(x,y) = (ax+by,ay+by), a,b1,bp € Ra #0.

Ha a = 1, akkor ¢ eltolds és a centruma a (by : by : 0) végtelen tavoli

b b
pont. Haa # 1, akkor ¢ kozéppontos nytjtas a ardnnyal és ( 1 _1 g _2 a)
centrummal.
A homotécidk felhasznalasaval meggondolhatjuk, hogy a projektiv sik-

nak , kelléen sok” centralis-axidlis kollineacidja van.
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2.23. Allitas. Legyen t a projektiv sik tetsz6leges eqyenese és P, Q és Q' hdrom
tetszbleges projektiv pont 1igy, hogy Q, Q" & t, P, Q, Q' kollinedrisok és Q, Q" #
P. Ekkor pontosan egy olyan ¢ centrdlis-axidlis kollinedcié létezik, amelynek t
tengelye, P centruma és Q képe Q'.

Bizonyitds. El6szor tegytik fel, hogy t = £*° a végtelen tavoli egyenes. Ha
P € t, akkor ¢ csak az az eltolas lehet, amely Q-t Q'-be viszi. Valdban,
ennek centruma a QQ’ végtelen tavoli pontja, azaz P. Ha P kozonséges
pont, akkor egy egyértelmiien meghatarozott P nyujtds viszi Q-t Q'-be,
hiszen P, Q és Q' kollineéarisak.

Tekintsiik most az &ltaldnos esetet, és vegyiink egy olyan « transzfor-
méciot, amely t-t £*-be viszi. Legyen R = a(P), S = «(Q) és §' =
a(S). Mivel ekkor R, S, S’ kollineérisak, az eléz6ek alapjan létezik egy
Y centrélis-axidlis kollineédci6, melynek tengelye £°°, centruma R és §' =
P(S). Konnyen leellendrizhetd, hogy ekkor a ¢ = a~! o ¢ o a projektiv
leképezés teljesiti az allitdsban tamasztott feltételeket. O

2.5. A teljes négyoldal projektiv tulajdonsagai

Mindenkinek van egy szemléletes képe arrél, hogy mit jelent azt, hogy egy
egyenesen egy pontpdr elvdlaszt két pontot. Azt precizen az aldbbi médon
definidlhatjuk.

2.24. Definicié. Legyenek A1, Ay, B1, By egy kozonséges egyenesre eso kiilon-
bozo pontok. Azt mondjuk, hogy az Ay, Ay pontpdr elvalasztja a By, B, pont-
pdrt, ha Ay, Ay kdzonséges pontok és az A1 Ay zidrt szakasz a By, By pontok koziil
pontosan az egyiket tartalmazza, illetve ha A1, A, valamelyike végtelen tdvoli és
a mdsik a By By zdrt szakasz belso pontja.

Mivel kozonséges pontok kozrefogasa affin invaridns, azaz affin transzfor-
macié nem véltoztat rajta, az elvélasztds fogalma is affin invaridns. Kény-
nyen meggondolhat6, hogy a vetités szintén megérzi a elvélasztast. (El-
lentétben a kozrefogassal.)

2.25. Definicié. Legyen adott négy dltaldnos helyzetii eqyenes a projektiv sikon:
e1, e, 63, e5. APj =eNej(i,j€ {1,2,3,4}, i # j) pontokat csucspon-
toknak, az a1 = PipP34, ay = P13P4, a3 = P14Po3 egyeneseket dtloknak, az
Ay = apNaz, Ay = a1 Naz, A3 = ay N ay pontokat &tlés pontoknak ne-
vezziik. Az egyenesek, az dtlok, csiicspontok és dtlés pontok Gsszességét teljes
négyoldalnak nevezziik.

2.26. Definicié. Azt mondjuk, hogy az { A1, Ay} pontpdr harmonikusan elva-
lasztja a {Cy, Co } pontpdrt, ha mind a négy pont eqy egyenesre esik és létezik egy
olyan teljes négyoldal, melynek A, A; dtlés pontjai, C1, Cy pedig csiicspontjai.
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A definiciébdl és a projektiv transzforméciok egyenestartdsabol azon-
nal adddik a kdvetkezd allitas.

2.27. Allitas. A harmonikus elvdlasztds projektiv invarians, azaz ha Ay, Ao
harmonikusan vdlasztja el C1, Co-t akkor minden ¢ projektiv transzformdcio ese-
tén (A1), (Ay) is harmonikusan vdlasztja el p(Cy), @(Cy)-t. O

2.28. Allitds. Ha Ay, Ay, Cy az e egyenes hdrom kiilonbozé pontja, akkor ponto-
san egy Co € e pont létezik 1igy, hogy A1, Ay harmonikusan vdlasszdk el Cq, Ca-t.

Bizonyitds. A projektiv invariancia miatt feltehetjiik, hogy e = £*° a vég-
telen tavoli egyenes. (A bizonyitds ezen médszere lényegében megegye-
zik a 2.16 és 2.23 allitdsok bizonyitdsdban hasznalt médszerrel.) Jeldlje
e1,e2,e3,¢e4 a teljes négyoldal oldalegyeneseit, ekkor megfelel indexelés-
sel e1 || ex és e3 || es adddik, vagyis a négyoldalt egy paralelogramma
hatdrozza meg. A tény, hogy A, A, és C; adott, azt jelenti, hogy ismerjiik
a paralelogramma oldalainak és egyik atldjdnak parhuzamossagi oszta-
lyait. Elemi tton is meggondolhat6, hogy ekkor a paralelogramma egy
homotécia erejéig egyértelmiien meg van hatarozva, mas széval két meg-
feleld paralelogramméhoz létezik egy olyan homotécia, amely az egyiket
a masikba viszi. Ez azt jelenti, hogy a harom adott parhuzamossagi osz-
taly egyértelmiien meghatarozza a masik atlé parhuzamossagi osztalyat,
ami egyértelmiien meghatarozza a C, végtelen tavoli 4tlos pontot. O

2.29. Allitas. A harmonikus elvdlasztds invaridns a vetitésre.

Bizonyitds. Legyen Ay, Ay,C1,Cy € eés By,By,D1,D; € f, e # f és te-
gylik fel, hogy valamely P ¢ ¢, f pontra a 7, ¢ p vetités az A1, Ay, C1, G
pontokat rendre a By, By, D1, D, pontokba viszi. Rogzitsiink egy tetszdle-
ges, e-t0l és f-t6l kiillonbozb t egyenest, amely dtmegy a T = e N f met-
szésponton. Ekkor a 2.23 allitas szerint létezik egy t tengelyli, P cent-
rumu centralis-axidlis kollinedcié, amely A;-t Bi-be viszi, jeldljiik ezt ¢-
vel. T € t miatt T fixpont, ezért e = TA; képe f = TB;. A P-re illeszkedd
egyenesek mind fixek, azaz az A, C1, C; pontok ¢ melletti képei rendre
By, D1, Dy. Mivel @ projektiv transzformacio, ezért elmondhatjuk, hogy
Aq, Ay akkor és csak akkor vélasztjak el harmonikusan Cq, C,-t, haa By, By
ugyanigy tesz D1, Dy-vel. O

Természetes elvaras, hogy a harmonikus elvélasztas megfeleljen az al-
fejezet elején definialt szemléletes elvélasztas fogalmdanak is.

2.30. Allitas. Ha egy kozonséges eqyenes Ay, Ay pontjai harmonikusan elvd-
lasztjdk By, By-t, akkor elvdlasztjdk ket a 2.24 definicid értelmében is.
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Bizonyitds. Egy négyzet atlojara két szemkozti Cq, C; csticspontja, egy ko-
zonséges A1 atléspontja és egy végtelen tavoli A, atléspontja illeszkedik,
mivel a négyzet altal meghatdrozott teljes négyoldal harmadik &atl6ja a
végtelen tavoli egyenes. Ebben az esetben tehat a két 4tl6s pont harmoni-
kusan és szemléletes is elvélasztja a két csticspontot. Ha most egy tetszo-
leges e egyenesen az Bj, By pontok harmonikusan valasztjak el D1, D»-t,
akkor mozgassuk el e-t gy, hogy By Aj-be keriiljon és jeloljiikk P-vel az
ApBy N C1Dq pontot. A 2.28 és 2.29 éllitasok szerint ekkor C, vettilete D,
és igy kapjuk, hogy Bj, By is elvélasztja D1, D,-t a szemléletes értelemben
is. a

Végezetiil meggondoljuk, hogy a harmonikus elvélasztds szimmetri-
kus. A projektiv invariancia miatt ezt elegendd arra az esetre megmu-
tatni, amikor A1(1 : 0 : 0), A2(0 : 1 :0) és C1(1 : 1 :0). Ekkor a teljes
négyoldalt tudjuk ugy valasztani, hogy azt az euklidészi sik (1,0), (0,1),
(=1,0), (0, —1) négyzete hatdrozza meg. Ekkor a C; csticspont homogén
koordinatdi Co(—1:1:0). A Cq,Cy illetve A1, Ap pontok viszont a (0,0),
(0,1), (1,0), (1,1) egységnégyzet atlés pontjai illetve csticspontjai, ami
bizonyitja az allitast.

Ennek fényében a tovabbiakban a ,két pontpdr harmonikusan vélaszt-
ja el egymist” megfogalmazast fogjuk haszndlni.

2.6. Az euklidészi sik projektiv transzformacioi

Korabban lattuk, hogy az euklidészi sik (x, y) — (a11x + a1oy + by, a21x +
axy + by) affin transzformacioja a végtelen tavoli elemekkel kib6vitett si-

kon az
a1 ap by
a1 ax by
0 0 1

matrixszal megadott projektiv linearis leképezésnek felel meg. Tekintsiink
most egy &ltaldnos

oo 4do1 A02
A= aip 411 412 , det(A);éO

azp dz1 42

matrix altal meghatdrozott ¢ 4 projektiv leképezést. Mint mér emlitettiik,
pontosan az m : axyXo + a1 X1 + a2 X, = 0 projektiv egyenes pontjai azok,
amelyek ¢ 4 melletti képei végtelen tavoli pontok. Ha ¢ 4 nem affin transz-
forméci6, azaz m # £*°, akkor m az a)X + a»1Y + axx = 0 egyenletti ko-
zonséges egyenes. A P(x,y) ¢ m kozonséges pont P! = @ 4(P) képe a

P'(agox + apy + agy : a10x + a11y + a1z : axX + a1y + ax)
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projektiv pont. Mivel feltevés szerint a P’ utolsé homogén koordinétéja
nem nulla, P’ megadhat6 a

p' (ﬂoox +ap1y +ap2  aiox +any+ap 1)
ax0X +ax1y +ax axX+dxiy +ax

homogén szamharmassal is. Ez azt jelenti, hogy a ¢4 : P — P’ alakja
euklidészi koordinatdkkal az m egyenesen kiviil

apoX +aop1y +apx ajpox +any + 6112)

: P P’
Ya:P(x,y) (azox-l—azﬂ/-l-ﬂzz' 20X + a21Y + a2

(2.2)

2.31. Definici6. Legyen A = (a;;) 3X-as mdtrix nulldtdl kiilonbozo determi-
ndnssal. Ekkor a (2.2) alakii 1 4 leképezéseket az euklidészi stk A dltal meghatd-
rozott tortlinedris leképezésének nevezziik. Az m : aX + anY +axp =0
egyenest, amennyiben kozonséges egyenes, a 14 szingularis egyenesének hiv-
juk.

2.32. Allitas. A tortlinedris leképezések a szinguldris egyenesen kiviil jol defi-
nidlt eqyenestarto leképezések. Adott tortlinedris leképezés esetén két egyenes
képe akkor és csak akkor pdrhuzamos, ha az egyenesek metszéspontja a szingu-
ldris eqyenesen fekszik.

Bizonyitds. Mindkét allitas kovetkezik a definiciébdl, valamint a kibdvitett
euklidészi sik projektiv leképezéseinek tulajdonsagaibol. O

Egy tortlinedris leképezés nyilvan pontosan akkor affin transzforma-
ci6, ha nincs szinguldris egyenese. Ezt fogalmazza meg egy kicsit béveb-
ben a kovetkez6 tétel.

2.33. Tétel. Tekintsiik az euklidészi sik 1 tortlinedris leképezését. Ekkor az aldb-
biak ekvivalensek:

(i) 1 affin transzformdcié.

(ii) -nek nincs szinguldris egyenese.

(iii) 1 az egész sikon értelmezett.

(iv) Pdrhuzamos egyenesek 1 melletti képei szintén pdrhuzamosak, azaz min-
dene, f eseténe || f < YP(e) || Y(f).

(v) 1 osztéviszonytarto.

Bizonyitds. Az (i), (ii), (iii) pontok ekvivalencidja trividlis és az 1.12 tétel
szerint (i) = (v). Ha feltessziik (v)-t, akkor barmely P ponthoz véalasz-
tunk olyan t6le kiilonb6z6, de vele kollinedris Py, P, pontokat, amelyekben
1 értelmes. Ekkor P képe a 1p(P;)y(P,) egyenes azon egyértelmiien meg-
hatérozott P! pontja, amelyre teljesiil (P;P,P) = (P(Py)p(P>)P'). Tehat ¢
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mindeniitt értelmezett és (v) = (iii). Végiil (ii) és (iv) ekvivalencidja
kovetkezik abbdl az észrevételbdl, hogy két egyenes 1p melletti képe ak-
kor és csak akkor parhuzamos, ha az egyenesek 1 szingularis egyenesén
metszik egymast. O

A fentiek értelmében minden projektiv leképezés meghatdroz az euk-
lidészi sik egy nem feltétleniil mindentitt értelmezett egyenestarté transz-
formécidjat. Ezen beliil beszélhetiink az euklidészi sik centralis-axidlis
kolline&cidirdl is, persze ekkor a centrum és a tengely fogalmat kiterjeszt-
jik a végtelen tavoli elemekre is.

2.34. Definicié. Legyen ¢ olyan affin transzformdcid, amelynek létezik egy ¢
pontonként fix egyenese és amelyre a Po(P) alakii egyenesek (P ¢ £) egyetlen
pdrhuzamossdgi osztdlyt alkotnak. Ekkor azt mondjuk ¢ £ tengelyii nyiras, il-
letve parhuzamos nyujtds, attol fiiggden, hogy £ beletartozik-e a szébanforgé
pdrhuzamossdgi osztdlyba vagy sem.

Az nyilvanval6, hogy a nyirasok és parhuzamos nyujtasok pontosan azok
a centralis-axidlis kollinedciok, amelyeknek tengelye kozonséges egyenes,
centruma pedig végtelen tavoli pont. A nyirdsok esetében a centrum il-
leszkedik a tengelyre, a pdrhuzamos nyujtdsok esetében nem.

2.35. Allitas. Legyen \ az euklidészi sik identitdstol kiilonbozs centrdlis-axidlis
tortlinedris leképezése t tengellyel és C centrummal. Ekkor y-re az aldbbi tdbld-
zatban leirt esetek egyike dll fenn.

ttengely | Ccentrum | illeszkedés | Y jellemzése
végtelen tdvoli | végtelen tdvoli C|t eltolds
végtelen tdvoli |  kdzonséges Ctt kozéppontos nyiijtds
kozonséges | végtelen tdvoli C|t nyirds
kozonséges | végtelen tdvoli Ctt pdrhuzamos nyujtds
kozonséges kozonséges - nem affin transzformdcio
(tengelyes perspektivitds)

Bizonyitds. Az els6 két esetet targyaltuk a homotécidkndl, 1d. a 2.22 al-
litast. A mdsodik két eset pont az imént definidlt nyirds és parhuzamos
nyujtds esete. A harmadik esetben csak azt kell meggondolnunk, hogy 1p
pontosan abban az esetben nem affin, ha mind a tengely, mind pedig a
centrum kozonséges elem. Valoban, ekkor a végtelen tavoli egyenes nem
tengely és nem is illeszkedik a centrumra, valamint ¢ # id, igy a végtelen
tavoli egyenes nem lehet fixegyenes és 1 a 2.33 tétel szerint nem lehet affin
transzformécio. O

2.36. Definicié. A kozonséges centrummal és tengellyel rendelkez0 centrilis-
axidlis kollinedciokat tengelyes perspektivitdsoknak is nevezziik. Azokat a pdr-
huzamos nyiijtdsokat, ahol a centrum dltal meghatdrozott parhuzamossdgi osztdly
(a nyijtds ,irdnya”) merdleges a tengelyre, merdleges nyujtasoknak nevezziik.
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Az alfejezet végén egy olyan centralis-axidlis kollinedcidkra vonatkozé
tételeket bizonyitunk, amelyek fontos szerepet jatszanak a perspektivikus
abrazolasok elméletében.

2.37. Tétel. Legyenek A, B,C, D a K néqyszog csiicsai az euklidészi sikon és te-
gyiik fel, hogy a szemkozti AB, CD illetve BC, DA oldalpdrok koziil legaldbb az
eqyik nem pdrhuzamos. Ekkor létezik olyan ¢ tengelyes perspektivitds, amely az
A, B, C, D pontokat egy egységnégyzet négy eqymdst kivetd csiicsaiba viszi.

Bizonyitds. Jelolje £ az E = ABNCD és
F = BC N DA metszéspontokat 0sszekotd
egyenest. A feltétel szerint legaldbb az
egyik metszéspont kozonséges, azaz ¢ ko-
zonséges egyenes. Az E, F illetve H = £ N
AC és G = £N BD pontok a K négyszog
altal meghatarozott teljes négyoldal cstics-
pontjai illetve atlés pontjai, mint a 2.30 4lli-
tasban lattuk, ezek elvalasztjadk egymast a
szemléletes értelemben. Ebben az esetben
az E, F illetve H, G szakaszok folé rajzolt
Thélész-koroknek létezik metszéspontjuk
(Id. a 2.2 feladatot), jeloljink egy ilyet
P-vel. (Lasd a 2.1 abrat.) Amennyiben
az E, F valamelyike végtelen tavoli, akkor
Thalész-kor helyett a masikba allitott £-re
merdleges egyenest vesziink, és hasonléan jarunk el, ha H, G valamelyike
végtelen tavoli.

Vegyiink most egy tetszbleges, ¢-el parhuzamos t egyenest a t # ¢
és P & t feltételekkel, és legyen ¢ egy olyan t tengelyti és P centrumu
centrdlis-axidlis kollinedci6, amely f-et az £ végtelen tavoli egyenesbe
viszi. A 2.23 4llitas szerint ilyen létezik, a 2.33 tétel szerint ¢; tengelyes
perspektivitds £ szinguldris egyenessel. Legyen A" = ¢1(A), B' = ¢1(B),
C'=¢1(C), D' = p1(D).

Mivel az AB és CD egyenesek E metszéspontja ¢-en fekszik, A'B’ ||
C'D’, 1asd a 2.32 allitast. Hasonloéan, B'C' || D'A’, tehdta K = A’'B'C'D’
négyszog paralelogramma. Az AB és PE egyenesek metszéspontja szintén
¢-beli, ezért A'B' parhuzamos PE képével, ami viszont sajat maga, mert P
centrum. Tehat A’B" || PE és hasonl6 okbol A’D' || PF. Mivel P illeszkedik
az EF szakasz Thélész-korére, ezért PE L PF, ésigy A'B' 1 A’D’, vagyis
K’ téglalap.

Hasonl6 triikkel mutatjuk meg, hogy K’ 4tl6i mer6legesek egymasra:
ACNPH € ¢,igy A'C' || PH; hasonléan B'D’ || PG, és mivel a PHGA de-
rékszogli, A'C' L B'D’. Ez aztjelenti, hogy a K’ téglalap atléi mer&legesek
egymadsra, azaz K’ négyzet.

2.1. dbra: Tengelyes perspektivitas
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Végezetiil jelolje g, a P centrumd, 1/a ardnyt homotéciat, ahol a a
K’ négyzet oldalhossza és legyen ¢ = ¢; o ¢1. Ekkor nyilvan ¢ egy P
centrumu centralis-axidlis kollinedci6, amely az ABCD négyszoget egy-
ségnégyzetbe viszi. ¢, tengelye a végtelen tavoli egyenes, igy ¢ tengelyé-
nek kozonségesnek kell lennie, mert kiildnben @1 = ¢, " o ¢ tengelye is
£ lenne. Tehét @ a keresett tengelyes perspektivitas. O

2.38. Tétel. Adott ABCA és AygBoCoA hdromszogekhez létezik 1 merdleges
nyiijtds, amelynek tengelye dtmegy C-n és amely az ABCA-t egy AgBoCoAA-hoz
hasonlé hdromszogbe viszi.

Bizonyitds. Legyen a olyan hasonldségi transzformaci6, amelyre a(Ag) =
A és a(By) = B, ennek létezéséhez 1d. a 2.3 feladatot. Definidljuk a C" =
a(Cp) pontot és jeldlje k azt a kort, amely-

nek a kozéppontja az AB egyenesen van |
és tartalmazza C-t és C"-t. Jelolje D, P a k
kor AB-n fekvé atmérdjének két végpont-
jat. Legyen 3 olyan hasonl6sagi transzfor-
méci6, amely P-t fixen hagyja és C"-ta C
pontba viszi és tekintsiik az A" = 3(A),
B' = B(B), D' = B(D) pontokat. (Lasd
a 2.2 4brét.) Ekkor nyilvan az A'B'CA ha-
sonl6 az eredetileg adott AgByCoA-hoz.
Mivel 3 osztéviszonytarts, igy (PAB) =
(PA'B") és (PAD) = (PA'D'), és a parhu-
zamos szel6k tétele szerint AA’ || BB’ ||
DD'. (A parhuzamos szel6k tételével kap-
csolatosan lasd a 2.4 feladatot.) A Thalész-
kor miatt a PDC" A C"-nél levd szoge de-
rékszog, ezért a B melletti képe is az: PCD'< = 90°. Masrészrol a k
Théalész-kore a PCDA-nek is, azaz PCD< = 90°, tehat C € DD’ és
DD’ 1 t. Ez viszont aztjelenti, hogy az AA’, BB egyenesek szintén mers-
legesek t-re.

Legyen 1 az a centrdlis-axidlis kollinedci6, melynek tengelye t, cent-
ruma a f-re meréleges egyenesek végtelen tavoli pontja és amely A-t A’-be
viszi. Ekkor 1) merdleges nyujtas, amely létezése a 2.23 &llitdsbol kovetke-
zik. Ekkor a t-re mer6leges egyenesek 1 fixegyenesei és p(PA) = PA/,
azaz \P(B) = B’ és az ABCA 1 melletti képe az A'B'CA, amely hasonld
az AgByCoA-hoz. O

2.2. dbra: Merdleges nyujtas

2.39. Kovetkezmény. Legyenek A, B, C, D a K négyszog csiicsai az euklidészi
sikon. Ekkor létezik olyan ¢ centrdlis-axidlis kollinedcid, amely az A, B, C, D
pontokat egy négyzet négy egymdst kovetd csiicsaiba viszi. A @ akkor és csak
akkor affin transzformdcié, ha AB || CD és BC || DA.
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Bizonyitds. Csak az az eset szorul bizonyitdsra, amikor ABCD paralelo-
gramma. Ekkor a 2.38 tétel szerint létezik 1 parhuzamos nyujtas, amely
az ABCA-t egy egyenl6szart, derékszogli haromszogbe viszi. Mivel ¢ af-
tin transzformaécio, ezért parhuzamos egyenesek képei is parhuzamosak
(Id. a 2.33 tételt), ezért ¢ az ABCD paralelogrammaét négyzetbe képezi. O

A kés6bbi alkalmazhat6sag szempontjabol a 2.38 tétel tovabbi pontosi-
tasra szorul.

2.40. Lemma. Legyen 1 olyan t tengelyii, A ardnyii merdleges nyiijtds, amely az
ABCA-et az A'B'C/A-be viszi. Legyen F a t-re C-ben dllitott merleges, A = 1/A
és legyen 1\ a f tengelytl, A ardnyii merdleges nyiijtds. Ekkor az A'B'CA és
A"B"CA = Pp(ABCA) hdromszigek hasonlok.

Bizonyitds. Az o = 1 o P~ 1 kollineéci6 nyilvan fixen hagyja a C pontot és a
t, f egyeneseket, és teljestil a(A’B'CA) = A”B"CA. Elegendd tehat meg-
mutatni, hogy o hasonlésagi g |f B
transzforméacié. A p~! me- /\ ,
réleges nytijtds a t egyenesen 4 4
az identitas, a f-n pedig 1/A g

aranya nyujtds. Hasonléan, ,:/ t
a 1 a Fn identitds, t-n pe- T < C
dig A = 1/A ardnyt nyujtés. A B’

Ezek « szorzata tehat mind
t-n, mind pedig f-n 1/A ara-
nyu nyujtast hatdroz meg. Mivel « affin transzforméci6, igy a parhuza-
mossdg megtartdsa miatt nem lehet mds, mint a C kozéppontt, 1/A ara-
nyu centrdlis nyujtés. O

2.3. dbra:

2.41. Allitas. Adott ABCA és AgByCo/\ hdromszogekhez létezik 1 merdleges
nyuijtds, melynek ardnya abszoliit értékben nagyobb 1-nél és amely az ABCA-t
eqy AoBoCoA-hoz hasonlé hdromszogbe viszi.

Bizonyitds. Legyen 1p a 2.38 tétel szerint 1étezé merdleges nytjtds. Ha
A < 1, akkor a 2.40 lemma szerint 1 egy minden szempontbdl megfelels
merdleges nyuijtas. O

2.7. Feladatok

2.1. feladat. Bizonyitsuk be az eddig hasznalt koordindtageometriai esz-
kozokkel a Thalész-tételt.

2.2. feladat. Legyenek A, B,C, D az e egyenes kozonséges pontjai és te-
gyiik fel, hogy A, B elvdlasztja C, D-t a 2.24 definici6 értelmében. Mutassa
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meg, hogy ekkor az AB és CD szakaszok folé irt Thalész-korok két pont-
ban metszik egymast. Mit mondhatunk arrél az esetrdl, ha a négy pont
valamelyike végtelen tavoli?

2.3. feladat. Mutassa meg, hogy az euklidészi sik adott Py, P», Q1, Q> pont-
jathoz (P; # P>, Q1 # Q2) pontosan két hasonlésagi transzformécié léte-
zik, amely P;-et Q1-be, Pp-t pedig Qp-be viszi.

2.4. feladat. (Parhuzamos szel6k tétele.) Legyenek eq, e; a P pontra illesz-
ked6 kiilonb6z6 egyenesek az euklidészi sikban. Az A1, By € e1, Ay, By €
ep pontokra akkor és csakis akkor teljesiil (PA1B1) = (PA3B;), haaz A1A;
és B1B, egyenesek parhuzamosak.

2.5. feladat. Legyenek e1,e; a P pontra illeszked kiilonbzé egyenesek
az euklidészi sikban. Az Ay, By,Cy € ey, Ap, By, Cy € ep pontokra akkor
és csakis akkor teljesiil (A1B1C1) = (A2B2Cy), ha az A1Ay, B1By, C1Co
egyenesek mind parhuzamosak.

2.6. feladat. Adott ABCA és AygByCo/A hiaromszogekhez keressiik meg
az 0sszes olyan mer0leges nyujtast, amely az ABCA-t egy AgByCoA-hoz
hasonl6 haromszogbe viszi.



3. fejezet

A vetitések geometridja

3.1. Az euklidészi tér alapfogalmai

A haromdimenziés euklidészi tér ponthalmaza R3, a P (x1, y1,21) illetve
P>(x7,Y2,22) pontok tdvolsiga

d(Py, Pp) = \/(xl —x2)%+ (1 — ¥2)> + (21 — 22)*.

A skalarszorzat fogalmanak felhasznélasaval ezt d(Py, P) = /(x1 — x7)?
alakban is irhatjuk.

A sikok az aX + bY + cZ +d = 0 alakua egyenletek megolddshalmazai,
ahol a,b, c nem mindegyike nulla. Az a = (a,b,c) vektor a sik normal-
vektora, ez egy nem nulla konstans szorz6 erejéig van meghatdrozva. A

Pl—P; vektorokat, ahol Py, P, a X sik pontjai, X-beli vektoroknak nevezziik.
Ezek pontosan a ¥ normdlvektordra merdleges vektorok, ezek halmazat
Vs-val jeloljiik.

Fel szeretnénk hivni a figyelmet a X és Vs halmazok kozotti kiilonbség-
tételre. Egyrészrol * elemei pontok, mig Vs elemei ,csak” vektorok, mds-
részrél a £ pontjainak helyvektorai dltaldban nem Z-beli vektorok. ¥ = Vy
pontosan abban az esetben teljestil, ha d = 0.

Tekintstink hdrom u, v, w Z-beli vektort, ezek mindegyike merd&leges a
I sik a normdlvektordra. A Cramer-szabdly szerint ekkor a hdrom vektor
linedrisan fligg®, azaz ciu + cov 4 caw = 0 teljesiil valamilyen nem csupa
nulla ¢y, ¢y, c3 € R szdmra. Ha c3 # 0, akkor még az is igaz, hogy w eléall
u és v linedris kombindci6jaként. Specidlisan, ha u, v linedrisan fiiggetle-
nek, akkor c3 nem lehet nulla, és ekkor minden X-beli w vektor el6all u,
v linearis kombindcidjaként. Forditva, az u és v linedris kombindcidjaként
el64ll6 vektorok mind mer6legesek a-ra, tehét

Vs ={Au+pv | A ueR}.

45
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Legyen P;, P,, P3 a tér harom pontja és tegyiik fel, hogy ezek nem il-
leszkednek egy egyenesre, ekkor a P;P,, P; P; vektorok nem egymads ska-
larszorosai, vagyis linearisan fiiggetlenek. A térbeli Q pont akkor és csak

akkor illeszkedik X-ra, ha Iﬁ Z-beli vektor, ami ekvivalensolyan A, u € R
szamok létezésével, amelyre

— -
E@=AHH+HH%'

Koordinatékkal kifejezve azt kapjuk, hogy haaz u = xp —x1, v = x3 —
x1 vektorok nem egymds skaldrszorosai, akkor a Pi(x1), P2(x2), P3(x3)
pontok egyértelmtien meghataroznak egy X sikot, melynek minden pontja
Q(y), y = xu + yv + x7 alakt. Ez aztjelenti, hogy az

r:R* - RS, r(x,y) = xu+yo+x; (3.1)

leképezés bijekcio az euklidészi sik és L kozott; ezt a I sik (linedris) para-
méterezésének mondjuk. Konnyen meggondolhat6, hogy minden olyan
(3.1) alakt leképezés, ahol u, v linedrisan fiiggetlenek, egy sik paramétere-
zése.

Legyenek Q1 = r(x1,y1) és Q2 = r(x2, y2) tetszbleges pontok a Py, Py,
P; pontok altal meghatédrozott X sikon. Ekkor

d(Q1,Q2) = V(r(x1, 1) —r(x2,12))?
= ((x1 — x2)u+ (y1 — y2)v)?
= V(v —x2)%u? +2(x1 — x2)(y1 — y2)uw + (y1 — y2) %07

Tegyiik fel, hogy a Py, P>, P3 pontokat tgy vélasztottuk, hogy egységnyi
széru deréksziigli haromszoget alkossanak, azaz d(Py, P,) = d(P1, P3) =1
és PP P3<t = 90°. Ez azt jelenti, hogy u, v merdleges egységvektorok,
tehat u? = v = 1, uv = 0. Ekkor d(Q1, Q) = /(x1 — x2)2 + (y1 — 12)%
vagyis az r : R> — R® leképezés tdvolsagtarto.

A ;i X+ Y+c1Z+di =068s%y : ar X +byY +c2Z +dr = 0sikok
parhuzamosak, ha az a1 = (a1,b1,¢1), ap = (a2, by, ¢2) normalvektorok
egymas skaldrszorosai. Ekkor nyilvan £; = £, vagy £; N X, = (). Tegyiik
most fel, hogy Z; |f X5, ekkor az

a1X+b1Y-}—c12+d1 =0
azx—i—sz—}—CzZ—}—dz:O

egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa létezik, amely mind

y=tu+x
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alakt, ahol x egy tetszblegesen rogzitett megoldds és u az a; és a, vekto-
rok vektoridlis szorzata: u = a; X ay. Az ilyen ponthalmazokat térbeli
egyeneseknek nevezziik. Az

R—>R3, t—tu+x

leképezést az egyenes (linedris) paraméterezésének hivjuk. A sikbeli sz4-
molasokhoz hasonléan megmutathat6, hogy két pont egyértelmtien meg-
hatdroz egy egyenest a paraméterezésével egyiitt. Az u vektor a fenti egye-
nes irdnyvektora.

3.1. Definicié. Két térbeli sik parhuzamos, ha megegyeznek vagy nincs kozos
pontjuk. Két térbeli egyenes parhuzamos, ha megegyeznek, vagy ha egy sikban
vannak és nincs kozos pontjuk. EQy egyenes és egy sik parhuzamosak, ha az

egyenes a sikban van, vagy pedig ha nincs kozds pontjuk. Két egyenes kitér6, ha
nincs kozos sikjuk.

A kovetkez¢ 4llitas bizonyitasa szemléletes megkozelitésben trividlis,
de a definiciokbdl is konnyen levezethetd.

3.2. Allitds. Az euklidészi tér pontjai, eqyenesei és sikjai kozott az aldbbi illesz-
kedési reldcidk dllnak fenn.

(1)  Két pont eqyértelmiien meghatdroz egy egyenest.
(2)  Hdrom nem kollinedris pont egyértelmiien meghatdroz egy sikot.

(3)  Egy pont és egy rd nem illeszkedd eqyenes egyértelmiien meghatdroz egy
sikot.

(4)  Két metsz8 egyenes egyértelmiien meghatdroz egy sikot.

(6)  Egy sik és egy egyenes vagy pdrhuzamosak, vagy pedig egyetlen kozos
pontjuk van.

(6)  Két kiilonbozd sik vagy pdrhuzamos, vagy pedig egy egyenesben metszik
eqymadst.

(7)  Adott P ponthoz és e egyeneshez pontosan egy f egyenes létezik, mely
tartalmazza P-t és pdrhuzamos e-vel.

(8)  Adott P ponthoz és L sikhoz pontosan egy A sik létezik, mely tartalmazza
P-t és parhuzamos X-val.

(9)  Adott ¥ sikhoz és a vele pdrhuzamos e egyeneshez pontosan egy A sik
létezik, mely tartalmazza e-t és parhuzamos X-val. O
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3.2. Térbeli végtelen tavoli elemek

Az euklidészi sik projektiv lezarasa kézenfekvé modon édltalanosithaté az
euklidészi térre is: A végtelen tavoli pontokat az egyenesek parhuzamos-
sdgi osztdlyaihoz, a végtelen tdvoli egyeneseket pedig a sikok parhuza-
mossagi osztalyaihoz rendeljiik hozza. A végtelen tavoli pontok és egye-
nesek alkotjdk a végtelen tavoli sikot. Ez utébbi nem illeszkedik egyetlen
kozonséges elemre sem, mint ahogy végtelen tavoli egyenesek sem illesz-
kednek kozonséges pontokra. Kozonséges pont illetve egyenes végtelen
tavoli egyenesre illetve sikra torténé illeszkedését a kozonséges elem és a
megfeleld parhuzamosséagi osztdly viszonya hatdrozza meg. Pl. egy ko-
zOnséges egyenes akkor illeszkedik egy végtelen tavoli sikra, ha a sik altal
meghatarozott parhuzamossagi osztély tartalmazza az egyenest.

3.3. Allitas. A végtelen tdvoli elemekkel bbvitett tér illeszkedési tulajdonsdgai:

(1)  Két pont eqyértelmiien meghatdroz eqy egyenest.

(2)  EgQy egyenes és egy rd nem illeszkedd pont egyértelmiien meghatdroz egy
sikot.

(3)  Két kiilonbozo sik metszete egyenes.
(4)  Egy egyenes és egy rd nem illeszkedd sik metszet egyetlen pont. O

Py

A sikhoz hasonléan a végtelen tavoli elemekkel bovitett térben is be-
vezethetiink homogén koordindtarendszert, ekkor pl. a pontokat (xg : x7 :
xp : x3) alakti homogén szamnégyesekkel adjuk meg. Ezt a részt nem
kivanjuk itt b6vebben kifejteni, de megjegyezziik, hogy a sikbeli eset fi-
gyelmes attanulmanyozasa utdn az érdekl6d6 olvasé onalldan is megpro-
balkozhat a részletek kidolgozédsaval.

A tovédbbiakban a megfontoldsainkat a végtelen tavoli elemekkel ki-
bovitett euklidészi térben végezziik oly médon, hogy a megértést meg-
konnyitend6 igyeksziink mindig kiilonbséget tenni kozonséges és végte-
len tadvoli geometriai objektumok kozott.

3.3. Parhuzamos és kozéppontos vetités

Az &brdzolégeometria szempontjabdl leglényegesebb leképezések a tér-
beli sikok kozott torténd parhuzamos és kozéppontos vetitések. Legyenek
Xy, I, kiilonboz6 sikok, Z ¢ Xq,X; pont, és v ¢ Vs , Vs, vektor. Te-
kintstink egy tetszbleges P € X; pontot, és jelolje e illetve f a e = PZ
illetve a P-n dthalad¢, v irdnyvektora egyeneseket. Azt mondjuk, hogy a
P Z centrumbdl vett kdzéppontos, illetve v irdnyt parhuzamos vetiilete
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aP' =eNnkilletve P = f NI, kdzonséges vagy végtelen tavoli pont.
Jeloléssel: P’ = my, 5, 7(P) és P = py, 5, v(P)

Nyilvanvald, hogy projektiv szempontbdl ez a két tipus nem kiilonbo-
zik, hiszen a py, 5, v parhuzamos vetités a v irdnyt egyenesek oszélya al-
tal meghatarozott végtelen tavoli kozéppontbdl vett vetitésnek felel meg.
A végtelen tavoli elemekkel bovitett tér illeszkedési tulajdonségainak fel-
hasznaldsaval bizonyithat6 az aldbbi allitas.

3.4. Allitas. ps, 5, v bijekcidt hatdroz meg 1 és L, kozonséges elemei kozott.
Ty, 5,7 akkor és csak akkor hatdroz meg bijekciot L1 és L, kozonséges elemei
kozott, ha X1 || 2o,

Bizonyitds. Nyilvan elegendd azt vizsgélni, amikor py, 5, v illetve 715, 5, 7
végtelen tavoli elemet ugyanilyenbe képez. Parhuzamos vetités esetén
mindig ez a helyzet, hiszen a két sik végtelen tavoli egyenese egy sikba
esik a vetités végtelen tdvoli centrumdval. Kozéppontos vetités esetén
ugyanez csak akkor teljestilhet, ha ¥ és X, végtelen tavoli egyenesei egy-
beesnek, azaz ha Xq || ;. O

A vetitések nagyon egyszerti médon jellemezhet6k a sikok kozott ér-
telmezett egyenestart6 leképezések osztdlyan beliil.

3.5. Tétel. Legyen T : X1 — L; kiilonboz6 sikok kozotti egyenestarto leképezés,
amely a végtelen tdvoli elemekkel bovitett térben bijektiv. A T akkor és csak akkor
vetités, ha minden P € X1 N I, pont esetén T(P) = P teljesiil.

Bizonyitds. A ,csak akkor” irdny nyilvdnvalé. Tegyiik fel, hogy a 7 :
1 = X leképezés fixen hagyja a két sik £ = X1 N I, metszetének minden
pontjat. Legyen P,Q € I\ £ két tetsz6-
leges pont és jelolje R az £ és a PQ egye-
nesek metszéspontjat. Mivel a T egyenes-
tarté, igy a P,Q,R ésa P! = 7(P), Q' =
7(Q),R" = 71(R) pontok kozds e C Xy,
e/ C I, egyenesre esnek. Ezen két e, e
egyenesnek R = R’ kozos pontja, ezért az
altaluk meghatéarozott A sik tartalmazza a
P, Q, P', Q" pontokat. Ekkor viszont a PP,
QQ' egyenesek metszik egymast, jelolje a
metszéspontot Mp g.

A Xi-beli T ¢ PQ pont esetén a PP, QQ/,
TT' egyenesek nem esnek kozos sikba, vi- 3.1. bra: Térbeli vetités
szont paronként metszik egymast az Mpg, Mp, Mg, pontokban, ami
csak agy lehetséges, ha Mpg = Mpr = Mg . Végezetiil, hasonl6 ok-
bol az S € PQ pont esetén Mps = Mgt = Mpr = Mpg. Azt latjuk
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tehat, hogy Mpg fliggetlen Q-t6l, és ekkor Mpo = Mg p miatt P-tdl is.
Ez azt jelenti, hogy a Z = Mpg pontra minden P € I; esetén teljesiil
T(P) = MP N X, vagyis T a kozonséges vagy végtelen tavoli Z-bol vett
vetités. O

3.4. Abrazolégeometriai alaptételek

Mar emlitettiik a vetitéseknak az dbrazolégeometridban betoltott fontos
szerepét. Ebben a fejezetben ezt a szerepet vizsgaljuk precizen megfogal-
mazott tételek formdjaban. A tételek megértését és megtanuldsat nagyban
segiti egy-egy jO dbra elészitése. Ezt a feladatot az olvaséra bizzuk.

3.6. Tétel (A perspektiv abrdzolas alaptétele). Adott a K konvex négyszog,
melynek legaldbb az egyik szemkozti oldalpdrja nem pdrhuzamos, adottak a T, T1
metsz0 sikok és adott az a > 0 szdm. Ekkor létezik egy a oldalii N négyzet a T’
sikban és egy Z ¢ T, TI pont, hogy az N 7 11 7z kozéppontos vetiilete eqybevdgo
K-val.

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy a tételt bebizonyitottuk az 4 = 1 esetben.
Ekkor tetszbleges a > 0 esetén létezik N’ egységnégyzet '-ban és Z' ko-
zéppont, hogy 7117 7/(N') egybevagd K'-vel, ami a K-hoz 1/a ardanyban
hasonl6 konvex négyzet. Az egész alakzatot egy I' N TI-beli pontbdl a-
szorosdra nagyitva olyan a oldalt N négyzetet kapunk, melynek kozép-
pontos vetiilete egybevdgd K-val. Ezért elegendd a tételt az a = 1 esetre
bizonyitani.

Helyezziik el az N egységnégyzetet I'-ban. A 2.37 tétel szerint létezik o
tengelyes perspektivitasa I'-nak, amelyre a(N) egybevdgé K-val. Mozgas-
suk el N-et I''n 4gy, hogy « tengelye egybeessék a I" és TT sikok ¢ metsze-
tével. Jelolje B a I' sik £ kortili beforgatasat T1-be és definidljuka ¢ = fo
leképezést. Egyrészt ¢ olyan egyenestart6 leképezés I' és TT kozott, amely
a végtelen tavoli elemekkel b6vitett sikok kozt bijekciét hatdroz meg. Mas-
rész ¢ fixen hagyja £ minden pontjat, hiszen ugyanezt teszi a és 3 is. A 3.5
tétel szerint ekkor ¢ vetités. Mivel egy négyzet parhuzamos vetiilete para-
lelogramma, ezért ¢ csak kozéppontos vetités lehet. A kozéppontot Z-vel
jelolve a tételt bebizonyitottuk. O

3.7. Kovetkezmény. Bdrmely konvex négyszog, amelynek legaldbb az egyik szem-
kozti oldalpdrja nem pdarhuzamos, elodll eqy négyzet alapii gila sikmetszeteként.

Bizonyitds. Legyen K egy megfelel6 konvex négyszog a I" sikban. A pers-
pektivitasok 3.6 alaptétele szerint valamely IT sikra és Z pontra K 7ir 17 2
melletti vetiilete négyzet. Ez pontosan aztjelenti, hogy a Z csticst, K alapt
G gulat a IT sik négyzetben metszi, azaz G négyzet alapt gula. O
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3.8. Tétel. Minden hdromszog alapii hasdbnak van olyan sikmetszete, amely ha-
sonlo egy elGre megadott hdromszoghoz.

Bizonyitds. Tekintstik a X sikbeli ABCA és AgByCy /A hdromszogeket és le-
gyen H az ABCA alapt egyenes hasdb. A 2.41 allitas szerint létezik olyan
Z-beli 1p mer6leges nyujtas, melyre Y(ABCA) és AgByCoA hasonlok, és
amelynek t tengelye dtmegy C-n, A ardnya pedig abszolut értékben na-
gyobb 1-nél. Ez azt jelenti, hogy a H A-t tartalmaz6 élén van olyan A;
pont, melyre d(A1,T4) = d(P(A), Ta), ahol T4 az A merbleges vetiilete
t-n.

Legyen I' a t egyenes és az A1 pont altal meghatarozott sik. Jelolje
a1 : L — I'a H éleivel parhuzamos vetitést, és ap : ' — X a t koriili
beforgatdst. Ekkor arp o 1 a X sik olyan affin transzforméciéja, melynek ¢
tengelye, és amely A-ta ay(a1(A)) = a(A1) = P(A) pontba viszi. Ez azt
jelenti, hogy oy 0 1 = 1P, azaz ap(ABCA) hasonlé AgByCo/A-hoz. Azon-
ban definicié szerint ay(ABCA) pontosan a H hasab és a I' sik metszete.
O

3.9. Tétel (Pohlke-tétel, az axonometria alaptétele). Egqy sikon tetszolegesen
adott dltaldnos helyzetii O', A’, B',C' pontokhoz létezik a térben olyan kocka,
melynek az O csiicsdbol indulé OA, OB, OC éleinek pdrhuzamos vetiilete éppen
O'A',0'B',0'C".

Bizonyitds. Vélasszunk egy tetsz8leges egység oldala kockét a térben, le-
gyen ennek OA, OB, OC az O csticsabdl indulé harom éle. Nyilvéan ele-
gend6 megmutatni, hogy ezen csticsok valamely X sikra vett pdrhuzamos
vetiilete egy O’ A’B'C’-h6z hasonl6 alakzat.

Jelolje T illetve T az O, A, B, illetve O, A’, B’ pontok éaltal megha-
tarozott sikot. Legyen C* € T'a C' € I" pont azon a : ' — T egyér-
telmtien meghatérozott affin transzformacié melletti képe, melyre teljestil
a(0') = O, a(A') = A és a(B') = B. Legyen H az az OABA alapt ha-
sab, amelynek az élei parhuzamosak a CC* egyenessel. A 3.8 tétel szerint
valamely X sik H-b6l O’ A’B' A-hoz hasonl6 O A1 By A-t metsz ki.

Jelolje B a teret Z-ra képez, CC*-al parhuzamos vetitést, ekkor 3(O) =
01, B(A) = Ay, B(B) = By és 3(C) = B(C*). Ez utébb pontot jeldlje C;.

Ay =pBoa:T" — I leképezés affin transzformacio. Teljesiil tovdbba
Y(O'A'B'A) = 01A1B1A =2 O'A’B'A. Mivel egy affin transzformaciot
harom pontja egyértelmtien meghatarozza, azért y nem lehet mds, mint
egy hasonlésagi transzformacié. Ez azt jelenti, hogy az O1A1B;C; alakzat
hasonl6 O’ A’B'C'-héz. Mivel O1A1B1C; az eredeti kocka négy csticsdnak
parhuzamos vetiilete, a bizonyitast befejeztiik. O



